Guia de ejercicios No. 2

MAS36A Funciones de variable compleja

20 de agosto de 2007 Prof.: J. Déavila
Aux.: J. Backhoff, O. Larré

1. Encuentre los discos de convergencia para las series
n

23 n
a) Z3"n3(n!)3ﬁ b) an/”(z— n, c) ZnQ(z+2)2 )

'7
n>1 ) n>1 n>1
d) Z nl(z — i)™, e) Z(log n)"(z+ 1)”2.
n>1 n>2

2. Demuestre el siguiente resultado (criterio de Leibniz): si (z,) C C es una sucesién cuyas sumas parciales

. . N
permanecen acotadas, es decir, existe C' tal que |} " z,| < C para todo N > 0, y (r,) C [0,00) es una
sucesién decreciente con lim r,, = 0, entonces ZZOZO T'nZn CONVErge.

n—oo

. . n . . . . .
3. Encuentre el radio de convergencia de ) -, =. Demuestre, usando el ejercicio anterior que esta serie
- n

converge para todo z con |z| = 1 excepto para z = 1, donde diverge. Encuentre una expresién para ) - -

en términos de la rama principal de log vélida para |2| < 1, z # 1 y calcule Y, o, €S8 y 3> sion

4. Obtenga expansiones en serie de potencias alrededor del cero para las siguientes funciones, e indique el

mayor disco donde esta expansiones son validas:
1 1

a) f(2) = SR b) f(z) = ¢) f(z) = arctan(z),

(14 22)3’
1+2 1
_ 2 _ _
d) f(z) =log(1+27), e) f(Z)*10g<1_Z), f) f(@*m-
En este ejercicio log denota la rama principal del logaritmo y arctan(z) = i log (;—z)

5. Pruebe que para cualquier complejo ¢,
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6. Dada f una funcién real continua definida en [0, 1] muestre que h(z) = fol f(t) cos(zt)dt es entera.

7. Sea f(z) = >_,>0an2" una serie de potencias con radio de convergencia R positivo. Verifique que f es

par ssi a, = 0 para todo n impar, f es impar ssi a,, = 0 para todo n par, y f(z) = f(2) V|z| < R (esto es,
es simétrica con respecto al eje real), ssi a, € R para todo n.

8. Compruebe que la serie f(z) = > ., 2™ tiene radio de convergencia 1 y que para todo 6 con 8/ racional
lim | f(re’®)| = oo cuando r — 1.

9. Sea h(z) =3, % Demuestre que h es holomorfa en B(0, 1) y tiene una extensién continua a B(0, 1),
pero que no es posible extenderla de manera holomorfa a ningin conjunto que contenga de manera estricta
a B(0,1). Es decir, si B(0,1) C D, B(0,1) # D con D abierto, no existe H holomorfa en D que sea una
extension de h. Ind: si f es holomorfa en un abierto D entonces f’ también es holomorfa en D.

10. Suponga que f(z) = >, - an2" tiene radio de convergencia R > 0. Para 0 < r < R verifique que

fozw |f(re??)|? df = 27 > >0 la,|?r?". Ind.: |f(2)|?> = f(2)f(2) y recuerde que la convergencia de la serie es

uniforme sobre {|z| = r}.

11. Suponga que f(z) = >, ~,an2" tiene radio de convergencia R > 1 y que f se puede extender a

una funcién continua en B(0,1). Demuestre que 2wy -, la,|? es una serie convergente y que es igual a

ST 1£(e)? db.



12. Sean a(z) = >_,5qanz", b(z) = >_,500nz", c(2) = > ,50¢n2" series de potencias con radios de
convergencia al menos R > 0 y considere la ecuacién diferencial

f"=a(2)f" +b(2)f + c(2). )

a) Suponga que f(z) = >, 5, fnz" tiene radio de convergencia positivo y satisface (*). Encuentre una
relacién de recurrencia para los coeficientes f,.

b) Demuestre que si los coeficientes (f,,) C C satisfacen la relacién de recurrencia de la parte a), entonces
f(2) =>2,50 fnz" tiene radio de convergencia al menos R y es una solucién de (*).

[e'e] an,z"

n=0 n!

13. Suponga que Y. a,z" tiene radio de convergencia R > 0. Muestre que h(z) =
para 0 < r < R existe una constante M tal que |h(z)| < Mel?!/".

es entera y

14. Usando el teorema de Cauchy local calcule

/ o2, / dz / _dz
j2l=1 | |

2 ’ 4 2°
2|=1 2° + 22 a4il=3/2 25+ 2

15. Compruebe que
a+ib :
9 5 o9vq1/98inh(2ab)
d )< p2)1/2 220
‘/0 cos(z”) dz| < (a* + b%) 500
para todo a > 0, b > 0.

16. Sean a, b reales con a < b. Pruebe que

c+ib )
/ e ? dz— 0 cuando ¢ — =+oo.
ct+ia

17. Para b > 0 muestre que

/ et cos(2mbt) dt = y/re V™

— 00
Ind: considere un rectangulo con vértices —c, ¢, ¢ + bwi, —c + bmi.

18. Una funcién entera f se dice de tipo exponencial si existen A > 0, C > 0 tales que |f(z)| < Ce?l?l para
todo z € C. Demuestre que la clase de funciones de tipo exponencial es cerrada bajo diferenciacion.

Muestre mediante un ejemplo que la afirmacién andloga para funciones C*°(R) es falsa.

19. Considere los circulos C; = 9B;(1) y Cy = 9B1(—1) (con orientacién positiva) y definamos la curva
I' = C; — C3 (con la orientacién inducida). Sea

y para a, b € C\ T' definamos
T(a,b) = / h(2) dz.
r
Calcular lim, y_.o J(a, b) cuando a, b se mantienen en una de las componentes conexas de C\ T, por ejemplo
cuando a € By(1), b € By(1). ;Existe el limite lim, y_.o J(a,b)?
20. Pruebe que si f es una funcién entera y lim,|_, Re f(2) = 0 entonces f = ai donde a € R.

21. Sea f una funcién entera que verifica |f(z)| < C(1 + |z|™) donde C > 0 y m € N. Pruebe que f es un
polinomio de grado a lo mas m. ;| Qué se puede decir si m € R? En particular pruebe que si | f(z)| < ay/|z]|+b
para todo z, entonces f es constante.

22. Suponga que f es una funcién entera y que /f también es entera (aqui consideramos vrei® = \/Few/ 2
para todo r > 0, § € (—m,].) Pruebe que f es constante.



23. Sea f : C — C entera tal que |f(z)| < |Rez|~/? para todo z fuera del eje imaginario. Pruebe que f es
constante.

24. Sea f(z) = Y, ~an2" una serie de potencias con radio de convergencia igual a 1 y con coeficientes
no negativos, es decir a, € R, y a,, > 0 para todo n. Muestre que f no puede puede tener una extension
holomorfa a ningun abierto que contenga a 1. Ind.: suponiendo que tal extensién existe, mostrar que su
desarrollo en serie de potencias en torno a 1/2 tiene radio de convergencia mayor que 1/2. Probar entonces
que Y.~ an(l 4 €)™ converge para algin € > 0.

25. Calcule
% 1—cos(z) b) 1§ 1—cos(2%/?) 1§ =,
a) lim, o 22 ) lim o 22 c) lim,_,; Z—1

d) lim, _g(e* —1)"' — 271, e) lim, .o(1 + c2)/?, donde c € C .




