
P. Sea (a1, a2, . . . .aN ) una población finita de N objetos e y una variable real, denotamos yi = y(ai)
el valor que toma y en ai (Por ejemplo, yi = el numero de hermanos que la persona i tiene). Sea
una muestra M de n objetos de la población obtenidos aleatoriamente con equiprobabilidad y sin
reemplazo.

Llamemos xi =
{

1 ai ∈ M
0 ai /∈ M

.

e) Calcula la varianza de la media muestral de y en función de los parametros de la población

µ =
N∑

i=1
yi y σ2 =

N∑
i=1

(yi − µ)2.

Sol. Tenemos de las partes anteriores y = 1
n

N∑
i=1

xi · yi. Luego

V(y) = V(
1
n

N∑
i=1

xi · yi) =
1
n2

 N∑
i=1

yiV(xi) +
N∑

i=1

N∑
j=1, j 6=i

yi yj cov(xi, xj)


Calculemos la covarianza:

cov(xi, xj) := E((xi − E(xi))(xj − E(xj))) = E(xixj)− E(xi)E(xj)

Usando la definición de probabilidad condicional tenemos:

E(xixj) = 1 · P(xixj = 1) + 0 · P(xixj = 0) = P(xi = 1, xj = 1) = P(ai, aj ∈ M)

= P(ai ∈ M/aj ∈ M) · P(aj ∈ M) =
n− 1
N − 1

· n

N

Reemplazando queda

cov(xi, xj) =
n− 1
N − 1

· n

N
−
( n

N

)2
= − n(N − n)

N2(N − 1)
si i 6= j

Y aśı,

V(y) =
1
n2

n(N − n)
N2

N∑
i=1

y2
i −

n(N − n)
N2(N − 1)

N∑
i=1

N∑
j=1, j 6=i

yiyj


Podemos trabajar un poco más la expresión, considerando que:

N∑
j=1, j 6=i

yiyj =
N∑

i=1

yi

N∑
j=1

(yj)− yi

 =
N∑

i=1

yi(Nµ− yi) = N2µ2 −
N∑

i=1

y2
i

⇒ V(y) =
1
n2

(
n(N − n)

N2

n(N − n)
N2(N − 1)

) N∑
i=1

y2
i −

1
n2

(
n(N − n)
N2(N − 1)

N2µ2

)

=
(

1
n

(N − n)(N − 1) + (N − n)
N2(N − 1)

) N∑
i=1

y2
i −

N − n

n(N − 1)
µ2

=
N − n

n(N − 1)

(
1
N

N∑
i=1

y2
i − µ2

)
=

N − n

n(N − 1)
σ2

El último paso lo justificamos en la primera pregunta (pueden considerarlo una propiedad conocida).
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