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P1

(a) Es natural que para i = 1, . . . , n definamos Xi =
{

1 si i quiere entrar
0 ∼ .

Con esto obtenemos una MAS {Xi}n
i=1 con Xi ∼ Bernoulli(θ), ie, se tiene la densidad θXi(1−

θ)1−Xi . Con θ la proporción a estimar. Además los Xi son i.i.d. pues es un muestreo sin
reemplazo. Luego la función de verosimilitud queda:

fn(x/θ) =
n∏

i=1

fXi(Xi/θ)

=
n∏

i=1

θXi(1− θ)1−Xi

= θ
P

Xi(1− θ)n−
P

Xi

Tomando logaritmo

L = ln(fn) = ln(θ)
n∑

i=1

Xi + ln(1− θ)

(
n−

n∑
i=1

Xi

)
y luego derivando se tiene:

∂L

∂θ
=

1
θ

n∑
i=1

Xi +

(
n−

n∑
i=1

Xi

)
−1

1− θ

=
n∑

i=1

Xi

(
1
θ

+
−1

1− θ

)
− n

1− θ

Igualamos a 0 y despejamos:

n∑
i=1

Xi

(
1

θ̂
+

−1

1− θ̂

)
− n

1− θ̂
= 0

n∑
i=1

Xi

(
1

θ̂
+

−1

1− θ̂

)
=

n

1− θ̂

θ̂ =
1
n

n∑
i=1

Xi

Notamos que la cantidad de veces que Xi es distinta de 0 es exactamente el número de inte-
resados, luego θ̂MV = z

n .

(b) Notemos que E(Xi) = θ (ver tabla de distribuciones), luego

E(θ̂MV ) = E(
z

n
) =

1
n

n∑
i=1

E(Xi) =
1
n

nθ = θ
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Además V(Xi) = θ(1− θ) con lo que tenemos:

V(θ̂MV ) =
1
n2

n∑
i=1

V(Xi) =
1
n2

nθ(1− θ) =
θ(1− θ)

n

Y aśı ĺım
n→∞

V(θ̂MV ) = 0.
Con las 2 propiedades anteriores tenemos que el estimador es consistente.

(c) Calculamos la cota como In(θ) = nI(θ) pues tenemos las hipotesis necesarias (independecia
de la muestra y del dominio).

I(θ) = −E
[

∂2

∂θ2

(
ln(f(x/θ))

)]
= −E

[
∂2

∂θ2

(
x ln(θ) + (1− x)ln(1− θ)

)]
= −E

[
∂

∂θ

(
x

θ
− 1− x

1− θ

)]
= −E

[
−x

θ2
− −1(1− x)

(1− θ)2

]
(E(X) = θ)

= +
1
θ

+
1

1− θ
=

1
θ(1− θ)

Y aśı por la cota de Cramer-Rao tenemos:

V(θ̂MV ) ≥ 1
nI(θ)

=
θ(1− θ)

n

Como el estimador alcanza la cota, es de mı́nima varianza.

(d) Por ser Π(θ) una distribución debe integrar 1 sobre su dominio, como es función de θ y esta
es una proporción su dominio e [0, 1], luego:∫ 1

0
Π(θ) = 1∫ 1

0
aθ(1− θ) = 1

a

(
θ2

2
− θ3

3

)1

0

= 1

1
2
− 1

3
=

1
a

1
6

=
1
a

Con lo que a = 6.

(e)

ξ(θ/x) =
θnX(1− θ)n−nX6θ(1− θ)

1∫
0

θnX(1− θ)n−nX6θ(1− θ)dθ

=
θ1+nX(1− θ)n+1−nX

1∫
0

θ1+nX(1− θ)n+1−nXdθ
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Reconocemos dentro de la integral una distribución Beta salvo por constantes (constantes
respecto a θ) que las agregamos:

ξ(θ/x) =
θ1+nX(1− θ)n+1−nX∫ 1

0 θ1+nX(1− θ)n+1−nXdθ

Γ(2+nX+n+2−nX+1)

Γ(2+nX+1)Γ(n+2−nX+1)

Γ(2+nX+n+2−nX+1)

Γ(2+nX+1)Γ(n+2−nX+1)

Aśı abajo queda justo la función densidad Beta(2 + nX, n + 2− nX) integrada sobre todo su
dominio por lo que el denominador vale 1, con lo que ξ(θ/x) ∼ Beta(2 + nX, n + 2− nX).

(f) Como la función de perdida es cuadrática:

θ̂B = E(θ/X) =
nX + 2
n + 4

Que lo obtenemos de la tabla de distribuciones.

(g) Tenemos E(θ̂B) = 1
n+4 (

∑
E(Xi) + 2) = nθ+2

n+4 . Luego Sesgo(θ̂B) =
∣∣∣nθ+2

n+4 − θ
∣∣∣.

Además V(θ̂B) = 1
(n+4)2

V(
∑

Xi + 2) = 1
(n+4)2

V(
∑

Xi) = 1
(n+4)2

nV(Xi) = nθ(1−θ)
(n+4)2

.
Con todo lo anterior podemos calcular el ECM:

ECM(θ̂B) = V(θ̂B) + (sesgo)2

=
nθ(1− θ)
(n + 4)2

+
(2− 4θ)2

(n + 4)2

Como θ̂MV es insesgado se tiene que:

ECM(θ̂MV ) = V(θ̂MV ) =
θ(1− θ)

n

P2

(a) Por definición:

E(x) =
∫ ∞

x0

xθxθ
0x
−θ−1dx =

θxθ
0x
−θ+1

−θ + 1

∣∣∣∣∞
x0

=
θx0

θ − 1

Además:

E(x2) =
∫ ∞

x0

x2θxθ
0x
−θ−1dx =

θxθ
0x
−θ+2

−θ + 2

∣∣∣∣∞
x0

=
θx2

0

θ − 2

Luego:

V(x) = E(x2)− (E(x))2 =
θx2

0

θ − 2
− θ2x2

0

(θ − 1)2

(b)

f(x) = θxθ
0x
−θ−1 = θxθ

0exp(−ln(x)(θ + 1))

Luego por el teorema de Darmois-Koopman podemos considerar θ̂suf =
n∑

i=1
ln(xi).
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(c) La función de verośımilitud queda definida como f =
n∏

i=1
θxθ

0x
−θ−1
i = θnxnθ

0

n∏
i=1

x−θ−1
i .

Tomamos logaritmo y derivamos:

ln(f) = ln(θnxnθ
0

n∏
i=1

x−θ−1
i ) = nln(θ) + nθln(x0)−

n∑
i=1

(θ + 1)ln(xi)

⇒ ∂ln(f)
∂θ

=
n

θ
+ nln(x0)−

n∑
i=1

ln(xi)

Igualando a 0 tenemos que:

n

θ̂
+ nln(x0)−

n∑
i=1

ln(xi) = 0

n

θ̂
= −nln(x0) +

n∑
i=1

ln(xi)

θ̂ =
n∑n

i=1 ln(xi)− nln(x0)

Y aśı es claro que es función del estad́ıstico suficiente. Los estimadores de máxima verosimı́litud
son asintoticamente normales y eficientes, luego su varianza es la cota de Cramer-Rao. Primero
veamos la información de Fisher:

In(θ) = nI(θ) = −nE
(

∂2

∂θ2
ln(f)

)
= −nE

(
∂2

∂θ2
ln(θ) + θln(x0)− (θ + 1)ln(x)

)
= −nE

(
∂

∂θ
θ−1 + ln(x0)− ln(x)

)
= −E(−θ−2) = nθ2

Luego la varianza asintotica es
θ2

n
.

P3

(a) Utilizamos la definición de esperanza y varianza

E(x) =
∫ θ+a

θ

x

a
dx =

1
2a

((θ + a)2 − θ2) =
θ2 + 2θa + a2 − θ2

2a
=

2θ + a

2

E(x2) =
∫ θ+a

θ
x2 1

a
dx =

1
3a

(
(θ + a)3 − θ3

)
=

1
3a

(
θ3 + 3θ2a + 3θa + a3 − θ3

)
=

3θ2 + 3θa + a2

3

Luego V(x) = E(x2)− E(x)2 = a2/12.
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(b) Utilizamos el primer momento:

E(x) = x ⇔ 2θ + a

2
= x

2θ = 2x− a

θ̂MM = x− a

2

Ahora veamos la esperanza y varianza:

E(θ̂MM ) = E(x)− a

2
=

2θ + a

a
− a

2
= θ

V(θ̂MM ) = V(x) =
na2

12n2
=

a2

12n

n→∞−→ 0

Con estas dos tenemos que θ̂MM es consistente. Al ser consistente tenemos que converge en
media cuadratica y luego en probabilidad.

(c) La fn de verosimilitud es fn(x/θ) =
(

1
a

)n que es constante y distinta de 0 si

∀i = 1, . . . , n xi ∈ [θ, θ + a].

De esto obtenemos que θ̂ ≤ min{xi} y max{xi} ≤ θ̂+a. Luego exisitirá solución si min{xi} ≤
max{xi} − a y será único cuando min{xi} = max{xi} − a, en este caso se tendrá θ̂MV =
min{xi}.
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