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P1

1 si¢ quiere entrar

0 N .

Con esto obtenemos una MAS {X;}" ; con X; ~ Bernoulli(f), ie, se tiene la densidad 6Xi(1 —
6)=%i. Con 6 la proporcién a estimar. Ademds los X; son i.i.d. pues es un muestreo sin
reemplazo. Luego la funciéon de verosimilitud queda:

(a) Es natural que para i =1,...,n definamos X; = {

fulz/0) = ] fx.(Xi/0)
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Tomando logaritmo

L= tn(f,) = In(6) Y X+ tn(1 — ) (n - ZX)
=1 i

y luego derivando se tiene:
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Igualamos a 0 y despejamos:
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Notamos que la cantidad de veces que X; es distinta de 0 es exactamente el niimero de inte-
resados, luego 9MV = ﬁ

(b) Notemos que E(X;) = 6 (ver tabla de distribuciones), luego

E(Buv) =E(2) =



Ademids V(X;) = 60(1 — 0) con lo que tenemos:

V(Onv) = 2ZV nf(1 —0) =

Y asi lim V(fpy) = 0.
n—oo
Con las 2 propiedades anteriores tenemos que el estimador es consistente.

(¢) Calculamos la cota como I,,(6) = nI(6) pues tenemos las hipotesis necesarias (independecia
de la muestra y del dominio).
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Y asi por la cota de Cramer-Rao tenemos:

1 6(1-0)
nl(f)  n

Como el estimador alcanza la cota, es de minima varianza.

V(Oarv) >

(d) Por ser II(#) una distribucién debe integrar 1 sobre su dominio, como es funcién de 6 y esta
es una proporcién su dominio e [0, 1], luego:
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Con lo que a = 6.

(e)

"X (1 — )" "X66(1 — 0)
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Reconocemos dentro de la integral una distribucién Beta salvo por constantes (constantes
respecto a ) que las agregamos:

L(2+nX+n+2-nX+1)
r2+nX+1)I(n+2—nX+1)
fl 01+nY(1 _ 9)n+17nYd9 I'(24+nX4+n+2—nX+1)

0 C+nX+1)(n+2—nX+1)

91+nY(1 _ 9)n+1fny

§(0/x) =

Asf abajo queda justo la funcién densidad Beta(2 +nX,n+ 2 —nX) integrada sobre todo su
dominio por lo que el denominador vale 1, con lo que £(0/x) ~ Beta(2 +nX,n+2 —nX).

(f) Como la funcién de perdida es cuadrética:

nX +2
n+4

0p =E0/X) =

Que lo obtenemos de la tabla de distribuciones.

(g) Tenemos IE(QB) = %H O E(X;) +2) = ﬁfjf. Luego Sesgo(éB) = ’}fif —46|.
; A nB(1—6
Ademds V(0p) = i V(E X +2) = b V(E Xi) = eV (X0) = 2050
Con todo lo anterior podemos calcular el ECM:
ECM(6g) = V(0p)+ (sesgo)?
_ nf(1-196) N (2 —46)?
(44?2 (n+4)2
Como 6 My es insesgado se tiene que:
. . 0(1—06
ECMOyvy) =V(0yy) = ( - )
P2
(a) Por definicién:
o Gzl 0L Gz
E —_ 0 _—0—1 — 0 o 0
(x) /xo xlryx dz —or1 B
Ademas: o oo )
o Oxdx= 02| Ox
E(z2) — 290, —0-1; _ Y% _ 0
(%) /ﬂgoxﬁxox dx e, -2
Luego:
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\Y4 —E 2\ E 2 _ 0o 0
(@) = Ba?) ~ (B(@))* = 505 - =2

f(z) = 02527071 = Oxfexp(—in(z)(0 + 1))
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Luego por el teorema de Darmois-Koopman podemos considerar 8, r = > In(z;).
i=1



(c¢) La funcién de verosimilitud queda definida como f = H 03;033_9 L= grap

=1
Tomamos logaritmo y derivamos:

n

no ﬁ 701
i=1

In(f) = In0"x ”‘91_[:3 = nin(6) + nfln(xq) Z (0 + 1)in(x;)
i=1
9ln(f)
= 50 = g—i—nlnxo ZlnﬂCz

Igualando a 0 tenemos que:
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= —nin(xy) + Z In(x;)

Somy In(x;) — nin(zo)

Y asi es claro que es funciéon del estadistico suficiente. Los estimadores de méxima verosimilitud
son asintoticamente normales y eficientes, luego su varianza es la cota de Cramer-Rao. Primero

veamos la informacién de Fisher:
82
L,(0) = nI(0 —nlk
®) = ni(6) = - (gtn()

= (8021” )+ 0ln(xo) — (0 + 1)in(x >

_ <9 + In(zo) — In(x )) E(—67?) = n?

Luego la varianza asintotica es
92

P3

(a) Utilizamos la definicién de esperanza y varianza

02 + 20a + a* — 62

26+a

0+a T
E(x):/g e = (0 +a)?—6) =

a 2a 2a

E(z?) = /99+a :c21dm = 3i (0 +a)® — 6%

a a
1
= 5 (60° + 36°a + 30a + a® — 6°)
a

302 + 30a + a?
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Luego V(z) = E(z?) — E(z)? = a?/12.



(b)

Utilizamos el primer momento:

20
E(z)=7= ;_ ¢ - 7
20 = 2r—a
- _a
HMM = I — 5
Ahora veamos la esperanza y varianza:
. a 204+a a
El0um) =E@) -5 =—— -5 =0
~ na/2 a2 n—oo
V(Onrrar) = V() = 0

T 1202 120

Con estas dos tenemos que 0p7ps es consistente. Al ser consistente tenemos que converge en

media cuadratica y luego en probabilidad.
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La fn de verosimilitud es f,(z/0) = (f)n que es constante y distinta de 0 si

a

Vi=1,...,nxz; € [0,0+a)l.

De esto obtenemos que 0 < min{xz;} y max{z;} < 0+ a. Luego exisitira solucién si min{x;}
max{x;} — a y serd inico cuando min{z;} = max{x;} — a, en este caso se tendra Oy
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