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Prefacio

Muchas personas prefieren situaciones con riesgo nulo a enfrentar eventos aleatorios o ar-
riesgados. Tomar decisién con incertidumbre no es parte de la cultura de cualquier persona.
Incluso, aunque los juegos de azar son muy populares, su teoria es poco conocida.

En la actualidad la estadistica es una herramienta necesaria para muchas otras disciplinas
donde fenémenos aleatorios son estudiados para obtener y entender informaciones en vista
de tomar decisiones relativas a poblaciones de gran tamano.

Ensenar la estadistica se volvié una necesidad pero su dificultad constituye un desafio.

El curso de estadistica es parte del plan comtn de ingenieria y para algunas carreras es
el Unico curso de estadistica que tendra el alumno. Se espera, introducir al alumno al
razonamiento y al modelamiento estadistico

El libro comprende en particular una introducciéon al muestreo, a la metodologia bésica
de la Inferencia Estadistica y a los métodos multidimensionales con el modelo lineal.

Se busca preparar al futuro profesional en la aplicacion de modelos estadisticos para tratar
fenémenos aleatorios en fisica, mecanica o economia entre otros, asi como trabajar con
grandes volumenes de datos que en la actualidad pueden ser estudiados facilmente.

Existe una versién interactiva de este libro, que hemos llamado libro orgénico (disponible
en la pagina http : //www.dim.uchile.cl/ ~ estadistica), en la cual hay actividades que
esperamos ayuden a profundizar los temas del curso.

La puesta a punto de estas actividades interactivas fue realizada por Laurence Jacquet.

Un muy especial agradecimiento a Lorena Cerda que con mucha paciencia me permi-
tio evitar estropear el magnifico idioma de Miguel de Cervantes.

Finalmente este libro no habia sido posible sin el financiamiento del proyecto IDEA+
Fondef D9911049 y del Departamento de Ingenieria Matemaéatica de la Universidad de
Chile.

Nancy Lacourly
2005






Indice general

1. LA ESTADISTICA, ;QUE ES? 9
1.1. HISTORIA DEL AZAR Y DE LA ESTADISTICA . . . . ... ... ....... 10
1.2. ;DONDE SE USA LA ESTADISTICA? . . . . . .. . ... ... ... ...... 16
1.3. EL PENSAMIENTO ESTADISTICO . . . ... ... ... ... ... ...... 17

1.4. MUESTREO: VER PARA CREER



INDICE GENERAL



Capitulo 1

LA ESTADISTICA, ;QUE ES?

La estadistica es una rama del método cientifico que trata datos empiricos, es decir datos
obtenidos contando o midiendo propiedades sobre poblaciones de fenémenos naturales,
cuyo resultado es "incierto”. Ofrece métodos utilizados en la recoleccion, la agregacion y
el andlisis de los datos.

En teoria de las probabilidades, los estudiantes, estudiaron el experimento relativo a tirar
un dado y hicieron el supuesto que el dado no estaba cargado (los seis sucesos elementales
son equiprobables), lo que permite deducir que la probabilidad de sacar ”un nimero par”
es igual a 1/3. A partir de un modelo probabilistico adecuado, se deduce nuevos modelos
o propiedades. En estadistica tratamos responder, por ejemplo, a la pregunta sel dado
estd cargado?, comprobando si el modelo probabilistico de equiprobabilidad subyacente
esta en acuerdo con datos experimentales obtenidos tirando el dado un cierto ntimero
de veces. Se propone entonces un modelo probabilistico que ajuste bien los datos del
experimento. En resumen, en estadistica se tiene un problema a resolver o una hipotesis
de trabajo, por ejemplo el dado es equilibrado. Se hace un ezperimento, aqui es lanzar el
dado, que proporciona datos de los cuales se busca concluir sobre la hipdtesis de trabajo.

No hay que confundir el uso de la palabra estadisticas (plural), que designa un conjunto
de datos observados y la palabra estadistica (singular), que designa la rama del método
cientifico que trata estos datos observados.

Esta introduccién se inicia con una breve presentacion historica de la estadistica, para
seguir con algunos ejemplos de problemas estadisticos. Siguen las etapas del razonamien-
to que permite resolver tales problemas. Terminamos con introduccién a la teoria de
muestreo, que es la base de la solucién de todo problema estadistisco.

Hay tres tipos de mentira: las piadosas, las crueles y las estadisticas.
Atribuido a Mark Twain por el primer ministro inglés Benjamin Disraeli (1804-
1881).
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1.1. HISTORIA DEL AZAR Y DE LA ESTADISTI-
CA

El desarrollo de la computacién trastorné los progresos de la estadistica y su ensenanza.
Vamos a ver aqui cémo y por quién se desarrollo la estadistica, desde la prehistoria hasta
la actualidad. Es dificil separar la evolucion de la estadistica sin considerar la historia de
las probabilidades. El progreso de ambas disciplinas puede verse como la historia de una
Unica ciencia: la ciencia del azar.

La prehistoria

La estadistica descriptiva tiene su origen mil o dos miles afios antes de Cristo, en Egip-
to, China y Mesopotamia, donde se hacfan censos®' para la administracién de los impe-
rios. Los egipcios tuvieron el barémetro econémico mas antiguo: un instrumento llamado
"nilometro”, que media el caudal del Nilo y servia para definir un indice de fertilidad,
a partir del cual se fijaba el monto de los impuestos. Con la variabilidad del clima ya
conocian el concepto de incertidumbre.

Paralelamente, el concepto de azar es tan antiguo como los juegos (los dados y los juegos
con huesos que en Chile llamamos "payayas” son antiquisimos) y motivé desde antano
las reflexiones de los fildsofos. En las ideas de Aristételes (384-322 AC) se encuentran
tres tipos de nociones de probabilidad, que definen més bien actitudes frente al azar y la
fortuna, que siguen vigentes hoy en dia: (1) el azar no existe y refleja nuestra ignorancia,
(2) el azar proviene de causas miltiles y (3) el azar es divino y sobrenatural. Sin embargo,
pas6é mucho tiempo antes de que alguien intentara cuantificar el azar y sus efectos.

E\
G

S¢

La edad Media

Durante la edad media hubo una gran actividad cientifica y artistica en Oriente y el nom-
bre de azar parece haber venido desde Siria a Europa. La flor de zahar, que aparecia en los

'La palabra censo viene de la palabra latina censere que significa fijar impuestos.
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dados de la época podria ser el origen de la palabra. Las companias aseguradoras inicia-
ron investigaciones matematicas desde tiempos muy antiguos, y en siglo XVII aparecieron
los primeros famosos problemas de juegos de azar. En la sociedad francesa, el juego era
uno de los entretenimientos mas frecuentes. Los juegos cada vez mas complicados y las
apuestas muy elevadas hicieron sentir la necesidad de calcular las probabilidades de los
juegos de manera racional. El caballero de Méré, un jugador apasionado, escribiendo so-
bre ciertos juegos de azar a Blaise Pascal (1623-1662), un austero cristiano jansenista que
vivia en un distinto mundo al de nuestro caballero, y dejaria més tarde la matematica por
la teologia..., dio origen a una correspondencia entre algunos matematicos de la época.
Las preguntas de De Méré permitieron, en particular, iniciar una discusién entre Blaise
Pascal y Pierre Fermat (1601-1665) y asi el desarrollo de la teorfa de las probabilidades.
En el siglo anterior, los italianos Tartaglia (1499-1557), Cardano (1501-1576), e incluso
el gran Galileo (1564-1642) abordaron algunos problemas numéricos de combinaciones de
dados.

En cada juego de azar, dados, cartas o ruleta, por ejemplos, cada una de las jugadas debe
dar un resultado tomado de un conjunto finito de posibilidades (ntimeros de 1 a 6 para el
dado, 52 posibilidades para las cartas o 38 para la ruleta). Si el juego de azar es ” correcto”
(sin trampas) no se puede predecir de antemano el resultado que se obtendra en una
jugada. Es lo que define el azar del juego. Se observa una cierta simetria en los posibles
resultados: son todos igualmente posibles, es decir que el riesgo para un jugador es el
mismo cualquiera sea la opcion que juega. De aqui surgié la primera definicién de una
medida de probabilidad para un determinado suceso:

a
P=3%

donde a es el nimero de casos favorables (el nimero de casos que producen el suceso) y b el
nimero de casos posibles. Por ejemplo, la probabilidad de sacar un ”6” en el lanzamiento
de un dado es p = %, de sacar un corazén de un paquete de 52 cartas es p = }1 0 un numero
par en la ruleta (considerando que ”0” y ”700” son ni pares y ni impares) es p = %. El
caballero De Méré, que jugaba con frecuencia, habia acumulado muchas observaciones en
diversos juegos y constatd una cierta regularidad en los resultados. Esta regularidad, a
pesar de tener como base un hecho empirico, permitié relacionar la frecuencia relativa
de la ocurrencia de un suceso y su probabilidad. Si f es la frecuencia absoluta de un
suceso (el nimero de veces que ocurrid) en n jugadas, como el nimero de casos favorables
deberfa ser aproximadamente igual a na, f ~ %" y entonces la probabilidad de que ocurra
el suceso sera:

p:

En un juego, De Méré encontraba una contradicciéon en su interpretacion de la prob-
abilidad a partir de la frecuencia relativa que obtuvo empiricamente. Pascal y Fermat
pudieron mostrarle que sus calculos eran erréneos y que la interpretaciéon propuesta era
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El problema de los puntos: supongamos que dos jugadores, Abel y
Beriran, interrumpen un juego secuencial en el cual a Abel fe falia A y
aBeriran le falta B para ganar. ;Como fienen que repariirse las apuestas?
Es uno de los famosos problemas propuestos por De Méré y que fue
resuelto por Fermat y Pascal (1984)

Después de una larga correspondencia, Fermat y Pascal lfegaron a la
misma solucion del problema, por caminos distintos, Fermat usando fa
combinatoria y Pascal el razonamiento por induccion, lo que tranquiliz

a ambos respecto a fa justeza de sus razonamientos. De paso,
construyaron entre los dos los fundamentos del cdlculo de probabilidades
a partir de los juegos de azar.

(4

i

,am.:

correcta. De Méré siguié planteando problemas que no pudieron resolver los matematicos
de su época. Sin embargo, Jacques de Bernoulli (1654-1705), el primero de una famosa
familia de matematicos suizos, dio una demostracion de la ley de los Grandes Numeros
y Abraham de Moivre enuncio el teorema de la regla de multiplicacién de la teoria de la
probabilidad.

Segun Richard Epstein, la ruleta es el juego de casino mas antiguo que esta todavia en
operaciéon. No se sabe a quien atribuirlo: puede ser Pascal, el matematico italiano Don
Pasquale u otros. La primera ruleta fue introducida en Paris en 1765.

La demografia

Las reglas de calculo desarrolladas hasta entonces para los juegos de azar vieron sus apli-
caciones en otras disciplinas. Los censos demograficos, que se hacian desde la antigiiedad,
requieren recolectar muchos datos. En Inglaterra, a pesar que John Grant tenia la nocién
de las tablas de mortalidad, es Edmund Halley (1656-1742) que construye por primera
vez una tabla de mortalidad utilizando observaciones.

La demografia y los seguros de vida se aprovecharon de este desarrollo de la teoria de
las probabilidades. Consideremos, por ejemplo, el sexo de una sucesién de ninos recién
nacidos. Se puede ver como la repeticion del lanzamiento de una moneda, con nino y
nina en vez de cara y sello. De la misma manera, podemos considerar un conjunto de
hombres mayores de 50 anos. Al final del ano, una cierta proporcién sigue viva. Durante
el siglo XVIII, Pierre Simon y Marqués de Laplace (1749-1827), paso, por primera vez, de
la observacion estadistica a la creacién de un concepto probabilistico, reconociendo estos
problemas como similares a los de un juego, encontrando las correspondientes frecuencias
relativas, lo que permitié determinar la probabilidad que nazca una nina, o que un hombre
mayor que 50 anos muera en el ano.

Si bien la extension de los juegos de azar a la demografia o a la matemaética actuarial fue
extremadamente importante, su planteamiento tiene grandes limitaciones debido a que
considera todos los resultados posibles simétricos. ;Qué pasa cuando una situacién real
no puede expresarse como un juego de azar? Por ejemplo, Daniel Bernoulli, careciendo
de datos sobre la mortalidad producida por la viruela a distintas edades, supuso que el
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riesgo de morir de la enfermedad era el mismo en todas las edades. Lo que evidentemente
es muy discutible.

Christiaan Huygens (1629-1695), matematico holandes,
astronomo y fisico, descubrio fa teoria ondulatoria de fa luz,
y contribuyo a la ciencia en general y en particular a la dinamica.

La nocin de esperanza matemética se encuientra en sus trabajos.
Escribia: si espero A 0B, y que puedo oblener uno 6 el oiro,
Duedo decir que mi esperanza vale (A+B)2.

La teoria de los errores y la distribucién normal

Durante los siglos XVIII y XIX la estadistica se expandié sin interrupciéon mientras la
teoria de las probabilidades no mostré progreso. Una de las aplicaciones importante fue
desarrollada al mismo tiempo por Gauss (1777-1855), Legendre (1752-1833) y Laplace: el
analisis numérico de los errores de mediciones en fisica y astronomia. ;Como determinar
el mejor valor leido por un instrumento que entrega diferentes mediciones del mismo
fenémeno? Si tenemos n mediciones de un mismo fenémeno xy,xs, ..., z,, deberiamos
tener r1 = x9 = ... = 1z, si no tuvieramos errores. En su anexo sobre el método de
los minimos cuadrados, ”Nuevos métodos para la determinaciéon de las orbitas de los
cometas”, Legendre propone determinar el valor inico z de la medicién de manera que
una funcion de los errores sea minima:

n
min Z(xl — 2)?
4

La solucién es el promedio de las mediciones.

Esta funcién cuadratica encuentra su justificacién en la distribuciéon normal con Gauss
y Laplace, aunque la distribucion de los errores fue estudiada mucho antes por Thomas
Simpson (1710-1761), que hizo los supuestos que esta distribucién tenfa que ser simétrica
y que la probabilidad de errores pequenos deberia ser mas grande que la de los errores
grandes. Adolfe Quetelet (1796-1874), un astrénomo belga, hace los primeros intento de
aplicar la estadistica a las Ciencias Sociales. Una de sus contribuciones fue el concepto de
persona promedio, persona cuya accion e ideas corresponde al resultado promedio obtenido
sobre la sociedad entera.

En 1840, Sir Francis Galton (1822-1911), primo de Charles Darwin, partié de una dis-
tribucion discreta y la fue refinando hasta llegar en 1857 a una distribucién continua muy
parecida a la distribucién normal. Galton inventé incluso una méaquina llamada quincunx
o maquina de Galton, que permite ilustrar la distribucién normal.
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En 1840, Eir Francis Galton(1822-1911), primo de

Charles Darwin, partid de una distribuc on discreta y e

la fue tefinando hastallegar en 1857 auna distrtbucidn e o o
contitoea muy parecida ala distribuci on nommal. Rty g
Galtoninverdo incluso vns maguina amada e e o e 0o
quinciry o maguina de Galton, que permite <

ilastrar 1a distribnact oo notnal.

La distribucion normal es la ley en la cual todo el mundo cree:
Los experimentadores creen que es un teorema de la Matemdtica,
y los matemdticos que es un hecho experimental.

El astronomo Lippman.

Nacimiento de la estadistica Moderna

Es con la introduccién de nuevas aplicaciones que la teoria de las probabilidades del siglo
XVIIT funda la estadistica matematica. El término de estadistica se debe posiblemente
a G. Achenwall (1719-1772), profesor de la Universidad de Gottingen, tomando del latin
la palabra status.? Achenwall crefa, y con razén, que los datos de la nueva ciencia (la
estadistica) serian el aliado mas eficaz de los gobernantes.

Aparte de la demografia y la matematica actuarial, otras disciplinas introdujeron la teoria
de las probabilidades. Fue el inicio de la mecénica estadistica, debido a Maxwell (1831-
1879) y Bolzmann, quienes dieron también una justificacién de la distribucién normal en
la teoria cinética de los gases.

La estadistica se empez6 a usar de una manera u otra en todas las disciplinas, a pesar
de un estancamiento de la teoria de las probabilidades. En particular, muchos vieron la
dificultad de aplicar el concepto de simetria, o de casos igualmente posibles, en todas
las aplicaciones. Hubo que esperar a que Andrey Nickolaevich Kolmogorov (1903-1987)
separara la determinacién de los valores de las probabilidades de sus reglas de célculo.

Los primeros resultados importantes de la estadistica Matematica se deben al inglés Karl
Pearson (1857-1936) y a otros investigadores de la escuela biométrica inglesa tal como Sir
Ronald Fisher (1890-1962), que tuvo mucha influencia en el campo de la genética y la
agricultura.

La segunda mitad del siglo XX: la revolucion computacional

Los cientificos, especialmente los ingleses, desarrollaron métodos matematicos para la
estadistica, pero en la practica manipularon cifras durante medio siglo sin disponer de

2El término latino status significa estado o situacién.
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Sir Ronald Fisher es consideracdo como uno de fos fundadores de la
estadistica moderna por todas sus contribuciones.

Estudia en Rothamsted el disefio de experimentos introduciendo el
concepto de randomizacion y del analisis de la varianza. En 1921
crea el concepto de verosimiltud, propone el método de méxima
verosimiltud y estuclia los tests de hipdesis.

verdaderas herramientas de célculo. La llegada de los computadores revolucioné el desar-
rollo de la estadistica. El francs J. P. Benzécri y el norte americano J. W. Tuckey fueron
los pioneros en repensar la estadistica en funcion de los computadores. Mejoraron, adap-
taron y crearon nuevos instrumentos para estudiar grandes volumenes de datos: nuevas
técnicas y herramientas graficas.

El modelo tiene que adaptarse a los datos y no al revés.
Jean-Paul Benzécri, 1965

Calculo de probabilidades y estadistica

Algunas palabras para concluir. Si bien la historia de la estadistica no se puede separar
de la historia del calculo de las probabilidades, la estadistica no puede considerarse como
una simple aplicacion del calculo de las probabilidades. Podemos comparar esta situacion
a la de la geometria y la mecanica. La mecanica usa conceptos de la geometria, y sin
embargo es una ciencia a parte.

El célculo de las probabilidades es una teoria matematica y la estadistica es una ciencia
aplicada donde hay que dar un contenido concreto a la nociéon de probabilidad. Como
ilustracién citemos el experimento de Weldon (1894), que lanzé 315,672 veces un dado
(bajo la supervisién de un juez) y anoté que 106,602 veces salié un 5 o un 6. La fre-
cuencia tedrica deberia ser 0,3333... si el dado hubiera sido perfectamente equilibrado. La
frecuencia observada aqui fue 0,3377. ; Deberiamos concluir que el dado estaba cargado?
Es una pregunta concreta que es razonable considerar. El cédlculo de las probabilidades
no responde a esta pregunta y es la estadistica la que permite hacerlo.

El gedmetra no se interesa por saber si existen en la prdctica objetos que puedan
constderarse como lineas rectas. Hay que tener cuidado cuando se razona por ana-
logia con otras ramas de las matemdticas aplicadas, porque a este nivel no nos pre-
ocupamos solamente de las relaciones entre cdlculo y razonamiento. Admitamos el
derecho del matemdtico de desinteresarse del problema, como matemdtico, pero ten-
emos que asumir la responsabilidad de resolver la dificultad, como psicdlogo, l6gico
o estadistico, a menos que estemos dispuestos a poner la probabilidad en el campo
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de la matemdtica pura y sus aplicaciones en el frontis de nuestras academias.
Kendall, 1949.

1.2. ;DONDE SE USA LA ESTADISTICA?

Actualmente el gobierno de cada pais recolecta sistematicamente datos relativos a su
poblacién, su economia, sus recursos naturales y su condicién politica y social para tomar
decisiones. En las actividades industriales o comerciales las estadisticas son parte de la
organizacién asi como en los sectores agricolas y forestales, donde se requieren predicciones
de la produccién. En la investigacion cientifica (medicina, fisica, biologfa, ciencias sociales,
etc.) el rol de la estadistica es primordial.

Estadisticas y el Estado

Un estado necesita conocer su poblacion: En Chile los censos permiten obtener estadisti-
cas demograficas y de vivienda y los métodos estadisticos hacer predicciones dentro el
periodo de 10 anos que transcurre entre dos censos. Para poder elaborar una planificacién
de la salud, el gobierno tiene que tener informaciones sobre las necesidades de la poblacion
(datos demogréficos, enfermedades segin las estaciones, etc.) y un inventario de las in-
fraestructuras de salud. En funcion de estas informaciones, se crean nuevos hospitales, se
amplian antiguos consultorios, etc.. Para erradicar la pobreza o definir una politica de
empleo, hay que estudiar el origen del problema. En el campo de la agricultura, se re-
quiere hacer buenas predicciones de la produccion (de trigo, por ejemplo) y decidir si estas
permitiran satisfacer la demanda. En la explotacién de los bosques es importante estimar
los volumenes y la calidad de la madera esperada en una zona dada para la planificacion
de las cosechas y los requerimientos de la demanda.

Estadisticas y empresas

Una fabrica o una empresa de servicios requiere saber de sus recursos, produccién, deman-
da y la competencia de sus productos. Estos problemas involucran el control de calidad de
los productos en los procesos de fabricacién y los estudios de mercado, entre otros. Una
compania de Seguros de Vida requiere estimar la probabilidad de que una persona de una
cierta edad y cierto sexo fallezca antes de alcanzar una determinada edad, de manera a
fijar el monto de su poéliza. Un productor de fertilizante tiene que evaluar la eficacia de su
producto. Hard, por ejemplo, un experimento para medir el efecto de su fertilizante sobre
la cosecha de choclo.
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Estadisticas y ciencias

En la investigacion de ciencias como la fisica, la quimica, la biologia o ciencias sociales,
se busca veri-ficar las leyes formuladas a partir de experimentos que se analizan mediante
métodos estadisticos. Un fisico busca el valor de una constante numérica, que aparece en
una relacién exacta. Sin embargo, el experimento que le permitirda obtener la constante
en el laboratorio conlleva perturbaciones en las mediciones. Tomar el promedio de varias
mediciones sera la mejor forma de resolver su problema. En la clasificacion de planta o
animales se usan procedimientos de muestreo aleatorio para contarlos. Las famosas leyes
de Mendel, a pesar de referirse a caractéres genéticos cualitativos, pueden considerarse
como leyes estadisticas.

Estadisticas y educacién

Un psicélogo mide las aptitudes mentales de algunos estudiantes y les da un método de
estudio. El rendimiento permitira evaluar el método de estudio en funcién de las aptitudes
mentales. La psicometria es la rama de la psicologia que trata mediciones relativas a ha-
bilidades mentales de individuos. En educacién, la psicometria permite, mediante tests
llevados a escalas numéricas, medir caracteristicas psicologicas relativas al comportamien-
to, el aprendizaje y el rendimiento de los estudiantes.

1.3. EL PENSAMIENTO ESTADISTICO

Si bien el calculo de las probabilidades es una teoria matematica abstracta, que deduce
consecuencias de un conjunto de axiomas, la estadistica trata encontrar un modelo que
refleja mejor los datos obtenidos a partir de experimentos y necesita, entonces, dar una
interpretacion con-creta a la nocién de probabilidad. Varias interpretaciones fueron prop-
uestas por los estadisticos, que se pueden resumir en dos puntos de vista diferentes: la
nocién frecuentista y la nocién intuicionista.

El punto de vista frecuentista asocia la nocién de probabilidad a la nocién empirica de
frecuencia, basada en observaciones aleatorias repetidas, mientras que el punto de vista
intuicionista liga la nocion de probabilidad al grado de creencia subjetiva que uno tiene
sobre la ocurrencia de un suceso.

Todos los dias se habla en las noticias de poblacién para referirse a un grupo de personas
que tienen algo en comun, como la poblacién de los chilenos o la poblacién de los ninos
de Santiago. Para el estadistico, este concepto se refiere a un conjunto de elementos
(personas, objetos, plantas, animales, etc.) sobre los cuales se obtienen informaciones
para sacar conclusiones sobre el grupo. Cuando obtener mediciones sobre cada elemento
de la poblacién (un censo) resulta ser muy largo y caro, se puede observar una parte de
ella (una muestra), es decir solamente un grupo de elementos elegidos de la poblacién.
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Un socidlogo quiere, por ejemplo, determinar el ingreso anual promedio de las familias
que viven en Santiago. Recolectar esta informacion en todas las familias en Santiago seria
un largo y costoso proceso. El socidlogo podra entonces usar una muestra. Eso es posible
porque no se interesa en el ingreso anual de cada familia en particular, pero si en el ingreso
anual promedio de la totalidad de las familias que viven en Santiago y eventualmente en
la reparticién de estos ingresos en la poblacion.

Para saber cual es el nimero total N de peces viviendo en un lago, seria dificil pescarlos
todos. Se pueden pescar aleatoriamente algunos, sea A = 200 por ejemplo, marcarlos
y devolver al lago. Se vuelve a pescar al azar, sea n = 100 por ejemplo, y observar el
niumero k de marcados encontrados en la segunda muestra. Se puede estimar al niimero
total IV de peces en el lago, suponiendo que la proporcién de peces marcados en el lago y
la proporcion de peces marcados en la muestra son iguales:

A k n
— = N=-A
N n:> k

Por ejemplo, si se encontré k = 16 peces marcados en la segunda muestra de n = 100
peces, se estimaria que hay N = % x 200 = 1250.

Un candidato a una eleccion presidencial encarga a un centro de estudio de opiniones un
analisis sobre el porcentaje de votos que podria obtener en la eleccién que tendra lugar
en un mes mas. El centro de estudio hace un sondeo de opiniones sobre 1500 personas
elegidas al azar en la poblacion que votan y le informa al candidato que si la eleccion
tuviera lugar este mismo dia tendria 45 % de votos contra 55 % de su adversario y agrega
con un error porcentual de 2,52 % con un nivel de confianza de 95 %. Con este pronostico
el candidato concluye que tiene muy poca posibilidad de ser elegido, salvo si cambia su
campana electoral.

El problema es entonces como elegir una muestra para poder sacar conclusiones que sean
validas para la poblacién entera. En este caso cada individuo o elemento de la muestra no
tiene un interés por separado, sino, solamente por que es parte de la poblacion. La teoria
de muestreo nos ofrece métodos para obtener muestras. Distinguiremos entonces la es-
tadistica descriptiva, la actividad que consiste en resumir y representar informaciones,
de la inferencia estadistica, un conjunto de métodos que consisten en sacar resultados
sobre una muestra para inferir conclusiones sobre la poblacién de donde proviene esta
muestra.

Todos los problemas citados anteriormente son distintos; algunos se podran basar en
datos censales y otros en datos muestrales. Pero hay elementos y una linea general del
razonamiento que son los mismos para todos los problemas.

Poblacién y muestras

Los datos experimentales son obtenidos sobre conjuntos de individuos u objetos, sobre los
cuales se quiere conocer algunas caracteristicas. Llamaremos unidad de observacién a
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estos individuos y la totalidad de estas unidades de observacion se llama poblacion. La
poblacion puede ser finita: la poblacion de un pais en una encuesta de opinién; el conjunto
de ampolletas fabricadas por una maquina; los drboles de un bosque.

La poblacion puede ser considerada también como infinita y hipétetica: la poblacién de
todos los posibles lanzamientos que se puede hacer con una moneda; la poblacién definida
por el caudal de un rio; la poblaciéon definida por el tiempo de vida de una ampolleta; el
tiempo de espera en un paradero de buses. En estos casos la poblacién es definida por el
conjunto de los reales IR o un intervalo de IR y generalmente tal poblacién esta definida
por una variable aleatoria y su distribucién de probabilidad.

Frecuentemente la poblacion a estudiar, ain si es finita, es demasiado grande. Se extrae
entonces solamente un subconjunto de la poblacién, llamada subpoblacién o muestra
sobre la cual se observan mediciones llamadas variables. Los elementos de la muestra
podran ser repetidos o no y el orden de extraccién podra ser relevante o no.

Por ejemplo se toma un subconjunto de la poblaciéon de un pais; se lanza 100 veces una
moneda; se considera los tiempos de vida de 150 ampolletas.

El estadistico trata entonces de inferir informaciones sobre la poblacién a partir de los val-
ores observados en la muestra. La muestra podra no ser representativa de la poblacion
en el sentido que algunas caracteristicas de interés podran ser sobreestimadas o subesti-
madas.

Definicién 1.3.1 Se dice que una muestra es representativa de una poblacion si toda
unidad de observacion podrd aparecer en la muestra y esto con una probabilidad conocida.

Etapas de un estudio estadistico

Un estudio estadistico se descompone generalmente en varias etapas:

Definicién del problema: objetivos y definicién de la poblacion

Determinacién del muestreo.

Recoleccion de los datos.

Anélisis descriptivo de los datos.

Anélisis inferencial o matematico de los datos. Se usa toda informacién til al estudio

Conclusion del estudio: Decision o prediccion.
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Conocimiento a priori

Definicién AN
de la Anélisis — Prediccién
poblacion N\, /

Observaciones — Descripcion

Recoleccion de los datos

Se distinguen los censos de los muestreos. En un censo los datos se recolectan sobre la
totalidad de las unidades de observacién de la poblaciéon considerada y en una muestra
se recoge informacién sélo sobre una parte de la poblacion. ;Cémo entonces sacar una
muestra de una poblacion finita o de una distribucion de probabilidad desconocida para
obtener informaciones fidedignas sobre la poblacion de la cual provienen? La forma de
elegir la muestra depende del problema (teorfas del diseno de muestreo y del diseno de
experimentos). Puede ser muy compleja, pero generalmente la muestra estd obtenida
aleatoriamente y lleva a aplicar la teoria de las probabilidades.

Descripcién estadistica de los datos

La descripcién estadistica permite resumir, reducir y presentar graficamente el contenido
de los datos con el objeto de facilitar su interpretacién, sin preocuparse si estos datos
provienen de una muestra o no. Las técnicas utilizadas dependeran del volumen de las
unidades de observacion, de la cantidad de las variables, de la naturaleza de los datos y de
los objetivos del problema. Esta etapa del estudio es una ayuda para el analisis inferencial.

Analisis inferencial o matematico de los datos

El analisis, la etapa més importante del razonamiento estadistico, se basa en un modelo
matematico o probabilistico.

La inferencia estadistica consiste en métodos para extrapolar caracteristicas obtenidas
sobre una muestra hacia la poblacién. Se basa en modelos que dependen de los objetivos
del estudio, de los datos y eventualmente del conocimiento a priori que se puede tener
sobre el fendmeno estudiado. El modelo no estd en general totalmente determinado (es
decir, se plantea una familia de modelos de un cierto tipo); por ejemplo, la familia de las
distribuciones normales, la familia de las distribuciones de Poisson o Beta o un modelo lin-
eal. Estos modelos tendréan algunos elementos indeterminados llamados parametros. Se
trata entonces de precisar lo mejor posible tales parametros desconocidos a partir de datos
empiricos obtenidos sobre una muestra: es el problema de estimacién estadistica.
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Por otro lado, antes o durante el analisis, se tienen generalmente consideraciones tedricas
respecto del problema estudiado y se trata entonces de comprobarlas o rechazarlas a partir
de los datos empiricos: es el problema de test estadistico.

Por ejemplo, se quiere estudiar la duracién de las ampolletas de 100W de la marca ILU-
MINA. No podemos esperar que se quemen todas las ampolletas producidas durante un
periodo dado para sacar ciertas conclusiones. Se observa entonces el tiempo de duracion
de una muestra de 500 ampolletas, por ejemplo. Nos preguntamos entonces:

=, Cémo seleccionar las 500 ampolletas?

= ;Como extrapolar o inferir las conclusiones obtenidas sobre la muestra de las 500
ampolletas a la totalidad de las ampolletas ILUMINA de 100W?

Se responde a la primera pregunta con la teoria de muestreo y a la segunda con la inferencia
estadistica.

Decision o prediccion

El analisis esta condicionado por la finalidad del estudio, que consiste generalmente en
tomar una decisiéon o proceder a alguna prediccion. Por ejemplo, decidir si las ampolletas
ILUMINA estan conforme a las normas de calidad (duracién 2500 horas), si un tratamiento
es eficaz para combatir la hipertension. Predecir el IPC del préximo mes, las temperaturas
minima y maxima de manana en Santiago, el porcentaje de votos de un candidato en una
elecciéon, a partir de algunas muestras.

1.4. MUESTREO: VER PARA CREER

Un problema importante de la estadistica es la seleccion de una muestra. Esta depen-
dera de la poblacion, de las mediciones que se recolectaran sobre las unidades de obser-
vacién y del problema a estudiar. La teoria de muestreo consiste en una colleccion de
métodos particulares para diferentes situaciones.

En los problemas citados anteriormente, el problema seria cémo seleccionar las 500 ampol-
letas ILUMINA o cémo extrapolar las conclusiones obtenidas de la muestra a la totalidad
de las ampolletas, o predecir el resultado a una eleccién. Por lo tanto, nos preguntamos

¢ Qué esperamos de una muestra para responder
correctamente a los estudios planteados?



22 CAPITULO 1. LA ESTADISTICA, ;QUE ES?

Para obtener un valor aceptable de la duraciéon media de las ampolletas, hay que selec-
cionar co-rrectamente la muestra con un tamano de muestra suficientemente grande. Una
muestra no esta correctamente seleccionada sino se obtiene a partir de toda la poblacion.
En este caso puede resultar sesgada, es decir, algunas caracteristicas medidas en la muestra
podrian sobreestimar o subestimar las mismas caracteristicas de la poblacién. Otro prob-
lema es el tamano de la muestra, que puede ser demasiado pequeno para la variabilidad
de la variable estudiada la poblacion y sus caracteristicas.

El sesgo puede provenir de diferentes fuentes de errores de procedimiento, en particular
de la forma de extraer la muestra y de la forma de medir o del problema que se quiere
resolver.

La forma de evitar el problema de la extracciéon consiste en sacar la muestra de manera
aleatoria a partir de la poblacién entera. Este método se basa en el principio de que la
muestra debe obtenerse de la manera mas objetiva posible.

La determinacion del tamano de la muestra es lo mas delicado. Veremos que el error o
la precision del resultado, en definitiva, depende no solamente del tamano de la muestra
sino que también de la variabilidad en la poblaciéon. Sin embargo, en la préactica no se
conoce en general la variabilidad en la poblacién, mas atin, es una de la caracteristica de
la poblacién que se quiere conocer. Por otra parte, no siempre se puede tomar el tamano
de muestra que uno quisiera debido a los costos de obtenciéon de los datos. Se debe buscar
entoncess un compromiso entre la precision deseada y los costos.

En resumen, una muestra esta correctamente seleccionada cuando es sacada de manera
aleatoria a partir de toda la poblacién y es suficientemente grande para tener una precision
aceptable. Las condiciones que debe tener una muestra son:

= Que no tenga sesgo, es decir que las caracteristicas de la muestra no sobreestimen
o no subestimen las caracteristicas de la poblacion que se pretende evaluar.

= Que todo elemento de la poblacién tenga la posibilidad de ser elegido en la muestra.
Ademas la seleccién deberia ser objetiva, es decir sin que ningun factor personal
intervenga. De aqui que se da un caracter aleatorio al muestreo, y se asigna a cada
elemento de la poblaciéon una probabilidad de selecciéon no nula.

» Para poder inferir hacia la poblacién debemos poder dar una formalizacién matematica
que permita estudiar las propiedades de la muestra, especialmente los errores aso-
ciados al muestreo. Debemos entonces conocer las probabilidades asignadas a cada
elemento de la poblacion.

Un muestreo se dice aleatorio o probabilistico si todo elemento de la poblacion
tiene una probabilidad no nula y conocida de ser seleccionado en la muestra.

El muestreo aleatorio se basa entonces en el principio de una muestra objetiva donde todo
elemento tiene cierta probabilidad conocida de estar seleccionado.



1.4. MUESTREO: VER PARA CREER 23

Los valores de las variables obtenidos sobre los elementos de la muestra se llaman valores
muestrales. Si la muestra se obtiene de un muestreo aleatorio, los valores muestrales
son variables aleatorias cuya distribuciéon depende de la poblacion. Las caracteristicas
calculadas a partir de los valores muestrales son aleatorias también.

Ahora bien, cuando se emiten conclusiones sobre una poblacién sélo a partir de valores
obtenidos sobre una muestra aleatoria, estan afectadas de errores debidos al muestreo
y el muestreo no es la tnica fuente de error. Se tienen generalmente a los errores de
medicion. Los errores de medicién pueden influir sobre la precision de las conclusiones.
Si tienen un caracter aleatorio, pueden compensarse o bien ser sistematicos.

Veremos que los errores de muestreo decrecen cuando el tamano de la muestra crece, pero
los errores de medicién crecen generalmente con este tamano. Lo ideal es entonces tener
un buen equilibrio entre estos dos tipos de errores. Pero es dificil en la practica evaluar
los errores de medicion.

La variabilidad real en la poblacion es otro factor importante que interviene en la vari-
abilidad de los resultados obtenidos de una muestra (Esquema en la figura 1.1).

Variabilidad
real de la
poblacién
Variabilidad
Error en los datos
de muestrales

medicion
Variabilidad
inducida por

recoleccion
Error de datos
de

muestreo

Figura 1.1: Esquema de las variabilidades

Consideremos el caso de una poblacién finita de tamano N. Se llama fraccién de
muestreo a la proporcion entre el tamano n de la muestra y el tamanio N de la poblacion:
n

N



24 CAPITULO 1. LA ESTADISTICA, ;QUE ES?

La teoria de muestreo permite determinar la fraccion de muestreo para un error de
muestreo dado y definir un procedimiento para seleccionar las unidades de observacion
de la muestra de manera de producir una muestra representativa de la poblacion de
donde estan extraidas, es decir para que la muestra dé un imagen reducida pero fiel de
la poblacion. Hay varias formas de obtener la representatividad dependiendo de la com-
plejidad de la poblacion tratada. Se distinguen los muestreos aleatorios de los muestreos
sistematicos.

Cualquier sea el tipo de muestreo elegido, la poblacion debe estar perfectamente definida
y todos sus elementos identificables sin ambigiiedad.

El muestreo aleatorio simple (m.a.s.) permite sacar muestras de tamano dado, cada
una equiprobable, de una poblacién finita o infinita. Se debe distinguir el m.a.s. con
reemplazo del m.a.s. sin reemplazo.

En lenguaje probabilista:

» Dado un experimento aleatorio £ y una poblacién (o espacio muestral) P de sucesos
elementales equiprobables, el conjunto de n repeticiones independientes del exper-
imento £ es una muestra aleatoria simple con reemplazo de tamano n. La
muestra obtenida es entonces una n-tupla de P.

» Una muestra aleatoria simple sin reemplazo (o sin repeticién) se obtiene de
la poblacién P de sucesos elementales equiprobables realizando el experimento &:

e sobre P. Se obtiene un suceso a; con equiprobabilidad;
e sobre P\ {a;}. Se obtiene un suceso ay con equiprobabilidad;

e sobre P\ {a;,as}. Se obtiene un suceso a3 con equiprobabilidad, etc... hasta
completar la muestra de tamano n.

La muestra obtenida es entonces un subconjunto de P. Se observara que los sucesos
a; no son independientes en este caso.
En una poblacién finita de tamano N con todos sus elementos equiprobables, el niimero
. . - . N
total de muestras posibles sin reemplazo de tamano n es igual a ( E Luego cada
muestra tiene una probabilidad igual a:

1
N
n
En el caso del muestreo aleatorio con reemplazo el niimero total de muestras posibles es

oual N+n—-1 N+n-—1
igual a n 0 sea N1 )
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En efecto el nimero total de muestras posibles con reemplazo es el nimero de soluciones
del problema (Pb):

(Pb): z1+x9+...+axy=n con x; €N

Sea f(N,n) el nimero de soluciones del problema (Pb) que buscaremos por induccién
sobre N.

Para N = 1, tenemos una sola solucién: f(1,n) = 1.
Para N = 2, observamos que o = n — x; con z; = 0,1, ...,n. Tenemos entonces n + 1

soluciones: f(2,n) =n+ 1 es decir f(2,n) = ( ! ;— " >

N+n—2
N —2 '

Supongamos que es cierto para N — 1: f(N —1,n) = (

Para N, la ecuacién del problema (Pb) se puede escribir:

(Pb): z1+xo+..+xy1=n—xy con zy=01,...n

Lo que equivale a escribir las n + 1 ecuaciones:

T1+ZTo+...+ITN_1 =T
x1+x2+...+xN_1:n—1

$1+$2+...+$N,1:0

Observando que la primera ecuacién tiene f(N —1,n) soluciones, la segunda f(N —1,n—
1),..., y la dltima tiene f(IN —1,0) ecuaciones, el nimero de soluciones del problema (Pb)
es

Mzigf(zv—l,j)

( N+n-=2 N+n-—3 N -2
= (M) (VR ) e (VD)

Como
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El muestreo aleatorio simple es un método para obtener muestras de tamano fijo de tal
forma que todas las muestras de mismo tamano tengan la misma probabilidad de seleccién.
Pero no es la unica forma de proceder.

El muestreo sistematico se basa en una regla de seleccién no aleatoria efectuando saltos
en una lista de los elementos de la poblacién. Por ejemplo en una poblacién formada de
mil pozos listados, se determina una muestra de 100 pozos seleccionando un pozo de cada
10 de la lista. Para que este procedimiento produzca un muestreo aleatorio simple basta
que la lista de los elementos sea construida al azar.

Este procedimiento tiene entonces una ventaja practica, pero obliga a controlar que estos
pozos no tengan justamente algunas particularidades.

Sin embargo, se puede buscar asegurar una mejor representatividad relativa a un aspecto
particular. Si las unidades de observacién son clasificadas segtin un criterio, por ejemplo
los pozos sean ordenados en la lista en funcién de su profundidad (de menor a mayor
profundidad), y si ademds este criterio esta correlacionado con las variables de interés,
entonces se tendra en la muestra pozos de todas las profundidades. Pero, lo anterior,
requiere conocer la profundidad para todos los pozos de la poblacion.

El muestreo a probabilidades desiguales permite atribuir a ciertas unidades de obser-
vacion una probabilidad mayor que a otras. Se usa cuando las unidades de observacion de
la poblacién tienen tamano distintos, y se estima que mientras mas grande, mas informa-
cién aporta. Se toma entonces probabilidades proporcionales al tamano de la observacion.
Por ejemplo, para la poblacion de las empresas en Chile, se pueden seleccionar propor-
cionalmente a su nimero de empleados; para la poblacion de los campos agricolas, se elige
proporcionalmente a la superficie.

El muestreo estratificado se basa en una particién de la poblacién en clases homogéneas
(con respecto a algunas caracteristicas definidas a priori) llamadas estratos. Se hace un
muestreo aleatorio al interior de cada estrato y los muestreos son independientes entre
los estratos. Este tipo de muestreo permite aplicar métodos de muestreo diferentes en los
estratos. Su objetivo es disminuir el error de muestreo para un tamano muestral total
fijo. La reparticion de la muestra entre los estratos depende si se busca disminuir el error
muestral a nivel global o a nivel de cada estrato.

El inconveniente de este tipo de muestreo es que la estratificacién puede resultar eficaz
para algunas variables, en particular las variables de estratificacion, pero muy poco eficaz
para otra.

Sea por ejemplo la poblacion de todos los hogares de la Regién Metropolitan. Un muestreo
estra-tificado segiin dos criterios - comuna y tipo de alojamiento- y un muestreo aleatorio
simple con una fraccion de muestreo igual al interior de los estratos permite alcanzar una
mejor representatividad. Conociendo, por ejemplo, el tamano de los hogares de toda la
poblacién se podria hacer un muestreo sistématico en vez de un muestreo aleatorio simple.

El muestreo por etapas se usa en caso de encuestas complejas. Si consideramos la
poblacién de todos los hogares chilenos, un muestreo estratificado segtin la comuna llevaria
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a demasiado estratos. Se podria estratificar segin la region, o bien proceder en dos etapas:
seleccionar al azar algunas comunas (unidades de observacién primarias) y en cada comuna
seleccionada elegir una muestra de hogar. En cada etapa se puede usar probabilidades
iguales o desiguales.

El muestreo por conglomerados es un caso particular de muestreo por etapas, donde
en la ultima etapa se selecciona todas las unidades de observacién. Por ejemplo, en la
primera etapa se elige algunas comunas, en la segunda etapa se elige manzanas y en la
tercera y tultima etapa se toma todos los hogares de las manzanas elegidas.



