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Comprobar que la matriz que determina el sistema
10x; — 29 =19,
—r1+ 1029 — 223 =T,
—2x9 + 1023 = 6,

es definida positiva. jQué parametro de relajacion w escogeria para obtener una conver-
gencia mas rapida? Escribir las 3 primeras iteraciones del método de relajacién con esa
w tomando como valores iniciales ¥ = (. Comparar con las 3 primeras iteraciones de

Gauss-Seidel.

Solucién. El sistema se puede escribir como Ax = b donde

10 -1 0 9
A=| 1 10 -2 b=| 7
0 -2 10 6

Para comprobar que esta matriz es definida positiva podemos calcular sus autovalores
A= XI|=(A—10)(=A? +20\ - 95) =0,

que son
A =10, A=10++/5,

que claramente son positivos. También podriamos haber aplicado la regla de los menores
principales
10 -1
A =|10]=10 >0, Ag = =99 > 0,
-1 10

y Az = |A| =950 > 0.

Como no se dice si debemos aplicar el método de relajacién al método de Gauss-Jacobi
(que converge porque la matriz es diagonalmente dominante) o al de Gauss-Seidel (que
converge por lo anterior v ademas porque la matriz de coeficientes es simétrica v definida
positiva). Vamos a escoger este iltimo. Descomponiendo la matriz A = L 4+ D 4+ U,

tenemos que el método de Gauss-Seidel es

2*+) = (L + D)~ (b — U =),



e introduciendo un parametro de relajacion
2* ) =w(L+D)y (b—Uz®) + (1 —w) 2™,
con lo que el error e*) = 2 — (¥} sigue la ecuacién
e+ — (1 —w) I —w(L + D)~ U)e® = N e,

v la convergencia del método queda garantizada =i la tasa de convergencia es menor que

la unidad
p(N) < 1.
Como

110 0 0
(L+D)" =1 1/100 1/10 0

1/500 1/50 1/10

0 —1/10 0
(L+D)'U=1] 0 —1/100 —1/5
0 —1/500 —1/25

tenemos que

1—w w/10 0
N=(1-w)I-wL+D)'U=| 0 1-00w/100  w/5
0 w /500 1—24w/25

por tanto su polinomio caracteristico es

-

IN = M| =(1-19w/20 — \) (1 —w — )%,
v el radio espectral serda menor que la unidad si
[1—w| <1, |1 —19w/20] < 1,

v por tanto 0 < w < 2 (de la primera desigualdad) garantiza la convergencia del método.

Para obtener la convergencia mas rapida debemos buscar el valor w* que minimiza el radio



espectral. Dibujando graficamente el valor del radio espectral obtenemos que

) 1-—19w/20 0<w < w*
p(N) =
w—1 w' <w <2

por lo que el valor 6ptimo es

1-19w*/20 = w* -1, w* = % ~ 1.026.

Seguidamente vamos a realizar tres iteraciones del método de Guass-Seidel con relajacién

con w*,
12/13 0.923077
e = 1587105 | =| 0.810256
758 /975 0.777436
0.082512 0.996065
2P = 0057265 v = 0.057708
0.791059 0.70157

v tres iteraciones del método de Gauss-Seidel sin relajacién (w = 1),

9/10 0.9
) = 79/100 | =1 0.79
379/500 0.758
0.979 0.99495
2@ = 0.9495 z® = 0.957475

0.7899 0.791495

Al ser el sistema de 3 x 3 la solucién exacta se puede calcular por un método directo dando
0.995789
T=1 0957895

0.791579



Comparando los errores obtenidos
|z — 23)|| = 0.000276, |z — z®)|| . = 0.000839,

|z — 23 ||, = 0.000382, |z — 2@} = 0.001343,

se observa que el método con relajacién tiene una convergencia mas rapida (menor error),
aunque las diferencias entre los dos métodos son pequenas debido a que el valor dptimo

del parametro de relajacién w* es muy préximo a la unidad.



Método de 1a Potencia Iterada.

S1 A es una matriz diagonizable, cuyo valor propio mayvor en modulo esta aislado, entonces., el método
iterativo que se describe a continuacién, converge a un vector propio asociado a dicho valor propio, como se
establece en el teorema que sigue.

Teorema 5.12. Si los valares propios de A sotisfacen
(M= A = = A

Y SE UL U, ... Uy, denotan vectores propios linealmente independientes, asociados respectivamente a los
valores propios anteriores, entonces la sucesion de vectores generada por

2 dado VE >0,

Wt = A0
P 1 ”'Ik-li
N
. oo
| . . o -
CONVETYE iW”' cuando k — oo, siempre que lo adivinanza inicial, 2", tenga alguna componente
en vy, La velocidad de esta convergencia serd mayor, mientras menor sea el cuociente i—l' < 1.

Hacemos ver que en cada iteracion, se produce simultaneamente una aproximacion del valor propio Ay,

En efecto, cualquiera sea el indice j de una componente no nula del vector 2% 1), el enociente

serd una aproximacion del valor propio que convergerd en la misma medida en que la sucesion de vectores
producida por el método de la Potencia Iterada converja al vector propio. Para garantizar la division por
una coordenada no nula se escoge el indice j donde se alcanza el maximo de los modulos de éstas, es decir,
P B IR TR S _
o) = o D = 1.

Meétodo de Hotelling

Si A es una matriz normal entonces el Teorema de Schur asegura que existe una base ortonormal
de autovectores {pl, Py pn} esto es, tal que:

p,tpj = 6,.1. Vi,j=12,...n  Se construye entonces la matriz:

t
&:A—@®f%&m

que verifica:

Ap;=0;si j=1
Ap;=Ap;;sij=l

Por tanto, Sp(A,) = {0, A,,..., A, }

Aplicando el método de la potencia iterada a la matriz
Al se obtiene su autovalor dominante, que es el autovalor intermedio si A, :



Ejercicio:

Sea la matriz
-4 14 0
A=(-5 13 O
-1 0 2

(a) Calcule por medio del método de potencia iterada el vector y valor propio dominante.
(b) Usando Hotelling y potencia iterada calcule los demas.



