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Método de Euler:
Consideremos un problema de valor inicial.

{y’(t) = f(t,y(®)); t 2 [to; to + T]
y(to) = yo

y una subdivision del intervalo [t0; tO + T] mediante los puntos:
t0<tl <R2<uu<tn<tn+tl < <tN=t0+T

Designaremos por /n a los valores (tn+1 ; tn) y por yn a las aproximaciones que se vayan obteniendo de

W(tn), (n=0; 1; :::;N).

En primer lugar, examinemos cémo se puede justificar el esquema de calculo que se conoce con el
nombre de método de Euler mediante diferentes interpretaciones: usando férmulas de integracion
numérica; mediante desarrollos en serie de Taylor; de forma grafica; mediante interpolacién polindmica.

Obtencion del método de Euler mediante formulas de integracion Numérica

Es conocido que la solucion del problema de valor inicial verificara:

fmy’(t)dt = f n+1f(t,y(t))dt - y(tn+1) = y(tn) +f n+1f(t,y(t))dt

n n n

El problema que plantea en general la expresion anterior es la evaluacion de la integral que en ella
aparece. Una idea para resolver este problema puede ser evaluarla mediante una férmula de integracion
numérica. Al no ser exacta dicha formula, nos conducira a un valor mas o menos cercano al valor exacto
de la solucién. Una primera eleccién de la formula de integracion numérica a emplear podria ser la
formula del rectangulo con soporte en el extremo izquierdo del intervalo de integracion, es decir:

y(tn+1) = y(tn) + hn f(tn,y(tn)) - yn+1 = yn + hn f(tn,yn)

Con ello puede plantearse el siguiente algoritmo de calculo:
Dado y0 = y(t,) :

yn+1=yn+ hnf(tn; yn) m=0,1,2,..,N—-1)

Este esquema de calculo de las soluciones aproximadas del P.V.1. se conoce con el nombre método de
Euler explicito en honor al matematico Leonard Euler (nacido en Basilea (Suiza) en 1707 y muerto en
San Petersburgo (Rusia) en 1783). En el proceso de obtencion del método se ha utilizado una de las
multiples formas de aproximar la integral que aparece en la expresion formal de la solucién. Pero podrian
haberse considerado muchas otras. Por ejemplo, si se hubiera utilizado la formula del rectdngulo
soportada en el extremo derecho del intervalo se obtendra:

yn+1) = y(tn) + hnf(tn+ L, y(tn+1)) > yn+1—hnf(tn+ 1L, yn+ 1) = yn

Con lo que podria plantearse el denominado método de Euler implicito (o Retrégrado) consistente en:
Dado y, = y(t,) :



Resolver:yn+1—hnf(tn+1,yn+1)=yn ®m=0,12,..,N—1)

Este esquema de célculo exige, en cada paso, resolver una ecuacion algebraica. Para ello puede utilizarse
alguno de los métodos planteados en el tema 4 de estos apuntes. Analogamente, si se hubiera evaluado la
integral anterior mediante el método del trapecio, se obtendria el esquema:

hy,
Y(tni1) = y(ty) + o (f(tn' y(tn)) + f(tns1, Y(tns1) )) i

h, h,
Vn+1 — Tf(tn + 1.3’” + 1) =Ypt+ Tf(tn'yn)

del que se infiere el algoritmo de céalculo:
Dado y0 = y(t0):

h h
Resolver: Yn+1 — Ynf(tn+1'3/n+1) =Yn— %f(tn'yn) (Tl =012..,N—- 1)

El esquema, también implicito, dado por la expresion anterior se designa habitualmente con el nombre de
esquema de Crank-Nicholson. Los esquemas de Euler explicito, de Euler implicito y de Crank-
Nicholson son un caso particular de la familia de esquemas que se obtienen ponderando mediante un
parametro u 2 [0; 1] el peso dado a f{(tn, y(tn)) frente al dado a f{tn+1, y(tn+1)) en la formula de
integracion numérica con lo que se obtendrian las expresiones:

y(n+1) = y(tn) + hn ((1 —O)f(tn,y(tn)) + 6f(tn + 1, y(tn + 1)))
yn+1—6hn (f(tn+ L,yn+ 1) =yn + (1 — 6)hnf(tn,yn)

que corresponden a los métodos conocidos con el nombre de §-métodos. Para el caso en que 8 = 0 se
recupera el método de Euler explicito, para el caso 8 = 1 el de Euler implicito y para & = 0,5 el de Crank-
Nicholson. En general si 6 0 el método es implicito y exige, en cada paso, la resolucion de una ecuacion
de tipo algebraico para determinar yn+1:

Esta forma de introducir el método de Euler y sus variantes muestra muchas otras formas de proceder
(aproximando el valor de la integral de f mediante muy diferentes férmulas de integracién) que dan
origen a muchos otros métodos numéricos de un paso. En los apartados siguientes presentaremos algunos
otros métodos de un paso muy utilizados en la practica. Pero antes de ello examinemos otras maneras
diferentes (aunque equivalentes) de obtener los esquemas anteriores y analicemos cual es el
comportamiento del método de Euler y las variantes presentadas.

Obtencion del método de Euler mediante desarrollos de Taylor

Si se supone que la funcion y(#) es al menos de clase C2([£0, ¢N]), puede expresarse el valor de y(¢) en el
punto tn+1 en funcion del valor de y(¢) en tn mediante el siguiente desarrollo en serie de Taylor:

o
Y(tni1) = y(ty + hy) = y(tn) + hn y (tn) + — Y () + -
2
hn
y(tn+1) = y(tn) + hnf(tn' y(tn)) + T}’(tn) + e



Si An es suficientemente pequeno, el desarrollo anterior podra aproximarse despreciando los términos en
los que aparezcan potencias de sn superiores o iguales a 2, obteniéndose asi nuevamente el esquema de
calculo del método de Euler:

Yn+1 = Yn + hn f(tn,yn)

Si en lugar de expresar el valor de y(n+1) en funcion del valor de la funcion y(7) y de sus derivadas en n,
se hiciera al revés y se expresara el valor en #n en funcion del valor de y(7) y de sus derivadas en tn+1 se
obtendré la expresion siguiente:

h2
y(t) =y(tn+1-hn) = y(tn+1) — hny(tn+1) + 7“ yo(tn+1) + -

2

hy
y(tn + 1) - hnf(tn + 1,y(tn + 1)) = )/(tn) - 7)/"(&1 + 1) + -

de la que, despreciando los términos cuadraticas y posteriores en sn, se obtiene la formula que constituye
el esquema de calculo del método de Euler implicito (o retrogrado):

Yn+1— hn f(tn+1,yn+1) = Yn

Obtencion del método de Euler mediante derivacion numérica

Una forma equivalente de obtener el método de Euler consiste en considerar que, en un punto < la
derivada de la funcion y(f) esta dada por:

ey e Y@ ) — (@)
@) = =

Para valores de / suficientemente pequeios, puede aproximarse la expresion anterior, prescindiendo del
“limite" , es decir por:

vy Y@+ H) —y ()
y'(t) = A
Aplicando esta formula de derivacién numérica para ¢ = tn y con h = hn se tendré que:

y(tn + hn) - Y(tn) _ :V(tn+1) - Y(tn)
h, a hh,,

y(ty) =

con lo que la EDO del problema de valor inicial puede aproximarse por:

Y(tns1) = ¥(t0)

i ~ f(tny(tn))

de donde se obtiene nuevamente la expresion del método de Euler explicito:

Yn+1 = Yn + hn f(tn,yn)

Si en lugar de aplicar la formula de derivacion numérica para ¢ = n se aplicase para ¢ = m+1 y tomando

ahora /& = -hn se tendria que:
Y(tn+1 + hn) - :V(tn+1)
—h,

~ f(tn+1' Y(tn+1))
de donde se podria obtener nuevamente la expresion del método de Euler implicito:

yn+1—hnf(tn+1,yn+1) = Yn



Ejemplo: aplicacion a un problema regido por una unica ecuacion de variables
separadas.

Con el objeto de poder comparar la solucion aproximada con la solucién exacta comencemos
considerando un problema de valor inicial sencillo: regido por una EDO de variables separadas. Ello nos
permitira ilustrar la practica del método y realizar algunas primeras consideraciones.

Considérese el P.V.1. formulado por:

{y'(t) =2t+ef, te[01]
y(0) =0

La solucion analitica de este P.V.1. esta dada por:
y() = —-1+t? +et

y con ella podremos comparar el comportamiento de los métodos planteados. Resolvamos el problema
por el método de Euler explicito determinando los valores de la soluciéon aproximada en los instantes 10 =
0,0, 11=0,1,2=0,2,3=0,3;, 4=04,...,19= 0,9, y t10 = 1, siendo la longitud del paso de integracion
en todas las etapas de célculo 2 = 0,1. Con ello el esquema de calculo, segiin vimos anteriormente puede
resumirse en:

yo =10
Yne1 =Yn + 0,1 (2¢, + etn)

Por tanto los primeros valores calculados seran:

yo =10
yi=yo+01-2-t1+e1) =0+ 01-(2:01 + e*) = 0,13052
y2=y1+ 01-(2 -t2+ e**) = 0,1352 + 0,1 - (2 - 0,2 + e*) = 0,29266
y3=y2+01- (2 -t3+ es) = 029266 + 0,1 - (2 - 0,3 + ) = 0,48764
y+=y3+ 01 (2 -ts + es) = 048764 + 0,1-(2 - 0,4 + ") = 0,65182

valores que son sensiblemente mayores que los obtenidos por el método explicito.
Resolvamos ahora por el método de Crank-Nicholson. Este esquema, sobre este P.V.I. se formula:

yo =20
yn+1=yn+ 0,05-[(2 tn + €™+ (2« ta+1 +e™1)], n=0,1,2,...,9)

y los primeros valores a los que nos conduce son:

yo =20
y1 = yo+ 0,05 (2 -(to+ t1) + ew + en) =
=0+ 005-(02+ 1+ %) = 0,11526

y2 = y1 4+ 0,05- (2 - (t1 + t2) + etl + e'?) =
= 0,11526 + 0,05 - (0,6 + €% + e%?) = 0,26158

y3 = y2 4+ 0,05- (2 - (t2 + t3) +et?+ e3) =
= 0,26158 + 0,05 (1,0 + %2 + €%93) = 0,44015



ya = y3 + 0,05 - (2 - (t3 + ta) + e + e™t) =
= 0,26158 + 0,05 - (1,4 + %3 + e%*) = 0.65182

+  Euler explicito
¢+ Euler implicito

¢ Crank-Micholson IS

02 04 0.6 0.4 1

Estos valores son intermedios entre los obtenidos por los métodos anteriores. En este caso es sencillo
verificar cuales son los valores mas precisos pues la solucion analitica es conocida. Podemos representar
los valores obtenidos junto a la solucion exacta obteniendo:

Puede observarse en la figura anterior que el método de Crank-Nicholson es el que mejor se ajusta a la
solucion entre los tres planteados mientras que el de Euler explicito aproxima la solucion \por defecto" en
tanto que el implicito lo hace \por exceso". Pero también puede apreciarse que los errores van creciendo a
medida que avanza el instante de calculo. Ello ya nos indica que no sélo deberemos intentar conocer el
error que se comete al predecir con un método la solucion aproximada y,.; partiendo del valor exacto en
el instante anterior y(¢,) sino que debera también prestarse atencion a como los errores cometidos en una
etapa influyen en el error de las siguientes. Al n y al cabo, cuando obtenemos y,.; no partimos de y(z,)
sino de y, y, en general y, # y(t,).

Métodos de Runge-Kutta
Descripcion.

Consideramos el problema de valor inicial (P.V.1) y la subdivision del interval [7,%]
generando los puntos to < t1 < :::r < ta < :::: < tn, y con subintervalos [fs,t:+1] de
longitud i (n=0, 1, ...,N -1).

Siendo y(¢,) el valor de la solucion en ¢,, el valor exacto de la solucion en ¢, puede estimarse mediante la
expresion:

(e ) = y(@) + [ (L y@©)de ()

Una forma de obtener aproximaciones de dicho valor consistira en aproximar la integral que aparece en 3
mediante una formula de integraciéon numérica:

P

Yn+1 = Yn + hn-Zaj-f(tnj,ynj “4)

j=1



donde p es el numero de puntos de integracion usados en la férmula escogida, s,a; (j = 1, :::; p) son los
pesos de dicha formula, #,;(j = 1, :::; p) son los p puntos pertenecientes al intervalo [#, 1,11] que actian
como soporte para la formula de integracion y, finalmente, y,; son los valores (o una aproximacion de
ellos) de y(¥) en los puntos ¢, .

El problema que plantea el uso de (4) es como evaluar y,; . Para ello, de forma similar a (3) se considerara
que:

y(tn;) = y(t) +f n+1f(t,y(t)) dt j=12,..,P (5)

tn

por lo que una aproximacion de dichos valores puede obtenerse, nuevamente, aproximando la integral
anterior. Y en los métodos de Runge-Kutta esta aproximacion se realiza utilizando los mismos puntos que
en la expresion (4), es decir:

P
Ynj =VYnt hnz bji - f(tnoyni) (G =1..,0) (6)
i=1

donde h,b;, (j; k=1, :::; p) es el peso otorgado al punto #,; en la formula de integracion numérica
utilizada para aproximar el valor de y(?) en 7,,; .

Las expresiones dadas por (6) mas la expresion 4 forman un sistema de (p + 1) ecuaciones en las que las
incognitas son los p valores y,; (j = 1,..., p) y el valor y,;;. El uso de una u otra formula de integracion
numérica en las expresiones (4) y (6) conduce a muy distintos esquemas de tipo Runge-Kutta. Por ello
para definir una férmula de Runge-Kutta se debe concretar cuales son los puntos #, (f = 1,..., p) utilizados
en las féormulas de integracion numérica, cudles son los coeficientes by (j,k = 1,..., p) usados en las
formulas (6) y cuéles son los coeficientes g; (=1, ...,p) que intervienen en la expresion (4). Habitualmente,
los puntos ¢,; se suelen definir mediante una expresion del tipo:

tn;jztn-l—Cj'hn (j=1,...,p)

y el esquema se define mediante la tabla siguiente:

cr | by big b1p
ey | bay Do bop
Cp | bpa bp2 - bpp

11 la T L

En dicha tabla designaremos por vector a, matriz B y matriz C al vector y matrices siguientes:



q E;'l,l b]‘-_j_ s blp ey 0O - 0
(o Ej’g‘l 1!)2‘-2 T b?,p 0 [ S 0

1

a, b1 bpa - byp 0 0 - ¢

Ejemplos de métodos.

Puede disefiarse un método de Runge-Kutta en el que la formula que nos proporcione yn+1 utilice la
formula de Simpson:

b b—a b—a
KOS T(w(a) +ap () + <p(b)>

Para ello, se tomara p = 3 y en el intervalo [z, t,.1] los puntos de integracion seran:

i =t (Cl = 0)
to=1,+0;5h, (c2=05)
ZLn3:tn—"_hn (63:1)

y los pesos de integracion en la formula considerada seran:
1 4 1
UG =7, 8 =7, a3=¢
resultando:
1 .

1 4
Yn+1 =Yn T hn ' (g : f(tn,b Yn,l) + g : f(tn,2: Yn,z) + g f(tn,3: Yn,3)>

Para emplear la formula anterior es necesario evaluar: y, | (=y,), V.2 € ¥,3. Para ello se sabe que:

Yn1 = Yn
th+2
Oy f (6, y(®) dt
tn
tn+3
Vs = Y + f F(6,y(®) dt
tn

y evaluando la primera de las integrales mediante la férmula del trapecio:

f n+2f(t' J’(f)) dt ~ # (f(tn' yn) + f(tn,Z' J’n,z))

n

tn+2 hn
J- f(t' y(t)) dt ~ T (f(tn' yn) + f(tn,Z' J’n,z))
tn
y la segunda mediante el método del punto medio:

tn+3
[ er@) de ~ (60 = )z vnz) = haf (i)

tn

resultara:



Yn1 = Yn b1,1 =0, b1,2 =0, b1,3 =0
R 1 1
Yn2=Yn+ T(f(tn'J’n) + f(tn,z'J’n,z)) by, = 2 by, = 2 b3 =0

yn3 = yn + hnf(tn2,yn2) b3y =0, b3, =0,b33=0

La segunda de las expresiones anteriores es una ecuacion (en general no lineal) que debera resolverse
mediante algiin método numérico.

Algoritmo del método de Runge-Kutta clasico.

Considérese un método de Runge-Kutta genérico definido, en cada paso, por las expresiones:

tn,j = tn + Cj'hn (]':]_'___,p)

p
Ynj = Yn + hn- z bij  f(tniyni) (=1..,p)
i-1

14

Yn+1 = Yn T hn - Z a; 'f(tn,jIYn,j)

j=1

A la hora de realizar un algoritmo de un método como el anterior, computacionalmente es mas eficaz
denotar por:

P
Wn,j =f (tn' Yn + hn - Z bi]' W, ) G=1,..p) (8)

i=1
con lo que:

14
Yn+1 =Yn T hn - Z a - Wn,j €)

j=1

La expresion (8) representa un sistema de p ecuaciones (en general no lineales) que nos proporcionara los
valores de W, ; en cada paso. Estos valores introducidos en (9) nos determinaran la solucion aproximada
Va1 Facilmente puede comprobarse que ambas expresiones son equivalentes a las antes utilizadas para
describir el método.

Utilizando esta forma de proceder, se recoge a continuacion un algoritmo del método de Runge-Kutta

clasico (que es el mas frecuentemente utilizado) para la resolucion de un problema de valor inicial regido
por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias como el siguiente:

{y’(t) =f(ty®) t, <t <ty
Y(to) =Yo

INICIO DEL ALGORITMO



Dados:
to,ty, ., ty = t, + T,la expresion de la funcién f (t,y(t)) y el vector y(0)

Para n =0, hasta n = N -1, con paso 1, hacer:
hn « tt+1 — tn

Wy « f (t,ym)

W, « f(tn+%’)’(n)+%w1)
Ws « f(tn+?'Y(n)+hz—nW2)
W, « f (tn+mn, y(n) + mWs3)

ym ey @ 4 %(W1 +2(W, + W) + W,)

(n+1)

Escribir el vector y"" "’ como solucion aproximada en -

Fin.



