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Definiciones de normas.

1.

Sea | ||p una norma en R". Se define la norma matricial subordinada a esta norma vectorial

],
H,

como

" A Matriz real cuadrada detamafio n |A|) = sup

xI R, xt 0

= sup A,

A RN =1

Sea A una matriz real y cuadrada de tamafio n. Se define e radio espectral de A, que se

denotarapor r (A) como el modulo del mayor valor propio en modulo de A. Es decir,
r(A)=|rTnS A)|I |

El radio espectral no es una norma matricial y sin embargo juega un rol nuy parecido a las

normas matriciales subordinadas. Su relacion con éstas quedara establecida en las propiedades que

siguen.

3.

Paracualquier matriz A , paracualquier vector xI R", lanormavectorial y su correspondiente
normamatricial subordinada satisfacen.
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Para cualquier par de matrices A y B, paracualquier normamatricial subordinada

| A5 £|A 48]

Para cualquier norma matricial subordinada, se tiene que lanorma de lamatriz identidad vale 1,
es decir.

I']=1
Para cualquier norma subordinada, paracualquier matriz A
r(A£]4
S A esunamatriz invertible entonces toda norma subordinada satisface
I
Sea A unamatriz invertible. Sellamandmero de condicionamiento de Aala cantidad

K(A):||AHA'1|



Gauss-Seidel. (G-S)

Sea A=D+E+F, 9§ la matriz A no tiene elementos diagonales nulos (D es
invertible), entonces &l sistema Ax=b seraequivalente al problema de punto fijo

x=D!- E- F)x+D'b
Donde
P
g =, o]
TA Si>]

El metodo de Gauss-Seidel sereduce al siguiente sistemaiterativo.

x4 = _ D 1E ) - D tE ) + D1

x“(1 +DE)= D F ! + D!
X(k+1) — (| + D.1E)1D_1F XX(k) +(| + D-lE)lD-lb

Para la convergencia del método se debe cumplir que la matriz que acompafia €l término x) s
diagonal dominante.

Otraforma...

Sea el sistema de ecuaciones lineales.
auX tapX to.+aX, =h
AxXy FApX, +o X, =D,

apX tapX, t..taX, =h,

De la ecuacion 1 despejamos X, de la segunda ecuacion despejamos X, ,..., de la ecuacion
n despejamos X, . Esto nos da el siguiente conjunto de ecuaciones:

b, - (a12x2 ..t alnxn)

X, =
Ay
. = b, - (a21xl +'"+a2nxn)
, =
Ay

bn B (a-nlxl Tt ann-an»l)
8

Xn:

Este ultimo conjunto de ecuaiones son las que forman el método iterativo. Para comensar con el
proceso iterativo, le entregamos el valor de cero alas variables X, ..., X, , esto entregaun primer valor

para X,, mas precisamente, setiene que:

En seguida, se sustituye este valor de x en la ecuacion 2, y las variables X,,..., X, siguen teniendo

valor de cero, esto se repite hasta llegar a la ultima variable. Todo este paso nos arroja una listade
primeros valores para €l vector incognita, la cual conforma el primer paso iterativo. Luego que se
tienen todos o valores de la primera iteracion se vuelve a iterar para X, con los nuevos valores de

X, 1.y X, , 8SI recursivamente.



Problema 1. Considerar el siguiente sistema de ecuaciones
x+ay =1
X+y+z=1
by+z=1

(@) Determinar losvaloresde a y b paraque el sistematengasolucién Gnica.
(b) Determinar losvaloresde ay b para asegurar la convergencia del método Gauss-Seidel.

Solucion.
(& Ax=b
gao e
A=c¢l 1 1?, bzglf
© b 15 &y
det(A)=1- (a+b) 0P (a+b)* 1
(b) El método G-S convergerasi su matriz de convergencia
&l 0 060 a ap @ a 09

S=(L+DJ'U=¢-1 1 0:x0 0 1:=¢0 -a 1+
Sb -b 1;% 0 05 S ab -by

Tiene que tener radio espectral menor que launidad. Se debe obtener sus valores propios.

-1y a 0
|s-1]=|0 -a-1, 1 |[=0
0 ab -b-Iy

Esdecir | ((a+1 )(b+1,)- ab)=0,luegoI1=0,12=0, 13 =-(a+b)
Por lo tanto r(S):|a+b|, se debe imponte que el radio que r(S):|a+d<1 para tener
convergencia.

Problema Propuesto.  Para la resolucion del sissema Bx=b, donde x,bl R?, se propone el
siguiente método iterativo

xk) =p+ Ax) | k30
Donde

: ¢l TR

@& Cco
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(&) ¢Paraquevaloresde | y cexiste solucion dnica?
(b) Sea x,. € punto fijo de iteracion. calcule X, - x¥) para aquellos valores de | y ¢ paralos

2

que existe solucion unica. Supongaque || | <1.
(C) Paralas condiciones de la parte (b), (Como se comporta ||pr - x(k)L y |x("+1) - x(")l¥ , auando

k® ¥ ,7?



Problema 2. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones mediante el método de Gauss-Seidel
utilizando un error de 10°.

0.1x +7.0%, - 0.3%; =-19.30
3.0x - 0.1x,- 0.2x, = 7.85
0.3, - 0.2x, +10.3%; =-71.40

Solucién: Primero ordenamos las ecuaciones, de modo que en la diagonal principal estén los
coeficientes mayores para asegurar la convergencia

3.0% - 0.1x,- 0.2x, = 7.85
0.1x, +7.0x, - 0.3x, =-19.30
0.3x, - 0.2x, +10.3%; =-71.40

Despejamos cada una de | as variables sobre la diagonal y luego iteramos.

o =185 (0.1x, +0.2x,)

' 3
-19.3- 0.1x, +0.3x,
20 7
X, = 71.4- 0.3x, +0.2x,
10
Error
iteracion 0 valores |)gk+1 - X
Xy 2.616667
X, -2.794524
X3 7.005610
iteracion 1
X 2.990557 0.373890
% -2.499625 0.294899
X 7.000291 0.005319
iteracion 2
X 3.000032 0.009475
% -2.499988 0.000363
X3 6.999999 0.000292
iteracion 3
Xy 3.000000 0.000032
% -2.500000 0.000012
X3 7.000000 0.000001

Luego de latercera iteracion se obtiene la precision que se buscaba (10°)

Recomendaciones: Estudiar las propiedades de normas vistas en clases. Conocer las condiciones de
convergencia del Método Gauss-Seidel, mangjar €l Algoritmo de iteracion de G-S (P2). Hacer el
problema Propuesto.



