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3.2. Funciones Lipschitz, Teorema del punto fijo de Banach.
Un tipo particular de funciones continuas son las llamadas funciones
Lipschitz. Decimos que una funcién f: Q ¢ RY — R™ es Lipschitz en
Q de constante K > 0, si

(Vo a € ) 0 |f(z1) — flaz)]] < K |lz—yl. (3.12)

Tal funcién es automaticamente continua relativamente a 2. En efecto,
Si z, — xp € §2 con z, € ) Vn, entonces se tiene que |z, — xo|| — 0.
Se sigue que

0 < [[f(zn) = flao)ll < Klzn — 2ol — 0,

de modo que ||f(z,) — f(xzo)|| — 0, lo que significa f(z,) — f(zq).
Como la sucesion x,, — xq escogida es arbitraria, concluimos que f es
continua en xq, esto en todo xy € €.

Un Teorema fundamental para determinar existencia de soluciones
de ecuaciones no-lineales en R" es el llamado Teorema del punto fijo
de Banach. Consideremos una funcién f : Q ¢ RY — RY. Escribamos

fla) = (filx), .. fn(@), o= (21,..., 7).

El teorema del punto fijo de Banach trata de la resolucion del sistema
de N ecuaciones y N incognitas,

’I,J—fj.(“l,l, ) O j:l,J\T

esto es, la ecuacién en RY x = f(z). Si z satisface esta igualdad,
decimos que x es un punto fijo de f.

Decimos, por otra parte que f es contractante en (1 si es Lipschitz
de constante ' < 1, esto es, si existe 0 < K < 1 tal que la relacion
(3.12) se cumple.

Teorema 3.3. (Teorema del punto fijo de Banach) Sea f: Q C RY —
RY una funcién contractante. Supongamos ademds que Q es cerrado,
y que f(x) € Q) para todo x € (). Entonces eriste un unico T € ) tal
que T = f(Z), en otras palabras, [ posee un inico punto fijo en Q.

Demostracion. Para probar este resultado consideramos la sucesion
de puntos de (2, definida recursivamente como sigue: Dado zy € (2
cualquiera,

Tpgpr1 = f(z,) n=01,2 ...



Para probar la existencia de un punto fijo, demostraremos que esta
sucesion es convergente, y que su limite es el punto fijo buscado. Ob-
servemos que, como f es Lipschitz de constante A en {2, entonces para
todo 5 =1

zjp1 — 25l = 1f () — fla;2)]] < Kla; — 2] -
Asli, iterando esta relacion obtenemos

|21 = 25l < Kllz; — 2l < K2 fl2jo0 — 25 < -0 < K2y — o]

(3.16)

Demostraremos que (z,,),o es una sucesion de Cauchy. Supongamos
que 1 = n < m. Por la propiedad telescépica de la suma, tenemos

m—1

I — Tn = Z(:Bj+l - :Cj) .

j=n
Por la desigualdad triangular para la norma, tenemos entonces que

m—

1
|21 — ;| -

j=n

m—1
|2 — 2all = 1| ) (@01 — )| <
j=n

Asi, de la relacion (3.16), v del hecho que K < 1, obtenemos

m—1 .
|2 — 2l <) K721 — o] <
j=n
o "] “j+mn ]{
D Ky — || = Zf‘ |1 = w0l = ==l = ol -
j=n

Ahora, como K < 1 tenemos que £ ||z — zo|| — 0. Asi, dado = > 0,
existe ng > 1 tal que

K
e

De este modo, tenemos que para n,m > ng, m > n,

——|r1 — x| <

[Zm — xa|| <& .

Hemos probado que la sucesiéon z,, es de Cauchy. Por el teorema 2.2,
deducimos que z,, es convergente en RV, digamos

lim x, =7 .

N—oo



Por otra parte, como x, € € para todo n, se tiene que T € Adh (2).
Pero (2 es cerrado, por lo tanto = € (). Ademas, como [ es Lipschitz,
es continua relativamente a (2, y se sigue que, también,

lim f(z,) = f(z) .

n—o0
Pero x,,,1 es una subsucesion de x,,, posee por lo tanto el mismo limite
Z. Concluimos que

f(z) = limqf(:rnj = lim z,,, =7,

— OO —Oo
y entonces T es un punto fijo de f en £2. Hemos demostrado la existencia
del punto fijo. Para probar unicidad, supongamos que existen z;. 7, €
2 con &y = f(a), T3 = f(Z3). Entonces

|21 — Za2f| = [|f(21) — f(22)|| = K21 — 22|

y se sigue que (1 — K)||z; — Z5|| < 0. Como K < 1, deducimos que
|1 — &2|| = 0, es decir #; = #3. Hemos probado que solo un punto fijo
de f existe. ]

El

Iteracion por el método del punto fijo de Banach

Por medio de este método podemaos resolver ecuaciones de la forma x = f(x).

Si la ecuacion es de la forma f(x) =0, solo se debe sumar x a ambos lados de la
ecuacion h(x)=f(x)+x = x

Como hemos dicho este método es de estilo iterativo, dada una aproximacion x;, la
siguiente iteracion se calcula con la formula:

X, =h(x;)

Para poder aplicar el método del punto fijo de Banach se debe cumplir que la funcion
h(x) sea contractante, continua y diferenciable.

El mecanismo para analizar contractancia es el siguiente:

h’(f)‘ <1 paraé enelintervalo [a, b] que contiene a la raiz, se dice contractante.

h’(§)| >1 para ¢ enelintervalo [a, b] que contiene a la raiz, se dice no contractante
(diverge).
Notar que si es igual a

h’(f)] =1 estaria derivando una funcién h(x) lineal, luego la solucién

es trivial.



Problema 1

Debido a la acumulacién de trabajos y tareas en la ultima semana, un alumno, que
denotaremos por las iniciales “Rodrigo”, no ha podido dormir lo suficiente. Sin embargo
aun debe rendir un ultimo control, y debido a su condicion, se ve obligado a recurrir a un
farmaco “al margen de lo legal”.

El farmaco, a partir de cierta dosis limite comienza a presentar un efecto retroactivo
(somnolencia). La funcion que representa “Nivel de Suefio” v/s “Dosis del Farmaco” es:

2

fx)=e *X+5(x-5)

a. Haga un grafico de la funcién en el intervalo 0 <x <7

c. Encuentre la dosis dptima, pero ahora usando el método de Banach y tomando x¢ = 4.5.
(Teorema del Punto Fijo de Banach)

Solucién:

Para encontrar el éptimo debemos derivar f(x) e igualarlo a cero.

f(x)=e™ -x+5-(x-5)*
f(x)=—e"-x+e*+10-(x-5)=0

Luego, lo dejamos de la forma de Banach.

e”-(1-x)+10x-50=0
e -1-x)+9x-50=-x
x=e"-(x-1)-9x+50 = h(x)

Para x, =45
X, =e " (x,-1)—-9x, +50
xX; =95



Error es error,,, = |22~ Xil*100
Xi+1
Error, ="+~ %o|+100 = |M *100 = 52,6%
X, ,

X, =€ -(x,-1)-9x, +50
x, =-355

X, = X;

-355-95

*100 =126,7%
-355

Error, =

*1002‘

X2
Nos damos cuenta que no converge, demostrémoslo por contractancia.

h(x)=e™-(x-1)-9x+50
h(x)=|]-e™-(x-D+e™ -9 =|2-x)e™ -9

Como podemos ver en un intervalo cercano a la raiz,
(2-x)e™ -9|>1

Luego, no es contractante y por lo tanto diverge el proceso iterativo.

Problema 2:

De acuerdo al teorema anterior, f posee un tunico punto fijo en R?
(R? es obviamente un conjunto cerrado!). Esto significa que el sistema
no-lineal de ecuaciones

2—x4siny = 0,
G4e ™ — 2y =0.

posee una tnica solucién (z,y) € R2.

Solucidn: Considerémoslo de esta forma.

6+
-~ 1
y > (1)
2+siny =x (2)

Luego, reemplazando la ecuacion (1) en la (2).
h(x)=2+ sin(mTe_] ~x (3)

Veremos si nuestra funcion es contractante.



<- X
X2

e

<lvVxeR

h(x)| =

6+e X ) e
cosS . -—2X

Por algebra de funciones diferenciables es diferenciable. Luego, es contractante.

Para x, =2
X, =2+ sin{&]
2
X, = 2.132
Error es error,, = 2~ Xilx100
Xi+l
Error, = X=X, *100 = ‘w *100 = 6,19%
X, 2.132
X, =2+ sin(sij
2
X, = 2.136
Error, =|X2~*1lx100 = |M *100 = 0,187%
X, 2136

Tenemos el punto x pero nos falta encontrar el y, basta reemplazar en (1).

_6+e™™
2
_b+e

~(2,136)

2
y =3.0052

Finalmente la coordenada es igual a (x,y)=(2.136,3.0052).



