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Resumen

L os minimos cuadrados es una herramienta muy utilizada desde su invencién por Gaussy Legendre hacia
el aflos 1800. En términos de algebra linea se trata de resolver sistemas linedles Ax=b con mas
ecuaciones que incognitas, donde el término a resolver se entiende en el sentido de minimizar la norma
euclidianadel vector residuo Ax- b =r .

Es frecuente el problema de tener un conjunto de mediciones y desear gjustar los datos observados a
funciones que describan la relacion entre la variable dependiente y la variable independiente. El problema
original parece estar asociado al nombre de Gauss quien tratd de ajustar curvas a datos experimentales
obtenidos en observaciones astronémicas. En nuestros dias el planteamiento permite establecer un modelo
matemético basado en optimizacion, para dar solucidn a problema de calcular los coeficientes que
satisfacen el criterio de minimos cuadrados. En este resumen se muerta de forma sencilla la solucion
matricial del problemailustrando laformade llegar a una expresion cerrada de la solucién.

Desarrollo de las ecuaciones para €l calculo de los coeficientes.

Con €l objetivo de establecer la nomenclatura general se considera que se tiene un conjunto de n paresde
observaciones (xi Y ) En un plano xy se puede visualizar la distribucion de observaciones usando un

diagramade dispersion.
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Fig. 1. Diagrama de dispersion, observaciones en el
plano x-y.

Como se muestraen lafigura 1, para cada observacion se tiene un val or tedrico expresado por la ecuacion
de la funcién. Asi, se puede hablar de errores o desgjuste a la diferencia entre el valor observado y €l

valor tedrico. Al sumar los errores al cuadrado setiene SS.
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En el caso particular cuando los datos pueden ser descritos por unarecta, y=a,X+a, se requieren los
coeficientes a, y a,. Los mejores coeficientes seran aguellos que minimizan el cuadrado de |os errores,

dando lugar a método de minimos cuadrados. El gradiente de SS igualado a cero serd la solucion
buscada. Delafigura 1:
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Para el caso particular de n =4 observaciones, suma SSdel cuadrado de |os errores:
SS= (yl S aX - a0)2 +(y2 S - a0)2 +(y3 S aXg- a0)2 +(y3 S A X ao)2

El gradiente de SS:

y las componentes del gradiente se obtienen como:
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= '2(y1 - X - an)xl - 2(y2 X - ao)xz - 2(y3 - X3 - an)xs - 2(Y1' a1 Xy - ao)X4

:'2(y1 "X - ao)' 2(y2' X, - ao)' 2(y3' X%, - ao)' 2(y1' &%, - ao)

AL igualar acero las componentes del gradientey en formamatricial:

[(yl - X -8 )v(yz a4 Xx,-a, )’ (ys S aX;- 8, )v (ys -

[(Y1 - X - ao)!(yz - X; - ao),(y3 - X3 - ao)1(y3 - QX3 - ao)]@_u_ [O]

L as ecuaciones anteriores se pueden escribir en una misma ecuacion.
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[(Y1' X - ao)'(Y2' ax, - ) (ys hx%- 8 ) (ys QX% -4 )]%213 [O 0]

w

Y al transponer esta ultima expresién

é(yl- ax, - 0)
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Se puede arreglar la ultimaecuacion y obtener unaforma condensada delasolucionpara a, y a, .
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Llamando A ala matriz que tiene la informacidn de la medicion en variables independiente x, como

A" a la matriz que presenta en forma de reglones las columnas de A y al vector de informacién de
medicién en lavariable dependiente y, setiene:

A'(y- Aa)=0
Aly- ATAa=0
Con solucioén:
(@)

a= (AT Aa)'1 Ay

Ladimension de Adepende de n nimero de observacionesy del niimero de coeficientes a determinar.

Ejemplos

1.- Parailustrar la aplicacion de (1) se propone los siguientes pares de valores medidos, parala variable
independiente x y el correspondiente valor de lavariable dependiente vy .
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Con solucion para los coeficientes a, y a,, que resultan en larecta y=0.8547x+0.5084. Una grafica
delarectagjustaday de los valores observados se muestraen lafigura 2.
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Fig. 2. Grafica de funcion ajustada y = 0.85468 x +
0.50837 y las mediciones.



2.- Modelo no-lineal, observaciones originales (X, Yy) y transformaciones logaritmicas.

Dato x(1)
1.00000
2.00000
3.00000
4.00000
3.00000
6.00000
7.00000
8.00000
9.00000
10 10.00000

MO0 =] o W e e

La[x(1)]
0.00000
0.69315
1.09861
1.38629
1.60944
1.79176
1.94591
2.07944
2.19722
2.30259

y(1)
148.00
1487.00
3807.00
10498.00
17551.00
34057.00
48905.00
76987.00
109193.00
147413.00

La[y()]
4.99721
7.30452
8.24460
9.25894
9.77287
10.43579
10.79763
11.25139
11.60087
11.90099

Matriz de informacion A usando La (x)
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000
1.00000

0.00000
0.69315
1.09861
1.38629
1.60944
1.79176
1.94591
2.07944
219722
2.30259

La matriz A transpuesta

0.00000 0.69315 1.09861 1.38629 1.60944 179176 194591 2.07944 2.19722 230259

1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

ATy o 15868420
T §95.5648

€ U_1 7 \}1 .1, - €296510
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Fig. 3. Ajuste de datos transformados a una forma lineal

Ln[y] = 2.96514 Ln[x] + 5.07782.
+

Para este segundo ejemplo se observa que una transformacioén logaritmica en ambas variables permite
tener un problema lineal de dos coeficientes. El gjuste que se logra se puede observar en lafigura 3. en

las figuras 4 y 5se muestran los datos originales y el efecto de la transformacién logaritmica sobre los
datos originales.

Fig. 4. Datos observados y vs. x, Ejemplo 2. Fig. 5 Datos transformados Ln[y] vs. x, Ejemplo 2.



Problemas Propuestos.

P1.- El nivel del agua en el mar del Norte esta principalmente determinado por el llamado indice de
marea gue tiene laforma

H(t)=h, +a Snf2 O+ a, cosfP 0
€6g €6g

Con t medido en horas. Ajuste los valores de |os pardmetros si han tomado |as siguientes mediciones

t 0 2 4 6 8 10

H(t) 1.0 16 1.4 0.6 0.2 0.8

P2.- Para conocer la relacion entre la velocidad de caida de un paracaidista y la fuerza de friccion hacia
arriaba, se han efectuado las siguientes mediciones

Y 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
f 5 153 29.3 46.4 66.3

Donde v se mide en centimetros por segundo y rozamiento f en 10%dinas. Dibuje los puntos de latablay
obtenga la aproximacion de minimos cuadrados.

P3.- En 1601 el astronomo alemén J. Kepler formulo su tercera ley del movimiento planetario: T = cd®'?

donde “d” esla distancia de un planeta a sol medida en millones de kilémetros, “T” es €l periodo orbital

y “C” es unaconstante. Los datos observados para los cuatro planetas Mercurio, Venus, Tierray Marte
son:

d. 58 108 155 228
88 225 365 687

Ajusteel valor “c” paraestos datos en el sentido de minimos cuadrados.
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