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En matematicay algebra lineal, un sistema lineal de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones lineales
sobre un Cuerpo (matemética) o un anillo conmutativo. Un gjemplo de sistema lineal de ecuaciones seria
€l siguiente:
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El problema consiste en encontrar los valores desconocidos de las variables X, % Yy X3 que satisfacen las
tres ecuaciones.

L os sistemas lineales de ecuaciones es uno de los problemas mas antiguos de la matemética y tienen una
infinidad de aplicaciones, como en procesamiento digital de sefiales, estimacion, prediccién y maés
generalmente en programacion lineal asi como en la aproximacion de problemas no lineales de andlisis
nUMErico.

En general, un sistema con m ecuaciones linea esn incognitas puede ser escrito como
apXy +FapX + ... +apX, =bg
aynXy +apX +... +asX, =by
amX1 +amXe + ... + 8mn¥n = bm,

donde xq, ... Xn son las incognitas y 1os nimeros a; son los coeficientes del sistema. Es posible reescribir
€l sistema separando con coeficientes con notacién matricial:
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Si representamos cada matriz con una Unica letra obtenemos:
Ax =D,

donde A es una matriz mpor n, x es un vector columna de longitud ny b es otro vector columna de
longitud m. El sistema anteriormente mencionado de eliminacion de Gauss-Jordan se aplica a este tipo de
sistemas, sea cual sea el cuerpo del que provengan |os coeficientes.

Cuando consideramos ecuaciones lineales cuyas soluciones son nimeros racionales, reales o complejos o
mas generalmente un cuerpo ]K, la solucion puede encontrarse mediante Regla de Cramer. Para
sistemas de muchas ecuaciones la regla de Cramer puede ser computacionalmente més costosa y suelen
usarse otros métodos mas "econémicos’ en nimero de operaciones como la eliminacion de Gauss-Jordan
y la descomposicion de Cholesky . Existen también métodos indirectos (basados en iteraciones) como el
método de Gauss-Seidel.

Si el cuerpo es infinito (como es el caso de los nimeros reales o complejos), entonces solo puede darse
unadelastres siguientessituaciones:



€l sistema no tiene solucion (en dicho caso decimos que el sistema esta sobredeterminado o que
es incompatible)
el sistematiene una Ginica solucién (el sistema es compatible determinado)
el sistematiene un ndmero infinito de soluciones (el sistema es compatible indeterminado).
Un sistemade laforma

Ax=0

Se le llama sistema homogéneo. El conjunto de todas las soluciones de este tipo de sistema se le llama
nucleo de lamatriz y se escribe como Nuc A.

Se han disefiado algoritmos alternativos mucho mas eficientes ala eliminacion de Gauss-Jordan para una
gran cantidad de casos especificos. La mayoria de estos algoritmos mejorados tienen una complejidad
computacional de O(n?). Algunos de |os métodos mas usados son:

Regla de Cramer

La regla de Cramer es un teorema en dlgebra lineal, que da la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones en términos de determinantes. Recibe este nombre en honor a Gabriel Cramer (1704 - 1752).

S AT =bes un sistema de ecuaciones. (A es la matriz de coeficientes del sistema, Tes e vector
columnade lasincégnitasy b es el vector columna de | os términos independientes)

Entonces la solucion al sistema se presenta asi:

det( A,

7 det(A)
donde Aj esla matriz resultante de remplazar |la j-ésima columnade A por el vector columnanb.

Demostracion:
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Usando las propiedades de la multiplicacién matricial (Producto de Matrices):
AF=bo ATMUAF =A% e [F=Aba7=4""
entonces:
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Aparte, recordando ladefinicidn de determinante, la sumatoria definida acumulala multiplicacion del
elemento adjunto o cofactor de laposicion ij, con el elemento i-ésimo del vector B (que es precisamente
el elemento i-ésimo de lacolumnaj, en lamatriz A

Un buen gjemplo esla resolucion de un sistema de ecuaciones 2x2:

Dado
ar +by=e
cx+dy=7f
gue en formamatricial es:
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El rango de una matriz, me da el n° de filas linealmente independientes de la matriz, si la matriz esta
formada por o términos de un sistema de ecuaciones, €l rango me dice cuantas de estas ecuaciones son
linealmente independientes. Esto va a ser fundamental alahora de resolver el sistema.

Una (til aplicacién de calcular el rango de una matriz es la de determinar el nimero de soluciones al
sistema de ecuaciones lineales. El sistema tiene por lo menos una solucion si €l rango de la matriz de
coeficientes equivale al rango de la matriz aumentada. En ese caso, ésta tiene exactamente una solucién si
el rango equivale al nimero de ecuaciones; en otro caso, la solucidn general tiene k pardmetros libres,
donde k esladiferenciaentre el nimero de ecuacionesy el rang



El teorema de Rouché-Frobenius

Decidir si € sistema AX = B posee solucion es decidir si la columna B es combinacién lineal de las
columnas de A., lo que equivale a que el rango de la matriz de coeficientes A 'y la matriz ampliada (A|B)
coincidan.

Existe soluciones parael sistemasi y solo si €l rango de lamatriz (A|B) esigual al rango de lamatriz A.
Entonces, si existes soluciones, estan forman un subespacio afin de R".

Si r(A) = n, entonces la solucién es Unica.

De otro modo existen infinitas posibles soluciones.

Método de Gauss.

Dado un sistema de “m” ecuaciones con “n” incégnitas se trata de obtener un sistema equivalente cuya 12
ecuacion tenga n incégnitas, la segunda n+1, la tercera n-2, y asi sucesivamente hasta llegar a la ultima
ecuacion que tendrd un sola incognita. Hecho esto, resolvemos la dltima ecuacion, a continuacién la
penditima, y asi hasta llegar a la primera. Es decir, e método de Gauss consiste en triangular |a matriz de
coeficientes.

P1.- Discutir y resolver el siguiente sistema lineal

i-Xty+z=3
%x- y+z=7

}x+y—z=1
Sistema Matricial

éel 1 1@xu &u
Ax=b=¢1 -1 1:y4=g4
g1 1 -142§ &4

Desarrollando €l sistema y aplicando el teorema de RF. Obtenemos la matriz ampliada junto con la
matriz del sistema

61 1 1PBu é1 1 1j30 é1 1 1]30
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De este Ultimo desarrollo se obtiene el rango de las dos matrices A y (A|b)

r(A)=3
r(Alb)=3

% Luego r(A): r(A|b) b Sistematiene solucion.
< El problemaestaen R", y como n :r(A):3 lasolucion es Gnica



Finalmente el sistema queda simplificado a

-X +y +z=3
2y=4
2z=10
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Desde donde se obtiene la solucién del sistema.

DO O O

SYt
DO O O
W

P2 Averiguar si el sistematiene soluciones. En caso afirmativo, hallarlas.

1 x+y+z=1
|12x- y+z=2

} X-2y=1

SistemaMatricial
2 1 losw el
Ax=b={2 -1 1:y5= &4
& -2 Oz @
Desarrollando el sistema y aplicando el teorema de RF. Obtenemos la matriz ampliada junto con la
matriz del sistema
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De este tltimo desarrollo se obtiene el rango de las dos matrices A 'y (A|b)

r(A)=2
r(Alb) =2

% Luego r(A)=r(A|b) b Sistematiene solucion.
< El problemaestaen R", y como n > r(A) = 2 Tieneinfinitas soluciones, un grado de libertad.

Finalmente el sistemaqueda simplificado a

X+y+z=1) Xx+y+z=1]
-3y-z:0g -3y=z k;



Se tiene un parametro libre, arbitrariamente setoma z=1 , luego

y=-ox=22 oo “I'7TR
3 3
P3.- Discutir y resolver el siguiente sistema:
I X-2y+z=1
|l 3x- y-2z=4

}'- 4x+3y+z=2
Aplicando €l el teorema de R-F. Se obtiene el rango de |la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada

el -2 1 |10 &4 -2 1 |16 & -2 1 | 1o

(€3 -1 -2 | 45210 5 -5 | 1i=r0 -5 -5 | 1-

-5
&4 3 1 |25 % -5 5 |65 & 0 0 | 7

Se tanto concluimos

(A)=2 dp r(A)t r(A|b) b El sistemano tiene solucién.
r(Alb)=3)

P4.- Considere el sistema lineal en los pardmetros | ,b1 R, Ax=b, donde
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Encuentre las condiciones sobre | ,b para que el sistema: (i) tenga infinitas soluciones y encuentre

dichas soluciones, (ii) tenga solucién Unica y encuentre dichas soluciones y (iii) para que no existan
soluciones.

Solucioén.
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.Eo3(-11)

@ 0 2 | | -1 ¢
-1 1 1-b | 1 %
go -1 20-11-b-11] 2-b
¢c0 1 -1 b-1 | 1 =
g0 0 0 | -4b+2g
20 2 I | -1
0 -1 1 1-b | 1 =
go 02 -1 | 1-b I
G0 0 0 b-1] 2 =
€ 0 0 0 | -4b+2j

Observemos de la Ultima ecuacién que si - 4b +21 0no hay solucion independientemente del valor del
pardmetro | T R.Esdecirsi b * 1/2 No hay solucién

Pongadmoslos entoncesen el caso b =1/2 y analicemoslosvaloresde | :

(i) sl 10y | 11: entonces el sistema tiene Unica solucion pues la matriz se escalona de
manera perfecta. Se calculara dicha solucion:
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(i) S | =1: entonces la cuarta ecuacion seria 0 = 2 que indica que o hay solucién, alin cuando
b=12.

(iii) I =0,I 1 1:aqui pivoteamos unavez mas;



(1-1)

® 0 2 0 |-18°% ® 0 2 0 |-16
0 -11 -v2 1% © 11 -121°%
€0 0 0 -1 p/2% P% 0 0 -1 |y27i=*
80 00 -1 |2+ ® 0 0 0 |3mM
0 00 0 |0 © 00 0 |0,

Luego no hay solucién por (*).
Resumiendo:

1) b * 1/2 no hay solucién.
2) b =1/2:1 =1 no hay solucién.
| =0,I *1 nohay solucion.

| 10,1 1 hay solucién tnica

Propuestos. (No lo olviden)

P5.- Estudiar el sistema paralos distintos valores del parametro "a".

12x-3y+z=0
}x- ay- 3z=0

¥ 5x+2y- z=0
Sistema Matricial homogéneo, b=0.

@ -3 1o i
Ax=b=¢l -a - 3:iyi=0"
& 2 -188 &

2ot () qu)QT M,..(R), donde f representaunafuncion cualquieray f €x)
Eren raoy ® ey TR

f&x), fE®X) ,laprimera segunday terceraderivadade f respectivamente

Sealamatriz A(x)=

a) Decidasi A(l) poseeinversa, para f(x)=x*- 2x+1.

b) Resuelvael sistema A(p)g’z’%: gg para f (x) = sin(x).
2 (%]



