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1. INTERPOLACION POR SPLINES CUBICOS

Supongamos que tenemos los n + 1 puntos:

Pi(zk, yx), donde yp = f(xg), k=0,1,...,n

en los cuales se quiere interpolar la funciéon f. Las abcisas no es necesario que sean
equidistantes, pero se suponen ordenados, o sea,

Lo <1 < Tg < - < Ty

En ésta seccion trataremos de la interpolacion polindmica a trozos. La idea es encon-
trar polinomios cibicos gx(x) que interpolen la funcién f en el subintervalo [xy, z41], k =
0,1,...,n—1.

Definicién 1. La funcion s(x) se llama cibica a trozos en |xg, z,| si existen polinomios
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s(x) = qe(x) en [z, xpi1], parak=0,1,....n—1
Para que s(x) interpole en los puntos Py, P, ..., P, los g,(x) han de verificar :

{Qk(ﬂﬁk) = Yk

Qk(xk—i-l):yk—i-l, k':())lv"'vn_l
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q k(x) soloexiste en|[x,, X,,.]

Figura 1: Interpolacién polindémica a trozos.
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lo cual supone 2n condiciones. Llamaremos a s(x) spline ciibico, o simplemente spline,

si los polinomios ¢(x) tienen la misma pendiente y la misma concavidad en los nodos
que las unen, o sea :

{%4ﬁm)=qumﬂ )

G (xn) = qi(ze), k=1,2,....,n—1

lo cual supone 2(n — 1) condiciones a cumplir. Al tener que verificar las condiciones
(1) v (2) se asegura que s(z) tiene su primera y segunda derivadas continuas en [z, x,].
En éste caso se dice que s(x) es un spline interpolador para Fy, Py, ..., P,.

Si s(x) es cibica a trozos en el intervalo [xg, z,], su derivada segunda s”(z) es lineal en
el mismo intervalo e interpola en los puntos (zx, s"(zx)) ¥y (Tx+1, 8" (Tr41)) en [Tg, Tpy1].
Por tanto, gx(z) es un polinomio de grado uno que interpola en los puntos (z, s”(xx)) v

(xk+1, 5"(£k+1))3

qg(.’]ﬂ') = SII(xk)m + S”(ajk+1)ﬂa para k= 07 17 y IV — 1
T — Th+1 Tht1 — Tk
Denotando con
hk:l‘k+1—l‘k, k:O,l,...,n—l
y
o =58"(zx), k=0,1,....n
tenemos :
@) = - (oen — @) + T @ — @), parak =01, .01 (3)
k k

INFORMATICA
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donde hy y o son constantes (o) a determinar). Integrando dos veces :

_ Ok (Tep1 —2)° | opqa (@ —ap)°

" h. 6 hy, 6

donde el término lineal lo podemos escribir como :

qx () + C) + Dix

Cip+ Dpx = Ak(x — xk) + Bk(ka - :l?)
siendo Ay y By constantes arbitrarias, quedando entonces :
ok (Tp1 — 7)° ey i)’
h, 6 hy, 6

Qk(x) = + Ak(x - xk) + Bk(ka — :l?)

Aplicando a (5) las condiciones (1) :

Ukhlsé Ok+1 Ok ;2
= —2 1+ 04+ A0+ Byhy = —h Bih
Yk hk6+ » + A0+ Brhy 6 i T Brhy

Y1 = “}’;—jhi + Auhi = TR+ Ach
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y despejando de aqui Ay y By v sustituyendo en (5) resulta :

o | (Tpp1 — )3
qu(z) = “k {M N —
6 hy
O | (@ — xp)’° (8)
+ — hg(r —
6 l hi Kl ’“)]
Tpo1 — T rT—x
+yk[L}+yk+1[ k}, para k=0,1,...,n—1
hk hk
que es la ecuacion del spline qx(x).
Nos falta atin conocer los valores og, 0y, ..., 0, (n+1 incégnitas) para lo cual usamos

(2); derivando en (8) tenemos :

_ — )2 2 _
/() = @[ 3(Tp+1 — ) +hki| L Ok [B(xk x)? B 4 Y =

4y 6 D, 6 Ay, I
Por tanto :
dion) = ZE(=2hy) + T (=) o+ LI )
6 6 Iy
G(wnin) = 2 () + ZEE 2y + BT (10)
6 6 I
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Reemplazando k por k — 1 en (10) para obtener ¢;_,(z) e igualando a (9) nos da :

Y1 — Yk Yk — Y1
D, hi—1

hk_lak_l+2(hk_1+hk)ak+hkak+1:6( ), parak=1,2,...,n—1

(11)

o también

Aye  Aypa
hy, hi—1

), parak=1,2,...,n—1
(12)

hk—l Ok—1+ 2 (hk—l + hk) o + hk Ok+1 = 6 (

o incluso

hi—1 0k—1 4+ 2 (hx—1 + hi) o) + hy, o1 =6 (f[xk, Tpy1| — f[xk_l,xk]>, parak=12....n—1

(13)

Como el indice k varia de 1 a n — 1, se producen n — 1 ecuaciones lineales con n + 1

incégnitas og, 01, ...,0,, lo cual produce un sistema subdeterminado que tiene infinitas
soluciones.

Existen varias estrategias para eliminar oy de la primera ecuacién y o, de la (n-1)-

ésima produciendo un sistema tridiagonal de orden (n-1) en las variables oy, 09, ..., 0y, 1.

ALTERNATIVA 1 Especificar el valor de s”(x) en los puntos extremos : oo = s” ()
y o, = §"(x,). Sise pone oy =0, 0, =0 se denomina spline cibico natural.

ALTERNATIVA II Suponer que s”(x) es constante en los extremos : oy = 01 y
Op = On—1
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ALTERNATIVA III Suponer que s”(x) es lineal cerca de los extremos : 09 = hll ((ho+
hi)oy — h002) y
On = ! ( - hn—1>an—2 + (hn—Z + hn—l)an—l)

hn—2

ALTERNATIVA 1V Especificar el valor de s'(z) en los puntos extremos :
oo = ;?—O[Ayo - 5'(1'0)} - %01 y

Op = hi [S/(mn) - Ayn—l] - %Un—l

n—1

Si hay que calcular muchas veces s(z) entonces es preferible hacer la sustitucién :
Tpy1 — 2 = (Tp1 — @x) — (2 — xp) = hy, — (2 — xp)

en gi(z) y entonces expresar éste en potencias de z — x;, para obtener :

@w(2) =y +ar(z — 2p) + oz — 21)* + as(z — 2)°
=yr+ (z —x) (g + (2 — zg) (a2 + (2 — ) 3))

evaluado con sélo 4 sumas/restas y 3 productos, donde
k Ok Ok+1 — Ok
ay = flzg, T — —(Opy1 + 20%), g =—, ag = ———
1= flzg, T 6( k+1 k), Q2 5 @3 Gl
En forma matricial, el sistema tridiagonal que resulta es (caso de spline cibico natu-
ral):
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2 (ho + hq) hy
hy 2 (hy + ho)
0 ho
: : 2 (hp—s+ hp_2)
I 0 0 -

f[xth] - f[x07xl]
f[.’ll'27$3] - f[xth]

0
0
0

hn—2
2 (hn—2 + hn—l) _

=6 flws, xa] = floe, 3]
| f[wn—laxn] - f[xn—lvmn—Z] i
o también
-2(h0+h1) hl 0 17T g1
hl 2 (hl + hg) 0 09
0 h2 0 g3
: : 2 (hns + hn2) B :
| 0 0 hn—2 2 (hn—Q + hn—l) 1 L On—1
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Ejemplo.
Interpolar por splines cibicos la funcién f(z) = 1/x en z = 1.5 tomando los puntos
(0.1,10.0), (0.2, 5.0), (0.5, 2.0), (1.0, 1.0), (2.0, 0.5), (5.0,0.2), (10.0,0.1).

Solucion:

ho=02-01=0.1 h3=20-10=1.0
h1=05-02=0.3 hy=50-20=3.0
he =1.0-0.5=0.5 h; =10.0—-5.0=5.0

El sistema que resulta es

2-5 5—10
05—-02 02—01
1-2

1.0-05 05 0.2

0.100+2(0.1+0.3) 01+ 0305 =6

0.301+2(0.3+0.5)0,+0503 =6

20-10 1.0-0.5
02-05 05-1.0
50—20 20-10
01-02 02-05
1.0-50 50—20

1.003+2(1.04+3.0)04+3.005 =6

3.00,+2(3.045.0)05+500=6

< )
(1055 5-12)
0.5ag+2(o.5+1.0)03+1.004:6(05—1.0 1-2 )
< )
< )

Poniendo oy = 0¢ = 0 tenemos
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08 03 0 O 0 o1 40

03 1.6 05 0 0 op} 8

0 05 30 1.0 O o3 | =6 | 1.5

0 0 1.0 80 3.0 04 0.4 T -
0 0 0 30 16.0 log 0.08

de donde se obtienen

o1 = 311.65398570643 09 = —31.077295217152
o3 = 8.4549532710280 04 = —.82621220450797
05 = 0.18491478834524

Para x = 1.5 habra que elegir ¢3(x)

o3 [(2.0 — )3 o4 [(z—1.0)3

_Pégina Web_|
_Pagina de nico|
__ Contenico_|
e » ]
a(r) =3 [y~ 1020~ a:)] +5 [T = 1.0 (z = 1.0) | +1.0(2.0-2)+0.5(z—1.0) [l NS
Pigina 12 de 22|
_ Volver |
Pantalla completg
_ Cemr |
_ s |

y su valor g3(z) = 0.27320367097855 es una mejor estimacién que la obtenida por
interpolacién polindémica (ver figura 2).
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Los diferentes splines que resultan son:

qo(r) =519.4233092° — 155.82699322 — 39.611534x + 15
q1(7) = — 190.4062672> + 270.0707532% — 124.791083x + 20.678637
@) =13.1774162° — 35.3047722% + 27.8966792 — 4.769324
q3(x) = — 1.5468612> + 8.8680592 — 16.276152z + 9.954953
qu(z) = + 0.05617372% — 0.7501482° + 2.9602642 — 2.869324
gs(z) = — 0.006163832> + 0.1849148z% — 1.715052z + 4.922870
(qo(z), sixze€[0.1,0.2], (también (—o0,0.2])
qi(z), sixzel0.2,0.5],
g2(x), size 0.5 1.0],
5@ = Q3E.’E;, six € {1.0,2.0}7
qa(x), size[2.0,5.0],
(¢5(x), siz€[5.0,10.0], (también [5.0,+00))

En el intervalo [1.0,2.0], la representacién de ambas funciones es la que aparece en la
figura 2.
[ |

Ejemplo. Interpolar por splines cibicos la funcién f(z) = 1/(z* + 1) en el intervalo
0 < z < 1 tomando los seis puntos de abcisas xy = k/5, k=0,1,2,3,4,5.

Solucion:
Por célculo directo tenemos :
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0.5
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I I I I
8.4575/6* ((2-X)* * 3-(2-X))-0.8334/6* ((x-1)* * 3-(x-1))+(2-X)+0.5* (x]-Jl))(

12 14 1.6 18

Figura 2: La funcién 1/x y ¢3(z) en el intervalo [1.0,2.0].
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Yo = 1.00000000 y3 = 0.73529412
y1 = 0.96153846 y4 = 0.60975610
y2 = 0.86206896 y5 = 0.50000000

y es hg = hy = hg = h3 = hy = 1/5 = h y poniendo 0y = 05 = 0 y multiplicando
ambas partes por 6/h :

1410 oo | 6 | ys—2yt+uy | | —4.095801
0141 o3 |~ R2 |y —2ystuye | 0.185523
001 4 04 Ys — 2 ys + Y3 2.367288

y resolviendo o; = —2.165814, 0o = —0.487920, o3 = 0.022536, 04 = 0.581866 y
tabulando la funcién entre 0 y 1.0 con paso 0.002 la grafica de f(x) y el spline cibico son
indistinguibles (error maximo ~ 0.0040 que se produce entre 0 y 0.2).

|
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2. PROBLEMAS

Problema 1. Construir el spline ciibico natural que interpola a partir de los datos:

x| 0 1 2 25 3 4
y |14 06 10 065 06 1.0

Problema 2. Considerando los datos:

x| 015 076 089 107 173 211
y | 0.3495 0.2989 0.2685 0.2251 0.0893 0.0431

obtener el spline cibico natural que interpola en dichos puntos.
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Soluciones a los Problemas

Problema 1. El sistema es:

4 1 0 0 o1 7.2
1 05 0 o | | —66
005 2 05| |os| | 36
0 0 05 3 o4 3

de donde se obtienen

o1 = 2.6788381742739 o0y = —3.5153526970954
o3 = 2.5344398340249 o4 = 0.57759336099585

Los diferentes splines son:

qo(w) =+ 0.446473032° — 1.24647303z + 1.4
1(z) = — 1.032365142% + 4.4365145232% — 5.682987552 + 2.87883817
() = + 2.016597512% — 13.857261412% 4 30.904564322 — 21.51286307
(x)
(z)

)

g3(7) = — 0.652282162° + 6.159336102* — 19.13692946x + 20.18838174
qu(x) = — 0.096265562° + 1.15518672x% — 4.12448133x + 5.17593361
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Problema 2. El sistema es ahora:

148 0.13 0 0 o1 —0.905372005
0.13 0.62 0.18 O oy | | —0.0435897436
0 0.18 1.68 0.66 o3 | 0.212121212
0 0 0.66 2.08 04 0.50507177

obteniéndose:

o1 = —0.61616885710569 o9 = 0.050445411325263
o3 = 0.029089182290732 o4 = 0.23359274520339

Los diferentes splines son:

qo(7) = — 0.168352152° + 0.0757584662> — 0.0316707558x + 0.35311424

(), siz€[0.15,0.76], (también (—o0,0.15])
(x), size0.76,0.89],
s(x) =< q(z), sixzel0.89,1.07],
(x), size[1.07,1.73],
(x), sixze[l.73,2.11], (también [1.73,+00))
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