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Cuadratura de Gauss. La clase de métodos que se presentan en esta auxiliar tiene como objetivo
aumentar la exactitud de lasintegrales a estudiar.

Sea
1
1(f)= c‘)f (x)dx
-1
Y consideremos una férmula de integracién numérica

L(1)=8 ()F(x)

i=1
Donde los coeficientes ¢, y los nodos X, i=12,.,n-1,n, son tales que | férmula sea exacta para
flP

.1+ ES TEcr,

(f)=1 (F)" T Py,

Si n =2 sepueden encontrar |os coeficientes y nodos que satisfacen este requisito, resolviendo el sistema
no lineal que resulta de imponer las condiciones de exactitud sobre |os polinomios de la base canénica de

P f(x)=1f(x) =x f(x)=x% f(x) = x;

3

c,+c,=2
c,x+c,x=0

2
C X2+ e, X2 ==
3

3
c X +c,x* =0

_ _ |1 _ 1

Y en consecuencia la férmula de cuadratura de Gauss (que para este problema recibe el nombre de Gauss

Legendre) para n =2, es
210 & [106
1,(f)= gﬁ}f%— \P:
3% @

Lasolucion de este sistema es

En resumen.



Problema N°1. Use el método de Cuadratura de Gauss para evaluar la siguiente integral :
L dx

| =
+X
1

Laintegral anterior es muy simple de evaluar en forma exacta. De hecho tenemos,
| =log(3+x)[,= log(2) » 0,6930...

Se utilizara el método de cuadratura de Gauss para estimar | . Nétese que la integral en cuestion esta
hecha sobre el intervalo ( :Ll) , de modo que la podemos pensar de laforma

Enque f (x) = % , Yy €l peso es W(x) =1. Los polinomios apropiados son por |o tanto |os polinomios de
+ X
Legendre. Usemos entonces el Método de cuadratura de Gauss con el polinomio (de Legendre) de
segundo grado.
1
f,= E(3X2 - 1)

Notese que, tal como se espera f , tiene exactamente dos ceros simples en el intervalo ( ll) , dados por

3 \3
XZ;I.:_? ;X2,2:+?

En cuanto alos pesos correspondientes, tenemos,

1

2. ‘e o
| 21 = C‘F(S)(—l)d)(:ﬁ%x- ﬁ:dle
6%, X X, 28 35
Anédlogamente se puede obtener
1 2
l,,= 06—(—)d‘ 3 -1 X =1
1 X2 \X= Xy
Por o tanto, usando cuadratura, tenemos la siguiente estimacion.
1 . .
N 0 e 0
O;_X»| oy XE (X )41 5 xF (%5,) = fgae\_@? fg- _3;
-1 +X 3 %] %]
L L 9 » 0.6923...
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Problema N°2. Usar el método de cuadratura de Gauss para evaluar la siguiente integral:

1
J= A dx
+ X2
1

Laintegral anterior también es muy simple evaluar en forma exacta.

el 0
arctangi —— » 0.6046
Ahora se usara el método de cuadratura de Gauss paraestimar J . Notese gue la integral anterior

esta hecha sobre el intervalo ( J,l) , de modo que la podemos pensar de laforma

J= of() w(x)ox

En que f(x) :]/(3+x2) y €l peso W( ) 1. Los polinomios apropiados son por lo tanto los polinomios
de Legendre. Usemos entonces el Método de Cuadratura de Gauss, pero esta vez con €l polinomio (de
Legendre) de tercer grado (f 3= (:I/2)(5x3 - 3x)), cuyos pesosy abscisas estan dados por

| = 5 _ 415
31_5' X3,1_'?
_8 _
I 32 _51 X3,2 -
_5 _ .15
|3,3 -4’ X3,1_+
9 5
Por lo tanto, usando cuadratura, tenemos la siguiente estimacién
1 .. ..
- ® J150 2 /150
J= dX2 51 g1 X (X )+ 150 XF (X5 )+ 1 5 XF (x55) = G- —15:+f(0)+ f +_15:
+ X ' 5 p 5 p
1=8.5.9 o600
27 8 81

Obs: Cuando se tiene el problema de calcular numéricamente una integra donde los limites de
integracion no corresponden a los casos de ortogonalidad conocida se requerird un cambio de variables
previos a la utilizacién de la formula de cuadratura correspondiente. Por gjemplo, si la integral que se
quiere aproximar es

I(f):Z‘)f(x)jx

a

Con ay b finitos, entonces el cambio de variable correspondiente sera
_2x-a-b
b- a

De modo que se utilice la formula de cuadratura de Gauss-L egendre que aproxime a la integral que
aparece en la expresion.
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Cerosdefuncion. Ladeterminacion delos ceros de funciones o raices de ecuaciones es un problemaque

sucede con frecuenciaen el areacientifica.

Por ggemplo, en lateoria de ladifraccion de laluz necesitamos las raices de la ecuacion

x- tan(x)=0

En el calculo delas érbitas planetarias necesitamos las raices de la ecuacién de Kepler
X- asin(x):b

Paravariosvaloresdeay b..

El problema general, planteado en el caso més sencillo de una funcién definida en 1os nimeros reales y
cuya imagen esta en el conjunto de los reales, es € siguiente: dada una funcién f: R --> R, encontrar los

valoresde x paralos cuales f(x):O.

[CHENEY, Ward; KINCAID, David. Numerical Analisys. EE.UU.: BROOKS/COLE, 1.991. 690 p.]

El andlisis numérico ofrece varios procedimientos para resolver el problema de la determinacion de los
ceros de unafuncion. Algunos de esos procedimientos son |os siguientes:

Método de biseccion: Se utiliza en funciones continuas, pero sblo encuentra un cero, mas no

todos, en el intervalo [a, b] .

Método de Newton: Es un procedimiento general que se puede aplicar en diversas situaciones.
Sin embargo, cualquier enunciado acerca del método debe contemplar la suposicion de que el x
inicial debe estar préximo aun cero, o que lagraficadef tiene unaformaespecial.

Método de la secante: Es una variacion del método de Newton que, en vez de utilizar la
derivada de lafuncion cuyo cero se busca, utilizaf' en términos de un limite.

Célculo de ceros de polinomios: Es un procedimiento que se especializa en encontrar |os ceros

de funciones polinémicas.

Teorema del punto fijo de Banach
Primero sera necesario definir:

Sucesi6n de Cauchy

{Xn}nTH se dice sucesion de cauchy
Si:
"e>0%n;. mn3 n, b |x, - x,[|<e
“Toda sucesion convergente es de
Cauchy”.

“Toda sucesion de Cauchy es
convergente”

Espacio Métrico
Esunpar (X,d) donde:
X €s un conjunto no vacio
(espacio de trabajo).
d: X" X® [
(funcion de distancia).

Donde:
a dxy)30 "xylX

b) d(x,y)=0 U x=y

o d(xy)=d(y,x)

d) d(xy)£ d(x,2)+d(zy)
(desigualdad triangular)

Se da por asumido ademés el
conocimiento de |os espacios hormados. L uego:

Espacios de Banach

Un espacio normado (E,[]}) se dice

espacio de Banach si toda sucesiéon de Cauchy
en E esconvergentees E .

Por ejemplo: (U, |4,) es un espacio
de Banach.

Contractancia

Se dice que T:K® K es
contractante si existe O £ € £ 1 tal que:

ITW- T £cu-
U d(T(u)- T(v)Ecxd(u- v)

Finalmente se podra definir:



Teoremadel punto fijo de Banach Luego, como se sabe de la existencia de estos

il0s?
Sea (X,||f) un espacio de Banach y puntosfijos? o .
ki X - ad Veamos el siguiente caso tipico:
un conjunto cerrado.

Sea T:K® K una funcién s g:[0]® [0, P $X espuntofijo
contractante.
A Entonces existe y de forma unica, Luego si sedefine:
ul k talque T(u) =u f(x)=x- g(x)

f escontinuapues g loes.
Propuesto: Demostracion.

Hay dos formas de demostrarlo: L uego se tienen los casos | imite:
a) Por mango de desigualdades.
Forma larga. f(0)=0P 0 espuntofijo

b) Por contradiccion. Forma corta.
f(1)=0P 1 espuntofijo

Problema N°3. Se desea calcular las soluciones no nulas de la ecuacion x = tan(x) . Dado p=kp donde
k1 N* sepide
a) verificar que en € intervalo (p- p/2,p+p /2) hay unay solo una solucion de la ecuacion, que
denotaremos X, .
b) Escribaexplicitamente el método de Newton en este caso, en laforma x, ,, =F (xn) y verifique
que esta férmula de iteracion converge a X,, con rapidez cuadratica, a condicion que X, este
suficientemente cercade laraiz X,

c) Demuestre que la formula de iteracion x,,; = p+arctan(xn) converge incondicionalmente ( es
decir, para cualquier xOT R)alaraiz X, pero con rapidez lineal.

Solucién:

a) Puesto que lim tan(x)— X=-¥ vy lim tan(x)- X=-¥ , por teorema de valor
X® (p-p/2)+ X® (p+p /2)-

intermedio tan(x)- X se debe anular al menos unavez. No se anula mas de unavez, por ejemplo,
puesto que la derivada (tan(x)- x)q = sec® (x) 1= tanz(x) €s no negativo y entonces la funcion
es estrictamente creciente, luego inyectivaen el intervalo ( p-p/2,p+p/ 2) donde es continua.

b) Recordemos que el método de Newton tiene como iteracion

fx,)

Xner = Xq - f(x)
n

Donde en nuestro caso f(x)=tan(x)- X 'y segun vimos en la parte a) f((x):tanz(x). Asi
combinamos ambas exp resiones,

Xns1 = Xp - tanz—(x) = xn(1+ cot?(x, )) cot(x, ) = x, >cosec? (x,,) - cotan(x,)° F(x,)
n

Para tener convergencia de orden 2, a condicion que €l punto de partida este cerca de X, es que la
derivadade F seanuleenx,.



F ¢x) = cossec?(x)- x2cossec?(x)cotan(x) +cossec?(x)
F ¢x) = 2cossec? (x)(1- xcotan(x))

En x, secumpleque X :tan(xp), luego F((Xp):o.

c) Puesto que €l recorrido de la funcién arctan ES ( p/2,p /2) apartir de x, en adelante, todas
las iteraciones se encontraran en €l intervalo (p- p/2,p+p/ 2) por lo tanto, de converger, solo
loharana X, . Laderivadade lafuncion iteracion es;

1
+x2

(p+arctan(x))*= -

Cuyo mé&ximo en el intervalo (p- p/2,p+p /2) ocurre en el extremo inferior del intervalo p>0

(o simétricamente, en el intervalo para p<0)y vale
_r
1+(p- p/2f

Como esta derivadano seanulaen €l intervalo, laconvergenciaes solo lineal.

<1

Problema N°4. Se desea resolver la ecuacion x? :In(1+ 2x).

a) Demuestre que esta ecuaciOn posee exactamente 2 soluciones de las cuales una es evidente. La
otra solucién ladenotaremos s. Encuentre un interval o encerrado entre enteros consecutivos donde se
encuentre laraiz s.

b) Estudielaconvergenciade los siguientes métodos numeéricos, indicando donde escoger X,

exp‘xﬁ ’ 1
Xn+1 =\/In(1+2><xn) y Xn41 =

2
¢) Escribaen forma explicitael método de Newton que permita resolver esta ecuacion.

(Propuesto)



