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Calculo Numérico MA33A.-Primavera 2007 
Prof. : Jaime Michelow 

Aux.: Ignacio Trujillo-Hugo Ulloa 
Auxiliar: Spline Cubic-Integración (Trapecio y Simpson) 

 
Spline 
Resumen. En el subcampo matemático del 
análisis numérico, un spline es una curva 
definida a trozos mediante polinomios. En los 
problemas de interpolación, se utiliza a menudo 
la interpolación mediante splines porque da 
lugar a resultados similares requiriendo 
solamente el uso de polinomios de bajo grado a 
la vez que se evitan las oscilaciones, que en la 
mayoría de las aplicaciones resultan 
indeseables, que aparecen al interpolar mediante 
polinomios de grado elevado.Para el ajuste de 
curvas, los splines se utilizan para aproximar 
formas complicadas. La simplicidad de la 

representación y la facilidad de cómputo de los 
splines los hacen populares para la 
representación de curvas en informática, 
particularmente en el terreno de los gráficos por 
ordenador. 

Una  spline muy común es la “natural  spline 
cubica” de grado 3 con continuidad de tipo C2. 
La palabra “natural“significa que la segunda 
derivada de los polinomios spline son un 
conjunto igual a cero en los puntos finales del  
intervalo de interpolación.  

 
Definicion.  
 
Spline cúbica: ( ) [ ] [ ]{ }1...,1,0,,, 1 −∈∈= + nkxxxSxS kkk , se complen las siguientes restricciones. 
 

1. interpola: ( ) kkk yxS =     1+n restricciones 

2. ( )xS  continua: ( ) kkk SxS =−1    1−n restricciones 

3. st1 Derivada Continua: ( ) kkk SxS ′=′−1   1−n restricciones 

4. nd2  Derivada Continua: ( ) kkk SxS ′′=′′−1   1−n restricciones 

 
Condiciones de borde: se tienen n4  incógnitas y 24 −n  más 2 condiciones de bordes  
 

1. Spline Natural: ( ) ( ) 00 =′′=′′ nxSxS  

2. Spline con Extremos constantes: ( ) ( ) ( ) ( )110 , −′′=′′′′=′′ nn xSxSxSxS  

3. Spline con Valores Fijos: ( ) ( ) βα =′′=′′ nxSxS ,0  

4. Spline Sujeta: ( ) ( ) ( ) ( )nn xfxSxfxS ′=′′=′ ,00  

 
Problema 1. Se necesita encontrar una fórmula para la función spline cúbica )(xS que interpola los 

puntos { }0,1,0  en la malla { }1,0,1−  a través del siguiente procedimiento. 

Se esta trabajando con una Spline cúbica natural, por lo que en los extremos  ( )xS ′′ vale cero. Llame a al 

valor (indeterminado) de la segunda derivada de S  en el origen. 
 

1. Encuentre una formula para ( )xS ′′  en el intervalo [-1,1] en función de a , de la forma 

( ) [ ]
[ ]1,0

0,1
...
...

∈
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=′′
x

x
si
si

xS  

2. Integre dos veces la expresión anterior para obtener una fórmula de ( )xS  en términos de a y 
cuatro constantes de integración. 

3. Use las condiciones de interpolación para determinar los valores de las constantes de integración 
en función de a  

4. Encuentre el valor de la constante a y escriba la función spline cúbica resultante. 
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Solución: 
 

1. Como )(xS es un polinomio cúbico en cada intervalo [-1,0] y [0,1] entonces ( )xS ′′  
es un polinomio de grado 1 en esos intervalos, que vale 0, a ,0 en los puntos -1,0 
y 1 respectivamente. Luego imponiendo estas condiciones ( )xS ′′ . 

 
Primer intervalo: [-1,0], tomando un polinomio lineal general para  ( )xS ′′ , ( ) nxmxS +⋅=′′  se obtiene lo 

siguiente: 
 

( ) ( )
( ) ananmS

nmnmS
=⇒=+⋅=′′

=⇒=+−=−′′

00
011

 

 
Luego: ( ) ( )xaxS +⋅=′′ 1   para [ ]0,1−∈x  
 
Segundo intervalo: Primer intervalo: [0,-1], tomando un polinomio lineal general para  ( )xS ′′ , 

( ) nxmxS +⋅=′′  se obtiene lo siguiente: 
 

( ) ( )
( ) ananmS

nmnmS
=⇒=+⋅=′′
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Luego: ( ) ( )xaxS −⋅=′′ 1  para [ ]1,0∈x  
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2. Integrando en cada intervalo se tiene que: 
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Donde dcb ,, y e  son constantes de integración. 
 

3. Como la spline pasa por los puntos (-1,0), (0,1) y (1,0) y se tiene que 
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De este sistema de ecuaciones se obtienen los valores de las constantes de integración en función 
del parámetro a  
 

6/1 aedb −=== , 16/ −= ac  
4. El parámetro a  se determina imponiendo continuidad para )(xS ′ en 0. 

 
32/2/)0()0( −=⇒+−=+⇔′=′ +− acabaSS , finalmente se determina )(xS + 
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Integración, Métodos Trapecio y Simpson. 
 
Resumen. Para calcular la integral definida, aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo, es preciso 
obtener previamente una integral indefinida. Aunque se conocen diversos métodos para hallar la integral 
indefinida de una cantidad considerable de funciones, existen funciones para las cuales estos métodos no 
son aplicables. Este inconveniente se supera haciendo uso de la integración numérica. La integración 
numérica permite evaluar la integral definida de una función continua en un intervalo cerrado con la 
exactitud deseada. En este auxiliar se estudiarán dos metidos de integración numérica: El Método del 
Trapecio y El Método de Simpson. 
 
Método del Trapecio: Si f  es continua en el intervalo ],[ ba , y los números bxxxxa nn == − ,,...,, 110  

forman una partición regular de ],[ ba , entonces: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]nn

b

a

xfxfxfxfxf
n
ab

dxxf ++++
−

≈ −∫ 1210 2...22
2

 

Estimación del error en el método del Trapecio 
Si +ℜ∈M y ( ) Mxf ≤ , [ ]bax ,∈∀ , entonces el error que se comete al usar el Método de Integración 

del Trapecio no es mayor que 

( )
2

3

12n
abM −

 

 
 
Método de Simpson: Si f  es continua en el intervalo ],[ ba , y n es un numero par. Y si 

bxxxxa nn == − ,,...,, 110  forman una partición regular de ],[ ba , entonces: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]nnn

b

a

xfxfxfxfxfxfxfxf
n
ab

dxxf +++++++
−

≈ −−∫ 1243210 42...2424
3

 

Estimación del error en el método del Trapecio 

Si +ℜ∈M y ( ) Mxf iv ≤)( , [ ]bax ,∈∀ , entonces el error que se comete al usar el Método de Integración 

del Simpon no es mayor que 

( )
4

5

180n
abM −
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Ejemplos. 
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Problema tomado de la clase del profesor Gonzalo Hernández. 
 

 



 8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 9 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 10 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 13 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 14 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 15 

 

 

 



 16 

 

 

 
 
 
 
 
 


