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1 Definicién Spline Cibico:

Un spline ctibico es un polinomio ciibico S(z) definido por trazos que interpola una funcién y = f(x) en el
intervalo [a, b]. Para contruir la spline sélo se necesitan (n + 1) puntos (xg, yi) tales que:

) zo=a<z <z <+ <Tp_1<Tp=">b
i) yo = f(zo),y1 = f(x1), 92 = f(@2), s yn—1 = f(@Tn-1),Yn = f(2n)

Luego, S(z) es un polinomio cibico en el subintervalo [z, £x+1] denotado por Si(z) parak =0,1,..., (n—
1) definido segun:

So(z) = ag + bo(x — x0) + co(z — m0)? + do(x — x0)3 x € [zo,x1]
Si(z) = a1 +bi(x —z1) + c1(z — 21)? + dy (v — 21)3 x € [x1, 2]
S(z) = So(x) = ag + ba(z — x2) + c2(x — 12)? + dao(z — 22)3 x € [za, 23]

Snfl(x) =anp-1+ bn,1(33 - :L'nfl) + Cnfl(x - xnfl)Q + dn,1(33 - xn71)3 VS [Zn,1,$n]

Y=f(x)

Sn—2

n-1 n

2 Caélculo Spline Cibico:
Para determinar un spline ciibico se imponen las siguientes condiciones:
i) Condicién de Interpolacion:

S(J:k) == Sk(xk) = f(azk) Vk = 07 17 ey 1V



ii) Condicién de continuidad de S(x):
Sk(.’EkJrl) = Sk+1($k+1) Vk = 0, ey — 2

iii) Condicién de continuidad de S’(x):

Sllf(xk'f‘l) :S//f-‘rl(xk-i-l) VkZO,,n—2

iv) Condicién de continuidad de S”(x):
S//fl($k+1) :Sl/c/—l—l(xk-‘rl) Vk:(),,TL*Q

Las condiciones i) - iv) generan (4n — 2) ecuaciones. Las dos ultimas ecuaciones se obienen de las
condiciones de frontera:

v) Condiciones de frontera:

(a) Natural, Libre o Variacional:

S"(x0)=8"(zn) =0 co=0c, =0
(b) Segunda Derivada:

S”(.’EO) — f”(xO) S/l(xn) — f”(xn)

(c) Sujeta:
S'(wo) = f'(x0) S'(xn) = f'(zn)

(d) Not a knot:
S’ (x1) = S1"(x1)  Sp o(n—1) = 531 (wn—1)

(e) Periddica:

S (zo) = S (z) S"(w0) = 95" ()

Se deducirdn a continuacién las ecuaciones que deben satisfacer el spline, aplicando las condiciones i) -
v) para las condiciones de frontera natural y sujeta.

Aplicando la condiciones i):
ap = Sk(-%'k) = f(:ck) Vk = 07 1, ey 1 (0)

Aplicando las condiciones ii):
Sk(zkH) = Sk+1(55k+1) Vk = O, P 2
ar + b (@rg1 — k) + ck(Tri — 21)? + di(To1 — 2)° = apgr

Si se define:
hk = (:L'k+1 - :L'k) Vk = 0, ey — 1

se obtiene:
ar, + bghi + cxhi + dghi = agy1 Yk =0,..,n —2 (1)

Aplicando las condiciones iii):
Si(@rt1) = Sppq (Th41) VE=0,...,n —2 (2)
br + 2cihi + 3dkhi = bit1
Aplicando las condiciones iv):

Sp(@hs1) = S (@kg1) VE=0,..,n—2 (3)
cr + 3dihy = cpq1



Despejando dy, de (3): di, = ﬁ(CkH,l — ¢) y sustituyendo en (1) y (2) se obtienen las ecuaciones:

h2
A1 :ak+bkhk+(ck+1+20k)§k Vk=0,..,n—2 (4)

brt1 = bk + (k1 +ck)hy VE=0,...,n—2 (5)
Al despejar by y bi—1 de (4) se obtiene:

1 h
b, = (ak+1 — ak)h— - (Ck+1 + QCk)—k Vk=0,...,n—1
k 3
hp_
bp-1 = (ap — ak—1>h — (ex +2¢,-1) k3 LoVk=1,..,n
k—1

Si se reemplaza by y bp—1 en (5) para k = 1,...,n se obtiene finalmente:

b =bp_1 + (Ck + Ckfl)hkfl VE=1,..,.n—1

1 h hy—
(ak+1 — ak)— - (Ck-i-l + QCk)—k = (ak — ak_l) - (Ck + QCk_l) kol + (Ck + Ck—l)hk—l
hy 3 hp_1
3 3
(Chyr + 2¢k) i — (cr + 2cp—1)hi—1 + (ck + cr—1)3hp—1 = (@41 — ak)h_k — (ar — ak—l)hk X
3 3
ch_1hi—1 + cr(2kp_1 + 2hs,) + cpp1he = (apg1 — ak)h_k — (ag — ak71)hk ) Vk=1,..,n—-1 (6)

A este sistema de (n — 1) ecuaciones lineales se debe agregar las condiciones de frontera libre o sujeta,
obteniéndose un sistema tridiagonal de (n + 1) ecuaciones lineales para las (n 4 1) incégnitas cg, ¢1, ..., Cp.
Aplicando las condiciones de frontera Libre o Natural:

cg=0 ¢,=0

se obtiene el sistema:

1 0 0 0 co 3(7)03(7)
ho 2(h0 + hl) hy cee 0 C1 azhl e alho =
S 3 ; = : (7)
0 . B 2<hn72 + hnfl) B Crn_1 3(%;1;?711—1) _ S(Gn;;;t:n—z)
0 e 0 1 Cn 0
Aplicando las condiciones de frontera sujetas:
So(zo) = f'(z0) Sp(zn) = f'(2a)
se obtiene el sistema:
i 3(a1—ao)
2o ho 0 0 co 3(‘11,10%) —g(f'gwo))
ho 2(h0 + hl) hl ce 0 C1 zhl B ;'Lo 2
: g - : o= : (8)
0 hp—o 2(hn—2+hn1) hn Cn1 3(a'r;L_a711—1) _ 3(%;—;17172)
0 o 2R, Cn 2 3(an—an_1)
1 1 i 3f/ (:»Bn) = 1 |

Ambos sistemas tiene solucién dnica siy sélo si: xg =a <1 < T < -+ < Tp_1 < Ty = b. A continuacién
veremos un ejemplo sencillo para ambas condiciones de frontera.



e Condicién de Frontera Natural: Consideremos los puntos equiespaciados: zg = 0,z1 = %, Ty = %, T3 =
3. x4 = 1y la funcién f(z) = sin(rz). Luego: yo = sin(0) = 0,41 = sin(%) = g,yg = sin(§) =
1ys =sin(&) = @, y4 = sin(m) = 0. Para determinar el sistema (7) se necesita calcular hg, h1, ha, h3
y ap,a1,a2,a3,as. Como los puntos son equiespaciados: hg = hy = hy = hz = i. Los a;, se determinan
de (0): ar = f(zr) VE=0,1,...,4. Luego: agp = 0,a; = V2 gy =1,a3 = L2, a4 = 0. El sistema (7)

2 2
queda:

0
1 0 0 0 0 co B B
ho 2ho+h) M 0 0] a Hog m) _ o 7an)
0 h1 2(h1 + h2) ho 0 Co = 3(‘13;;“2) — d(azjal)
0 0 ho 2(h2 + hg) hs c3 3(as—as) _ 3(az—asz)
0 0 0 0 1 ¢ & h2
Reemplazando los valores:

10 0 0 0 co 0 0

i1 100 ¢ 12(1 - v/2) —4.9706

0+ 1 1 0 | =] 12(v/2-2) | =| —7.0294

00 1 1 % c3 12(1 — v2) —4.9706

0O 0 0 0 1 C4 0 0

Cuya solucién es:

Co 0
c1 —3.6723
ca | = —5.1933
c3 —-3.6723
Cy4 0

Finalmente se tienen que determinar los by y dj. Para ello se utilizan las ecuaciones:

1 h
bk = ((Lk+1—ak)— —(Ck+1+2ck)—k szO,...,n—l
I 3
1
dk = 3—m(0k+1 —Ck) Vk:O,,n—l
Luego:
b (a1 — ag) s — (e1 + 2¢0) 3.1344
by (a2 —ar1) = — (ca+2e1) | | 22164
b2 ((Lg — ag)% — (Cg + 262)% 0
b3 <a4 — a3)hL3 — (c4 + 2c3)%3. —2.2164
do 3= (c1 — co) —4.8963
di | | sm(ca—c) | | —2.0281
do 3—,}2(% — o) 2.0281
ds 37 (ca — ¢3) 4.8963

Condicién de Frontera Sujeta: Consideremos los puntos equiespaciados: xg = 0,z = %71‘2 = %,.’53 =
3 x4 = lylafuncién f(z) = cos(mz). Luego: yo = cos(0) = 1,4, = cos(§) = g,yg =cos(§) =0,y3 =
cos(%’r) = —Ag,y4 = cos(m) = —1. Para determinar el sistema (7) se necesita calcular hg, b1, ha, hs y
ap,a1, a2, as, as. Como los puntos son equiespaciados: hg = hy = hy = hy = i. Los ay se determinan

de (0): ar = f(xx) Vk =0,1,...,4. Luego: ag = 1,a; = V2 az = 0,a3 = _2

5 T,CL4 = —1. El sistema



(7) queda:

3(a1—ag) /
2hg ho 0 0 0 co 37( 1ho 0) ?(f (LEO))
az—ai ail—aop
ho  2(ho+ hy) hi 0 0 c1 I T ho
0 h 2(h1 + ha) hs 0 cy | = | Heg—ea)  Slea-ar)
0 0 hp_o 2(hp—2 4+ hn-1) hn-1 Cn—1 3(114;;!13) _ 3(az—as2)
0 0 0 hn—l 2hn—1 Cp, 3 3(a Ea )
3f'(an) — ===
Reemplazando los valores:
% 100 0 co 12(32 1) ~3.5147
11200 a 12(1 - v/2) —4.9706
0 i 1 i 0 co | = 0 = 0
00 % 1 % cs —-12(1 - /2) 4.9706
1
00 0 3 35 4 flg(gfl) 3.5147
Cuya solucién es:
co —5.1933
1 —3.6722
Co = 0
cs 3.6722
Cyq 5.1933
Finalmente se tienen que determinar los by y dj. Para ello se utilizan las ecuaciones:
1 h
bk = ((Lk+1 — ak)— — (Ck+1 + 2Ck)—k Vk = 0, ey — 1
I 3
1
dk = 3—hk(Ck+1 *Ck) Vk:(),,n—l
Luego:
bo (a1 — ao) 7= — (c1 +2c0) 0
bi | | (e2—a)p —(c2+2e)B | | —2.2164
by | | (a3 —az)ps — (c3+2c0)2 | | —3.1344
by (a1 — az) 1 — (ca + 205) ~2.2164
do 3= (c1 — co) 2.0281
di | | sz(ca—c1) | | 4.8963
d2 o 3—12(03 - CQ) o 4.8963
ds 377 (ca — c3) 2.0281
El siguiente teorema presenta un estimacién del error de la spline cibica sujeta:
Teorema: Sea f € C*[a,b] con max, |f@(z)] = M. Si S es la spline sujeta determinada en los puntos

x0:a<az1<$2<---<xn:1<xn:b,ent0nces:

max |f(z)—

a<x<b

S(a)l <

ﬂ max
— 384 0<<(n-1)

(zj41 — ;)"

Un dltimo teorema, que establece la suavidad de la spline es el siguiente:

9)

Teorema: Sea g € C?[a,b] cualquier funcién que satisface las condiciones de interpolacién sujetas en los
puntos g =a < x1 < Ty < -+ < Tp_1 < Tp, = b para una funcién f:

f(@k)
f/(mO)a g/(zn) = f/(xn)

VE=0,1,..

Wn



Entonces, si S es la spline sujeta determinada en esos mismos puntos:
a a
[1s@lds < [ g as (10)
b b

Estos 2 resultados justifican el uso de splines. El primer teorema da una cota del error y el segundo
establece una propiedad de optimalidad: la spline sujeta S es la que oscila menos de todas las funciones
"suaves" que interpolan a f.

3 Un ejemplo de la Vida Real:

Construyamos mediante splines ciibicas el contorno de la citroneta de la fotografia:

-
=]

o e
N oW =

- =
Dm0 oW KW M w ol B

0123 456 78 910111213 14151617 18 19 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 3536 37



2) Luego, los datos se tabulan. Los datos sel contorno superior son

E 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12
T, 2 27 38 6 8 10 13 16 18 21 25 30 36
Yy 5 7.8 9 10 102 103 104 145 15 154 155 14 5

3) Ahora se calculan los elementos de la matriz, considerando las definiciones:

hi, = Xy —xk
Yk+1 — Yk
A pu— _—
k hk;
e = 3(Ak— Ak—1)
[k 0 1 2 3
hi 0.7 1.1 2.2 9
N 28 =4 12 _ 12 1 _ 5 02 _ 1
0. ]2.1 11 2.2 11 2 10
1 _ 96 5 12 21 1 5 _ 117
iz 3x(f—4)=—-7 3x(g-m)=—7 3x(m—)="10
[k 4 5 6 7
by, 2 3 3 2
Ak & =5 % =5 %Z? % =g
1 1 3 1 1 1 1 1 41 67
pr 3x (55— 1) =—3 3X(xm—m)=—m 3x(F—3)=4 3x(G-%)=—%2
[ & 8 9 10 11
hy, 3 4 5 6
A 04 _ 2 01— L 15 _ _3 _9_ _3
3 15 5 0 6 2
2 1\ 7 1 2 13 3 1 39 3 3 _ 18
e 3x(5—17)=-35 3x(m—T)=—1 3x(f-wm="% 3x(35+3)=—7%

4) Usando las condiciones de borde de spline natural: S”(:ro) =0, 9" (z,) =0, y reemplazando valores,
el sistema queda:

1 0 0 000 0 0 0 0 0 0 0][c 0
7 18 11 96
000 L 2 9 0 0 0 0 0 0 0 0f]c -5
000 0 2 8 2 0 0 0 0 0 0 0f/c —
0 0 0 0 210 3 0 0 0 0 0 0f|cs e s
0 0 0 0 0 3 123 0 0 0 0 0f|cg|=]4
0 0 0 000 3 102 0 0 0 0f|c g
0 0 0 000 0 2 10 3 0 0 0]]c "
00 0 000 0 0 3 14 4 0 0]]c .
0 0 0 000 0 0 0 4 18 5 0||co| |-
0 0 0 000 0 0 0 0 5 22 6| |en 8

000 0 000 0 0 0 0 0 0 1][ea] | O]




5) Se resuelve el sistema aproximando con 4 cifras significativas con redondeo:

o] 0
ol —2.482
e 0.1888
o5 —0.1932
o 0.07197
o —0.1697
e ~ | 0.5009
o —0.5007
0.07707
&
e —0.03977
10 0.0001334
ol —-0.1637
€11 I 0 |
6) Se construye la spline natural, Vk = 0,1, ..., 11
Si(x) = agp +bp(x —xp) + cp(z — 2p)? + dip(z — 21)°
ar = Yk
b = LUk by (2¢k + cp+1)
I 3
Ck+1 — Ck
T
Fk 0 1 2 3 4 5 6 ]
Ty 2 2.7 3.8 6 8 10 13
Yk 5 7.8 9 10 10.2 10.3 10.4
hy, 0.7 1.1 2.2 2 2 3 3
W 4 1.091 0.4545 0.1 0.05 0.03333 1.367
Ck 0 —2.482 0.1888 —0.1932 0.07197 —0.1697 0.5009|
k 7 8 9 10 11 12
T 16 18 21 25 30 36
Yk 14.5 15 15.4 15.5 14 5
hi 2 3 4 5 6
W 0.25 0.1333 0.025 -0.3 —1.5
Ck —0.5007 0.07707 —-0.03977 0.0001334 —-0.1637 O
i) k=0

3
= So(x) = 7.09122 — 9.604z — 1. 18223 + 5.297

So(x):5+(4—W)x(x—2)+0><(x—2)2+%x(x—2)3

i) k=1
Sy(z) =78+ (1. 091 — L1x(2x(-2.452)10.1888) ) X (T —2.7) — 2,482 x (z — 2.7)% 4 L-188842.483
(x —2.7)3
= S1(z) = 33.94z — 9.03822 4 0.809 323 — 33.9

i) k=2
So(x) =9+ (0'4545 - 2.2><(2><0‘1§8870‘1932) ) x (2 —3.8)+0.1888 x (z — 3.8)% + 70‘19??5;2.1888 %
(x — 3.8)3

— Sy(x) = 0.848 622 — 3.623x — 0.05788z3 + 13. 69



iv) k=3
Ss(z) = 10+ (0.1 — 2x(2x(C0.1932) 10,071 97) ) X (2—6)—0.1932x (z—6)2 4+ LOLITHOL082 » (1 )3

= S3(x) = 7.401z — 0.988 722 + 0.044 2 23 — 8. 359

v) k=4
Sy(z) = 10.2+ (0.05 — 2X(2x0.07197-0.1697) ) X (1—8)+0.071 97 x (—8)24=0169T_0.0TLIT (5, g)3
= S4(z) = 1.03922 — 8.818z — 0.04028z> + 34. 89
vi) k=5
S5(x) =103+ (0.033 33 — 3x(2x(20.1697)10.5009) ) X (£—10)—0.169 7 x (z—10)2 4 &500940.1697
(x — 10)3
= S5(z) = 25.62z — 2.4052% + 0.074512% — 79.9
vii) k=6
Se(z) =10.4+ (1. 367 — 2x(2x0.5009-0.5007) ) X (z—13) +0.5009 x (z — 13)2 + =2:5007-0.5009 »
(x—13)3
— Sg(x) = 4.841 22 — 68.58z — 0.111 323 + 328.3
viii) k=7
So(z) = 14.5+ (0.25 — 2X(2x(-0.5007)+0.077 07) ) X (@ —16) — 0.5007 x (z — 16)2  LOTTOTL0.5007
(r —16)3
= S;(x) = 90. 84z — 5.123z2 + 0.096 3 2> — 522
ix) k=38
Ss(z) = 15+ (0.1333 — 3X(2x0.07707-0.03977) ) x (2= 18)+0.077 07 x (37— 18)? 4 =039 TT-0.07707
(x —18)3
= Ss(z) = 0.778 122 — 15.37x — 0.01298z3 + 115. 3
x) k=9
So(w) = 15.4+(0.025 — XEXCOITDIO0IND ) (5-21)—0.080 77 (3 21)° 4 L00LIL0.0077
(v —21)3
— So(x) = 6.201z — 0.249 3z% + 0.003325 23 — 35. 68
xi) k=10
Sio(z) = 15.5+ (_0.3 _ 5x(2x(0.000 13334)—0.163 7) )x(x—25)+0.000 133 4 x (z—25)2=0-163 73_3'5000 1334
(v —25)3
— Syo(z) = 0.819 322 — 20. 51z — 0.01092 2 + 186. 9
xii) k=11

Sii(x) = 14+ (_1. p — Sx(2x(0I63T)+0) ) X (x —30) — 0.1637 x (z — 30)2 4 LELIEBT o (5 30)3
— S11(x) = 33.53z — 0.982 222 4 0.0090942° — 353. 5



7) Finalmente, la spline cibica es:

8) Ahora, tabulando los datos de la parte inferior del escarabajo.Dada su forma, se interpolard por trazos

usando polinomios de 1° y 2° grado:

2 3 7 12 36
5 4 79 38 5

Tk
Yk

(=)

w flrg

P oun
8 8
NS

8
~——

T RN
IS

=
2

[=2]
AAAE\/—\A
—_ —

8

n 0
=T
=]
< 8 8 8

E

si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si

D) fole)=pU= 448D —7 4 — fi(a)=T—2

—4 (z—=7)(xz—12) +7.9 (z—3)(xz—12)

+3.8

@=3)(2=T) _ 9 9692 —0.199 422 —

i) fi(z) (3-7)(3-12) (7—3)(7—12)
2.969z —0.199 422 — 3.113

(12—=3)(12—7)

iii) fo(2) = 3.8 55k + 5 = 0.052 + 3.2 = fo(x) = 0.052 + 3.2
iv) Luego, esta funcién por trozos queda:
fO (x) si [2a 3}
fl@)=4 hlx) si [3,12]
fa(x) si [12,36]
Finalmente, el grafico de S(z) y f(z) es:
¥
1571
1257
mr
57T
54
3T
0 : i : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35
X
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4 Spline Toolbox en Matlab

Primero que todo se tienen que definir los puntos (z,y) que se utilizardn como datos para calcular las splines.
Por ejemplo:
x=(0:0.05:6); y=x.*cos(x."2);
plot(x,y,’-ob"); hold on;
Se calcula la spline sujeta para y = x cos(z?) con y/(0) = 1,4'(6) = 71.2801 mediante las instrucciones:
pp=csape(x,[1 y 71.2801],[1 1]);
La estructura "pp" contiene:

e Los 121 puntos x = 0,0.05,0.1, ..., 6 denominados por Matlab como "breaks"

e Los coeficientes de la Splines: "coefs

do co bo ag
dq C1 by ai
dy C2 bo az

dn—2 Cn—2 bn—2 Ap—2
dp—1 cpe1 bpo1 ap—

e La cantidad de intervalos: | = 120.
e El orden de las splines: k = 4.

e La dimensién de las splines: d = 1.

Para evaluar la spline "pp" en puntos distintos a los "breaks" se utilizan las instrucciones (por ejemplo):
xx=(0:0.01:6);
yy=fnval(pp,x);
Se pueden mostrar los detalles de la splines (coefs) mediante la instruccién:
[breaks,coefs,|,k,d] = unmkpp(pp);
Como también realizar operaciones sobre la estructura "pp" como por ejemplo derivarla e integrarla:
der _pp = fnder(pp);
der pp = fnder(pp,dorder);
int_pp = fnint(pp);
int_pp = fnint(pp,value);
Las funciones "fnder" y "fint" devuelven la derivada e integral de la spline en la forma "pp".
Finalmente, podemos graficamos la spline resultante sobre el grafico anterior, mediante:
plot(xx,yy,-r'); hold on;
O también:
fnplt(pp,-r');

11



Funcién y=x*cos(x2) vs Spline sujeta
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X

Otros comandos del Spline Toolbox en Matlab son:

1) spline: Interpolacién spline cibica con condiciones de frontera sujeta

)

3) csapi: Interpolacién spline ctibica con condiciones de frontera not-a-knot

4) cpapi: Interpolacién spline general (lineal, cuadratica, ctibica, cudrtica, etc).
)

5) csaps: Interpolacién spline cibica suavizante.
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