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1 Representaciéon Numeérica y Errores

1.1 Resumen de Materia
1. Representacién de nimeros enteros: p = E?:o aib® donde b=2,8,10y ay € {0,....,b — 1}
2. Representacién de numeros reales: x = +m-b* donde be N, z € Z, m € [0,1] NR

3. Representacién de punto flotante: z = £0.mima...m; - b* donde b € N, t € N\ {0}, z € Z, m; €
{0,....,b—1}

4. Representacién de mimeros reales en [0,1]: p =" ;27" donde o, € {0,1}

5. Representacién de punto flotante actual: z = (—1)*2¢~9(1 + m) donde s € {0,1} ¢ = 1023 z €
{0,1..2" — 1} m = mymy...ms2 con m; € {0,1}

6. Aproximacién en aritmética finita: Sea x = +0.mymo...mymyyq - b*.

(a) Al redondear x para una aritmetica finita de ¢ cifras significativas se obtiene:
i ¥ = 2£0mimg..my - b* si myqq < %
. z* = £0.myma...(my + 1) - b* sl myqq > g

(b) Al truncar x para una aritmetica finita de ¢ cifras significativas se obtiene:

1. 5 = :I:O.mlmg...mt - b*
7. Error Absoluto: E(z,z*) = |z — z*|

8. Error Relativo: Eg(z,z*) = %

9. Relacién entre punto flotante y un real: fi(z) = z(1 + J) donde ¢ puede ser cero, negativo o positivo.
§ es el error relativo y se cumple que |§] <5 x 107! donde ¢ es la cantidad de digitos significativos. El valor
eps =5 x 10~ es la precisién de la maquina .

10. Propagacion de errores: fl(z®y) = (z®y)(1+¢) para ® = +, —, %,/

Error suma: ¢, = —2-¢, + =

a ey

b

(
(b) Error resta: e, = —*-¢, — —L-¢,

(d) Error divisién: eq = e, — &y

o® y 0%

)
)

¢) Error multiplicacién: e, = €, + &,
)

(e) Error general: e = By 9aCo T T(ag) 3y v

11. Estabilidad: si los llamados ntimeros de condicionamiento p, = %‘% Y By = %g—i se pueden acotar

por constantes, entonces la secuencia de operaciones matemadticas es estable. En caso contrario, es inestable.
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1.2 Problemas

1. Considere una modificacién de la codificacién floating point inicial de 20 bits con los siguientes pardametros:
1 bit signo, 1 bit signo exponente, 7 bits exponente y 11 bits para la mantisa.

(a) De acuerdo a esta codificacién floating point determine el nimero real representado segun: 01101010111110001111
(b) De acuerdo a esta codificacion floating point determine la codificacién del nimero real: 56.715

(¢) De acuerdo a esta codificacién floating point determine el nimero real maximo, minimo y mds cercano
a cero

(d) Obtenga la codificacién actual floating point del siguiente nimero real: 0.975421

(e) Obtener el mimero real representado en la codificacién actual floating point:
000000001111111111100000...000000

2. Realice un andlisis de primer orden para determinar la propagacién de errores generados por las siguientes
operaciones matemadticas aplicadas a dos reales x e y:

(a) ¢(z,y) =e™¥
(b) ¢(x,y) = In(z* +y?)
(c) ¢(z,y) = z?y?
(d) ¢(x,y) = "

3. Sea una codificacién binaria floating point tipo inicial, donde el niimero real méximo representable es 263 —254,

(a) Explique cuantos bits son necesarios para implementar esta codificacién y como se distribuyen.
(b) Sea a = ajas...a, donde n es el nimeros de bits de la codificacién usada y sea
a:{ 1 sii=2jVi=1+4j,j e NU{0}
¢ 0 en otro caso
Obtenga el real representado por a

(c) Sea f(z) = ¢*”. Para una aritmética finita de 5 cifras significativas de redondeo, se sabe que f(0.5) =
1.2840.
i) Calcule el polinomio de Taylor de orden 4 de f(z) en torno a z¢ = 0.
ii) Calcule p4(0.5) con la misma aritmética.

iii) Represente f(0.5) y p4(0.5) segun la codificacién de punto flotante anterior. Calcule el error relativo
y segun esto concluya si ps(0.5) es 0 no una buena aproximacién de f(0.5)

o0 n

4. Sea la serie S = > k%.Denotemos por S, = > k% a la suma parcial n-ésima exacta, y por Z, la suma
k=1 k=1

parcial n-ésima calculada por el computador segin el algoritmo Z = Zx_1 ® (1 @ (k © k)). El error absoluto

estd dado por Egps = |S — Z,,|

(a) Utilizando la identidad S — Z, = S — Z,, + S,, — S, indique como el error se puede dividir en un error
de truncacién y en un error de redondeo. Determine su comportamiento cuando n — oo

(b) Se puede demostrar que Z, = S, + E,, donde E,, < cn, ¢ constante. También se puede demostrar que:

S ) < / f(2)da

k=n-+1

A partir de estos propuestos, determine una funcién g(n) que acote el error Eqps = |\S — Z,|.
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()

(d)

Encuentre un valor de n é6ptimo que minimice la suma de las cotas encontradas anteriormente. Estime
cuantos términos de la serie se deben sumar y cuantos digitos decimales correctos tendrd el resultado
calculado si ¢ = 4 x 10716,

Sea la funcién ¢(z,y) = g(x) x g(y). Haga un anélisis de propagacién de error de la funcién ¢(z,y).
Considere ¢ > 0.

5. Determinar un algoritmo para obtener la codificacién binaria de un nimero natural,otro para obtener la
codificacién diddica de un nimero entre [0, 1].

6. Usando los dos algoritmos anteriores, explique en forma algoritmica como codificar un nimero real cualquiera.
Aplique el algoritmo con x = 236.892 en codificacién FL de 32 bits.

7. Un grupo de ingenieros que trabajan en la NASA recibieron en su receptor atémico el siguiente cédigo binario:
01101010111110001111.Los ingenieros, quienes obtuvieron excelentes promedios en Calculo Numérico, creen
que se trata de algiin mensaje de extraterrestres, los cuales desesperados por saber que dicen, proponen la
siguiente codificacién de punto flotante: una modificacién de la codificaciéon floating point inicial de 19 bits
con los siguientes pardmetros: 1 bit signo, 1 bit signo exponente, 7 bits exponente y 11 bits para la mantisa.

(a)
(b)

()

Decodifique el mensaje de los extraterrestes

Los ingenieros creen saber lo que dicen, por lo que deciden mandan un mensaje utilizando la codificacién
anterior. El mensaje es 56.715, que es la respuesta a la pregunta fundamental del Universo. Los ingenieros
desean saber cual es la pregunta fundamental del Universo. Codifique el mensaje.

Luego de esperar un rato, y sin obtener respuesta alguna, uno de los ingenieros, el mds superticioso de
todos, cree que si manda algunos mensajes claves, los extraterrestes los tomaran en cuenta. Deciden
mandar los mensajes mas importantes de su codificacién: el méximo, el minimo y el méds cercano a
cero. Uno de los fisicos del lugar no sabia cuales eran estos numeros. Digale porfavor al fisico cuales son
aquellos nimeros.

Nuevamente sin respuesta, los ingenieros deciden ocupar la codificacién actual floating point para mandar
el siguiente mensaje: 0.97542, que corresponde al cuociente entre el dia solar y el dfa sideral. (Cualquier
coincidencia con la realidad, es solo coincidencia). Codifique el mensaje para ser enviado.

A los 32 segundos de ser enviado el mensaje, se obtiene respuesta de los extraterrestes. El mensaje
obtenido es el siguiente: 000000010001110101110001001100...00. Decodifique el mensaje

Al analizar el mensaje mandado por los extraterrestes, los ingenieros llegan a la conclusién que fue un
mensaje de guerra. Suponiendo que el mensaje fue recibido por los extraterrestes, y enviado inmediata-

mente de vuelta, y sabiendo que la velocidad de las ondas electromagnéticas es de ¢ = 300000 {%} .

8. Representaciéon Numerica

(a)

Considere una representacién floating point tipo inicial, donde el niimero real més cercano a cero es 2723,
Se sabe que la cantidad de bits de la mantisa es el doble que el nimero de bits usados en el exponente.

i) Explique cuantos bits son necesarios para implementar esta codificacién y como se distribuyen.

ii) Sea x = ajas...a, la representacion floating point de un nimero real, donde n es el nimeros de bits
utilizados por la codificacién y:

ar =1, ap=(ag—1+k)mod2, k=2..n

Determine el real representado por z.
iii) Calcule el real maximo representable en esta codificacién.
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(b) Cousidere la codificacién floating point actual de 32 bits de la forma:
fi(z) = (=1)°2°(1 +m)

donde s el bit de signo, z € [—126,127] el exponente y m la mantisa de 23 bits.
Suponga que se redondea un nimero x > 0 para llegar a su codificacién floating point.
i. Demuestre que:
-2 < x — fl(x) <2777

donde n es la cantidad de bits de la mantisa.
ii. Demuestre que x > 2% y que por lo tanto:

R LC
ol <

9. Aproximacién y Errores

(a) Determine la propagacion de errores de las siguientes operaciones matematicas:
i. ¢(z,y) =1+sin(z? +y?), z,y€0,1]
ii. ¢(z,y,2) = /Y2
Cuaéles de ellas son estables/inestables ? Fundamente su respuesta.

(b) Considere las siguientes aproximaciones numéricas de la derivada de una funcién a variable real f(x) en
un punto xo: (para h = 0)

df (zo) _ f(wo+h)— f(wo) df(xo) _ f(wo+h)— f(zo—h)

~

dv h dz 2h

i. Haga un andlisis de propagacién de error de la primera férmula con g5, = 0.
Obs: Si aparece w, aproximelo por f/ (x).

ii. Para una aritmética finita de 5 cifras significativas con redondeo, aproxime la derivada de f(z) =
zlnz en el punto ¢y = 10.125, usando la segunda férmula con h = 0.001. Compare este valor

aproximado con el valor exacto de la derivada. Calcule el error absoluto y relativo.

10. Dado que fi(x) = z(1 4 ¢),analice el error entre un real = y su aproximacién por redondeo y demuestre que
0] < % x b=t donde t es la cantidad de digitos significativos.

11. Un grupo de cientificos empezaron desde ya a prepararse para combatir una invacién extraterreste. Para
esto, compraron un misil atémico nuclear radioactivo, pero su costo fue de 10°°,por lo cual el gobierno
de los Estados Unidos solo pudo comprar uno. Como tienen una unica oportunidad de destruir al enemigo,
necesitan dispararlo con el menor error posible. Para esto construyen una méquina que, al ingresar la posicién
del enemigo en coordenadas x,y, esta dispara automdticamente el misil en esa coordenada. El equipo esta
discutiendo sobre el tipo de funcién que tenga esta méquina para disminuir el error:

(a) El fisico, por lo que sabe de matematicas, siempre ha sabido que la exponencial siempre se porta bien,
por lo que propone: ¢(z,y) = e*¥

(b) Uno de los ingenieros, al ver el resultado anterior, propone: ¢(x,y) = In(z? + y?)

(¢) Después de ver esto, el ingeniero con el mejor promedio de Célculo Numérico de su generacién, propone

dos funciones que asegura que funcionaran de forma similar:

Loo(z,y) = zy?
X

ii. ¢(z,y) = ;

(d) {Cuadl de las dos funciones anteriores usaria usted? Explique
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—opy— . L. . . .. .
12. Sea ¢(x,y) = (“_y)# Usando una aritmética finita de 6 cifras significativas con redondeo, calcule

¢(x,y) en = 0.000001, y = 1000

13. Sea S1 el sistema de codificacién de punto flotante tipo inicial con 5 bits de mantisa y 9 bits de exponente.
Sea S2 el sistema de codificacién de punto flotante tipo inicial con 6 bits de mantisa y 8 bits de exponente.
Compare ambos sistemas considerando:

Numero de bits de los sistemas

(a
(b

Nimeros méas grandes representables por los sistemas
(
(d

(e) Numeros de representaciones rebundantes del cero en los sistemas.

¢) Numeros mds cercanos al cero representables por los sistemas
) Menor diferencia entre un nimero y su consecutivo de los sistemas
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1.3 Respuestas

1. Codificacién

(a) Hagamos una tabla para determinar el nimero:

Mantisa
11110001111

Exponente
1010101

Signo Mantisa | Signo Exponente
0 1

i. Signo Mantisa: +

ii. Signo Exponente: —

iii. Exponente:1 x 26 +0x 2% +1x2* +0x 22 +1x224+0x2' +1x29=85

iv. Mantisa: 1x2 1 4+1x2241x2 3 4+1x2440x2%°4+0x204+0x2"+1x284+1x27%+
1x2710 41 %2711 =0.944824 21875

v. Niimero: +0.944 82421875 x 2785 = 2,442 313362 5642525496 x 10726

(b) El ntimero lo debemos pasar a notacién cientifica
56.715 = 0.56715 x 102
Luego observamos el exponente, y debemos buscar la potencia de 2 que més se parace, ie
102 ~ 2F = k ~ LlogQ 102J = |6.6438561897747246957| = k =6

0.56715 x 102 x g—z = 0.56715 x 12%2 x 26 = 0.56715 x 1.5625 x 26 = 0.886 171875 x 26
i. Signo Mantisa: +
ii. Signo Exponente: +
iii. Exponente: 6 =0x 27 +0x 26 +0x 25 +0x2* +0x 23 +1x22 +1x 2! +0 x 20
iv. Mantisa:
Vamos restando las potencias negativas de dos, de la mayor a la menor, siempre y cuando el resultado
sea positivo:

21 272 273 2-1 27°

1 1 1 0 0
0.886171875 | 0.386171875 | 0.136171875 | 0.011171875 | 0.011171875 0.011171875
2—6 2—7 2—8 2—9 2—10 2—11
0 1 0 1 1 0
0.011171875 | 0.003359375 | 0.003359375 | 0.001406 25 0.0004296875 | 0.000429 6875

= 11100010110
Signo Mantisa  Signo Exponente Exponente Mantisa
0 0 0000110 11100010110

(¢) Ntumero real maximo, minimo y mds cercano a cero

i.
ii.

iii.

iv.

2l 1

Real Maximo: 0 0 1111111 11111111111 = 27% x 2127 = 0.999 511 718 75 x 2'%7
2 -1 9127 — _.999511 71875 x 2127

Real Minimo: 1 0 1111111 11111111111 = — =55
Real M4s cercano a cero positivo: 0 1 1111111 00000000001 = 2711 x 27127
= 27138 = 2869859254 9372253613 x 10742

Real M4s cercano a cero negativo: 1 1 1111111 00000000001 = —2~11 x 27127
= —27138 = 2869859254 9372253613 x 10~42

(d) 0.975421 = 27=(1 + m)

i.
ii.
iii.

iv.

Escogemos z de manera que z — 1023 = —1 = z = 1022
Luego: m =2 x 0.975421 — 1 = 0.950842
La codificacién binaria de z = 1022 es: 01111111110

La codificacién binaria de m = 0.950842 es:
1111001101101010011000011001110110101001110010011001
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(e) 000000001111111111100000...000000

i. El mimero real es: = (—1)%2*71023(1 4 m)

ii. El signoes s =20

iii. El exponente es: z = 00000001111 = 23 +22 42! + 29 =84+ 4+ 2 + 1 = 15. Luego
z—c=15-1023 = —1008

iv. La mantisa es:
m = 111111100..00 = (1) + (1) + (1)’ + ()" + 1)’ + 1)+ (&)
m=Yr_ (1) =1- () =12 = 0.9921875

v. Finalmente: z = (—1)°271908(1 4 0.9921875)

2. Analisis de primer orden

T ok Y oP T

(2) €0 = G0y 920 T B(a) 9y Sy = o

ye e, + Lxe™e, = vy (e, + &) inestable

_ T 2z Yy 2y _ ngz—&-yzey .
(b) eo = m@2 1y 22126 T W@ ag?) 224526y = 2 TN T e inestable

(¢) ea = giz2ayes + Fz20%yey = 2(ex +€,) estable

z2y?
d) ep = L1 _¢ +y<—1xw)€ = 1 (e, —¢e,) estable
o AN AN 2 (5= e)

Y Yy

3. Codificacién binaria floating point tipo inicial, donde el mimero real maximo representable es 263 — 254,

4 P . . . . . m_ (2¢-1)
(a) Como el nimero real méximo representable en una codificacion binaria siempre es 22,,"1 X 2 ,

donde m es la cantidad de bits de la mantisa, y e la cantidad de bits del exponente, esto equivale a
2€¢ -1 (2¢=1)—m

2 -2 , queda un sistema:
(2¢-1)—m 2¢—1=163 e=6
2°-1)-m=54  m=9
Sumando el bit para el signo de la mantisa y el bit del signo del exponente, la codificacién necesita
2+ 649 =17 bits.

(b) Como son 17 bits, entonces

263 _ 951 — 9" 7' _ o

i. Numero en codificacion binaria: ¢ = ajasas...a;7 = 11011101110111011
ii. Numero real:
A. Signo Mantisa: —
Signo Exponente: —
Exponente: 0 x 2° +1x2*+1x 25 4+1x224+0x2'+1x2°=29
Mantisa:
Ix2 41 x2240x2 3 +1x27 4 +1x2 2 +1x204+0x27T+1x2841x27?
= 313 =0.865234375

E. Numero: a = — 313 x 2729 = —443 x 2738 = —1.611 624611 5416288376 x 10~°

(c) Polinomio de Taylor

oOaw

i pa(z) =1+2%+ ia?
ii. Se debe calcular con la aritmetica finita de 5 cifras con redondeo, entonces
% = 0.031 25, cumple la aritmética. Luego

pa(0.5) = 1+ (0.5)° + 1 (0.5)* = 1 +0.25 4 29625 — 125 4 0.031 25 = 1.28125,
reduciendo a 5 cifras con redondeo, queda p4(0.5) = 1.2813
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iii. En representacion de punto flotante quedan:
A. f(05)] 1.2840 = 0.642 x 2!

2-T [2°2[2% [27%[2752° 27 [ 275 [ 270
1 0 |1 0 [0 |1 0 [0 |0
0.642 | 0.142 0.017 0.001375
£(0.5) = 00 000001 101001000
B. 1.2813 = 0.64065 x 2!
21 2-2 [ 273 21275 [ 20 2=7 [ 275 [ 279
1 0 |1 0 [0 |1 0 [0 |0
0.64065 | 0.14065 0.015 65 0.000 025

p4(0.5) = 00 000001 101001000

C. Eyo = YO0 09 _ 00097 — 9 102803 7383177570093 x 103

La representacién de f(0.5) y de p4(0.5) en esta decodificacién es exactamente la misma, por lo que
quiere decir que la aproximacién, en terminos del punto flotante, es muy buena.

= 1
ZT

Eubs = |S - Zn| = |S_ Zn +Sn - Sn| = ‘S - Sn + Sn - Zn| < |S_ Sn| + ‘Sn - Zn|

El primer término corresponde al error de truncacion que tiende a cero cuando n — oo ya que la suma
parcial tiende a la serir. El segundo término corresponde al error de redondeo, que aumenta cuando
n — 00 , ya que al aumentar el nimero de operaciones se cometen més errores de redondeo.

IS = Zn| < |8 = Su| + S0 — Zn |<f Lde+C-n=-1"+C-n=2+4+C-n=g(n)

abs

ming(n)z;—i—C-n(:)d— n

(7) e
j—iz—i+0=0:>m o Amy = -
Pg 9150 —= U
TL_W_5X107
Eabs§l+C'n:\/7+%:2\/6:2\/4><10716:4X1078
E,. <4><108<4><10 _24X1078<10X1078

Lo que 1mphca que tendra 8 digitos decimales correctos.

o(z,y) = g(z) x g(y) = (2 + cz) (§+cy) =4 te my—f—C(ﬁ—F%)

_ 9¢ Yy 9¢
= ¢<fy) %% T S oy Sy

s (b4
A’y +C(ﬂc +y )+1

¢(w,y) = 7
z  0¢ __ ('2:r2y2+('(”c Y ) 1 1— 2 —9 1
Ted) 00— FEEATAT LT EEE T L () g

entonces 62$2y2+c(2m2+y2)+1 es acotada, ya que ¢ > 0 lo que implica que c?z2y% +c (x2 + yz) +1> 0Vz,y.

Ahora si no fuera acotada, entonces 3z,y tal que c2z? + ¢ (w +y ) + = = 0, pero

1
22
czx2+c(w ;rzy >+;2

v
2 2
z?2 >0, ¢ (w) >0y i > 0, entonces la tnica opcion seria que las tres fueran igual a cero, y
eligiendo z = 0 para que se cumpla la primera igualdad, la segunda se convierte en ¢, que por enunciado es
P ( 2 pe ) — es acotada, y la suma de expresiones acotadas es acotada,luego
c +c +-5

Y
se puede acotar (z ) ax De forma andloga se acota ¢(m y) Luego es estable.

> 0. Esto implica que
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5. Algoritmos

(a) Binaria(int x)
for k=0 To n

if (x es par){
a[k]=0;
x=x/2;

} else{
a[k]=1;
x=(x-1)/2;

}

end k

(b) Diadica(float x)
x=(int)x*(2"n);
for k=n To 1

if (x es par){
a[k]=0;
xX=x/2;

} else{
a[k]=1;
x=(x-1)/2;

}

end k
6. Codificacién nimero real

(a) Algoritmo
i. Determinar la notacién cientifica con la mantisa normalizada, es decir, m € [0, 1]

ii. Cambiar base 10 a base 2 dividiendo por potencia de 2 més cercana a la potencia de 10. Esta es
[log, (10%)]

iii. Recalcular la mantisa como m* = mx* 2“0;2%. Sim* < 0.5, entonces le restamos uno al exponente
y doblamos la mantisa, es decir,

[log,(10%)] = [log,(10%)] — 1
m*=2xm*

iv. Determinar codificacién binaria para el exponente y codificacion diddica para la mantisa.
(b) Aplicando el algoritmo a z = 236.892

i. r=236.892 = x = 0.236892 x 103
ii. [logy(10%)] = [9.965 784284662087 0436] = 10 => 2 = 0.236892 x ;%’ x 210
iii. m* = 0.236892 x ;%3 =0.23133984375 < 0.5
= m" =2 x0.23133984375 = 0.4626796875 < 0.5
= m* =2 x0.4626796875 = 0.925359 375
e=38
(¢) Codificacién binaria
i. Exponente: e = 8 = 0001000

ii. Mantisa: m = 0.925359 375
= m %223 = 0.925359 375 % 223 = 7762477.056 = 7762477

10



Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas Célculo Numérico

iii. Codificar la mantisa

7762477 77762‘5771 = 3881238 738812238 = 1940619 | 1970C19=1 31971 =970309 | U391 320971 = 485154
impar par impar impar par
1 0 1 1 0
I — 242577 | 2L — 121288 | L8 — 60644 | 052 = 30322 [ T = 15161
impar par par par impar
1 0 0 0 1
I8 = 7580 [ T80 = 3790 | 200 = 1895 | EH0—1 =947 | T — 473 | A1 = 236
par par impar impar impar par
0 0 1 1 1 0
B8 [ B8 =59 [P =20 [ EA =14 ]| F=7]FH=3[3H=1
par impar impar par impar | impar impar
0 1 1 0 1 1 1
iv. Codificacién: 0 0 0001000 11101100111001000101101
v. Mantisa:

Ix27 1 4+1x2241x2340x2%4+1x2%4+1x20640x274+0x284+1x294+1x2710
+1x27 1 4 0ox27 24 00x 2B 41 x2 M b x2 5 40x27 064 0x2717T+1x2718 1 x2719
F1x272041x2721 4 0x 272241 x 2723 =(0.925359368 324 279 785 16

vi. fl(x) = 0.925359 368 32427978516 x 2% = 236.891 998 291 015 62
7. Floating point

(a) 01101010111110001111
Signo Mantisa Signo Exponente Exponente Mantisa
0 1 1010101 11110001111
ii. Signo Mantisa: +
iii. Signo Exponente: —
iv. Exponente:1 x 26 +0x 2% +1x2* +0x 23 +1x224+0x2' +1x20=85
v. Mantisa: 1 x 271 +1x27 2 +1x2 3 +1x27 4 +0x 25 +0x2 6 +0x 277" +1x2 8 +1x279 +
1x 2710 41 x 2711 =0.944824 218 75
vi. Ndmero: +0.944 824 21875 x 2785 = 2.442 313 362 564 2525496 x 10~26
(b) 56.7615 = 0.56715 x 10% = 0.56715x 102 x %—2 = 0.56715x 12%2 x20 = 0.56715x 1.5625x 2% = 0.886 171 875
X 2
i. Signo Mantisa: +
ii. Signo Exponente: +
iii. Exponente: 6 =0x274+0x264+0x 254+ 0x2* +0x 22 +1x224+1x 21 +0x 20
iv. Mantisa:

21 272 273 2-1 27°

1 1 1 0 0
0.886171875 | 0.386171875 | 0.136171875 | 0.011171875 | 0.011171875 0.011171875
2—6 2—7 2—8 2—9 2—10 2—11
0 1 0 1 1 0
0.011171875 | 0.003359375 | 0.003359375 | 0.001406 25 0.0004296875 | 0.000429 6875
Signo Mantisa | Signo Exponente | Exponente Mantisa

v 0 0 0000110 11100010110
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(¢) Maximos y Minimos

i. Real Maximo: 0 0 1111111 11111111111 = 272 x 2127 = 0.999 511 718 75 x 2!%7

ii. Real Minimo: 10 1111111 11111111111 = — 251 x 2127 = —(0.999 511 718 75 x 227

iii. Real Mds cercano a cero positivo: 0 1 1111111 00000000001 = 2711 x 27127 = 2138 — 2 869 859 254
9372253613 x 1042

iv. Real Mds cercano a cero negativo: 1 1 1111111 00000000001 = —2711 x 27127 = _2-138 — _ 9
869 859 254 937 225361 3 x 1042

(d) 0.975421 = 27=<(1 + m)

i. Escogemos z de manera que z — 1023 = —1 = z = 1022
ii. Luego: m = 2 x 0.975421 — 1 = 0.950842
iii. La codificacién binaria de z = 1022 es: 01111111110
iv. La codificacién diddica de m = 0.950842 es: 1111001101101010011000011001110110101001110010011001
(e) Decodificar 0 0000001000 1110101110001001100...00
i. El nimero real es: z = (—1)%2771023(1 4 m)
ii. El signoes s=20
iii. El exponente es: z = 00000001000 = 23 = 8. Luego z — c = 8 — 1023 = —1015
iv. La mantisa es: m = 1110101110001001100...00 = (1) + ()" + ())* + (1) + (&) + (1)*+ (3)° +
(D7 + (1) + (1) = 0.920066 833496 093 75
v. Finalmente: z = (—1)°271015(1 + 0.92006)

8. codificacion binaria

(a) representacion floating point tipo inicial

i. Como el niimero real més cercano a cero representable en una codificacion binaria siempre es 27 x

2_(25_1), donde m es la cantidad de bits de la mantisa, y e la cantidad de bits del exponente, esto
equivale a 9 71)77", y como m = 2e queda un sistema:

g T g B IAM=A o g _gg €74
m = 2e m=2e=238
Sumando el bit para el signo de la mantisa y el bit del signo del exponente, la codificacién necesita
2+ 4 4 8 = 14 bits.
ii. Como son 14 bits, entonces
al 1
az (14+2)mod2=1
as  (14+3)mod2=0
as (0+4)mod2=0
a5 (0+5)mod2=1
(1+6)
(1+7)
(0+8)
(0+9)

ag 1+6)mod2=1
ary 14+7)mod2=0
as 0+8) mod2=0
ag 0+9)mod2=1

alp (1+10)mod2=1
a;1 (1+11)mod2=0
a2 (0+12)mod2=0
a13 (0 —+ 13) mod2 = 1
a1y (14+14)mod2 =1
Numero real: x =1 1 0011 00110011
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iii.

A. Signo Mantisa: —

B. Signo Exponente: —

C. Exponente:0 x 23 +0x 22 +1x2! +1x20=3

D. Mantisa: 0 x 271 +0x 272 4+1x2 3 4+1x2440x2 9 4+0x2 0 +1x274+1x28=
Ly 1oy 1 324164241 _ 51
8 T 16 T 128 T 256 256 256

E. Numero: x = —% x 273 = —% X é = —% = —0.024902 34375

El nimero real maximo representable en una codificacién binario tipo inicial es de la forma M =
(1—-27") x 22°=Y . Como m = 8 y e = 4, entonces
M = (1-278) x22"=1) = 215 _ 97 — 32640

(b) codificacién floating point actual

i.

ii.

9. Errores

(a) Estabilidad: e, =

i.

Dado un real x > 0, ese se pasa a base binaria, con una mantisa entre 1 y 2, es decir
x=2%(1+m"), conm” €[0,1).

Ahora, al aproximar queda de la forma fi(z) = 2*(1 +m)

Entonces, se puede hacer una transformacién de codificacién tipo actual a tipo inicial tomando

1+m*
2

14+m

=24 5 )

), = fl(z) = 277

en donde se cumple que la nueva mantisa es mayor que % y menor que 1, y ahora tiene n + 1 cifras
significativas. Se sabe que en la codificacién tipo inicial se tiene que

Erelz, fl(z)) < g x bt

donde b es la base y t es la cantidad de cifras significativas de la mantisa. Entondes en nuestro caso
Era(z, fl(z)) < 27+ — o=/l <2 = o — fi(w)] < 227D

— |I’ _ fl($)| < I27(n+1) _ 2z+1(l+Tm) X 27(n+1) < 92+l-n—1 _ 9z—n

= 2" < g — fl(x) <257

Como z =2*(1+m*), conm* € [0,1] = (1+m*) > 1=z =2*(1+m") > 2

= ;<3
Entonces, E,¢(x, fl(z)) = ‘z_’;l(z)l < 2:” < 2;" <27

_xz 9¢ _y 9¢
) 0w e T Glay) 9y v
¢(x,y) = 1 +sin(a? +y?)
g—i = cos(z? + y*)2z
99 — cos(z2 + y2)2y
_ _x 0¢ y 8¢ _ cos(z®+y?)2z? cos(z24y?)2y?
€6 = 3oy 025 T 3lo) 0y Y = Tremehy?) So T Them(a?Ty2) ¥
Como z,y € [0,1], entonces el errores se podria acotar por su mayor valor que tome en ese intervalo,
siempre y cuando exista. La tinica forma en que se indetermina es en el caso que 1+sin(z2+32) = 0,
que solo podrfa suceder si sin(z? + y?) = —1, que serfa cuando 22 + y*> = 3, pero como z,y €
[0,1], max(2?+y?)=2< 2L, lo cual es estable.

. 2] o) 2]
C (Y, 2) = \JTYZ; g = 7(#(1,?%2) %Em + 4 %574 + = £€z

(z,9,2) (2,y,2)
9¢ _ 1 /[UZ
or ~ 2 T
99 _ 1 [zz
9y — 2\ vy
9¢ _ 1 /Ty
0z ~ 2 z

_ __x 99 y 09 z 9. _ _x 1 [UZ y 1 Jzz z 1 /Ty
€6 = F(@y,2) 0w + P(@,y,2) oy S + F@,y,2) 0252 = Jayz2V z Ce + Vez 2\ y &y + Vzyz2V oz &z

= &4 =1(es+ey+&.), estable
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df(zo) ~,
(b) o) o

L fi(z) =
o) =

f(wo+h)—f(zo—h)
2h

bz, h) = f($+h})1—f(75)

f(z)

co =2 f(;v) s

¢1(x,h) = f(z + h)

f/(z+h) fr(z+h) _
€1 = T Fiqpy Co T NEayny € = T aTn) Co

$o(f(z + D), f( ) = flz+h) = f(z)

fr(e+h)

f(z+h) f/(.L-‘rh)

f(z) RG]

f(a+h) f _
F@th)—F@ <0 =

52:

Fath)—f@ ¥ flath) <¢ ~

fr(z+h)—fr(z)
= €27 Flarh)=

f(z)
f/($,h) = 3%hn
Efr =€2 —Ep =E2 =

Obs: Si se toma ¢(x h) =
! (r+h]3 £ ()

Fath)—f@°l ~
TEy

’ ’
f (@+th)=f (=)

1
_ [ (=)
TG —Fm L =
h

F (=)

f(ath)—f (@)
<r+h> @)
fath)—f(z)

TEy =

, entonces

" _ @
7o d @ =gy

Ex =

£ = T —T@ TEx,

llegando af mismo resultado.
ii. f(x)=xlnz, xo=10.125, h =0.001

df(xo) ~, f(moth)—f(zo=h)
dx 2h

A. fl(xo) =10.125

Fi(h) = 0.001

fl(zo + h) = £1(10.126) = 10.126

fl(In(10.126)) = f1(2.315106 373547717429 6) = 2.3151
fl(10 126 x 2.3151) = f1(23.4427026) = 23.443

zo — h) = f1(10.124) = 10.124

In(10.124)) = f1(2.314908 842 6828776198) = 2.3149
10.124 x 2.3149) = f1(23.436 047 6) = 23. 436
23.443 — 23.436) = f1(0.007) = 0.007

2 % 0.001) = £1(0.002) = 0.002

07) = fI(3.5) = 3.5

) Inz+1

£7(10.125) = In10.125 + 1 = 3. 315007 612 992 602 837 3
= fI(f1(10.125)) = 3.315

Eaps = |3.315 — 3.5 = 0.185

Ere = B350 = 0,055 806938 159 879336 35 < 5 x 107!
= tiene t=1 cifra significativa

fU(
fI(
FU(
fU(
f(
F(5o0s
fr(z

a; = £0.mima...my - b*

10. Sea x = +0.myma...mymyy 1 - b*. Luego fl(x) = { = +0.m1ma...(m
= . 1 Deee t

Aj41

— lz—ai| _
||

a;

x

E

r(x,a;)

(
( |z “;Trl‘
(
(

Qi41
xT

&

x a1+1) —1

a;) =
Eg(z, fl(x)) =

R

—t

E -b* +
§><b (t+1)
b*l

Er(z,a4,41) = z = = £0.myma...

r(z,a ar‘r;ul

Lxp= (D) p2

O.mlmg...mt(%)prl-bz -

|z— x(1+6)|

b
=10 < 2

11. Propagacién de errores

Fath)—F@) "

O e

T(a) E=

TEy

b —t
=3 x10

si
si

me+1 <
Mep1 =

NSRS

+1)-b°

:I:O.mlmz...

i

%)t+1

x bt

_ T oD 0P Ty Yy Ty _ : .
(a) €0 = 5079062 t gy 9y Sy = erv¥e Ven + Jrre™ey = xy (e + &) inestable
2 2
_ T 2x Yy 2y _ ez ty ey :
(b) co = In(z21y%) 22 +y2 2 + In(z24y%) 224925y — 2 @2y (@24 57) inestable
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(¢) Funciones estables

i. € = x2xy2 + xzyyz 2x2y5y =2 (e, + &) estable

€,) estable

3 —_x__ 1 Yy (1= 1 _
il. € = m2y\/%5$+ x( 2y2\/3)5y—2(51
Vy Yy

(d) Si se puede asegurar que x,y tengan el mismo signo se puede ocupar la segunda, siempre y cuando la
coordenada y no sea muy cercana a cero. En cambio, la primera férmula siempre andard bien, por lo
que la mejor eleccién serfa ¢(z,y) = x%y>

12, ¢(,y) = EE=p =20 0 (000001, y = 1000

(a
(b

) & +y = 1000.000001 = fI(z + ) = 1000
) (z +1)? = 1000000
(¢) zy = 0.001 = fl(xy) = 0.001
(d) y? = 1000000
) % = 0.000000000001
)

Primera forma

(e
(f
i, ((z+y)? - y?) — 2zy = (1000000 — 1000000) — 0.002 = —0.002

o (E+e)*—v*)—22y o002 _
1. z2 = 5.000000000001 — —2000000000.0

(g) Segunda forma

i. ((z +y)? - 2zy) — > = (1000000 — 0.002) — 1000000 = 1000000 — 1000000 = 0

((z+v)>—y*)—2zy 0 —0

11. z2 = 0.000000000001

13. Codificacion

(a) Ntumero de bits de los sistemas

i. Para S : 5 bits de mantisa
9 bits de exponente
1 bit de signo del exponente
1 bit de signo de mantisa
Entonces ocupa: 54 9+ 2 = 16 bits
ii. Para S5 : 6 bits de mantisa
8 bits de exponente
1 bit de signo del exponente
1 bit de signo de mantisa
Entonces ocupa: 6 + 8 + 2 = 16 bits

iii. = 57 y S ocupan la misma cantidad de bits para codificar
(b) Numeros mds grandes representables por los sistemas

i. Para Sy :

T1max = (1 — 277) x 2271 = 8L 5 9511 — 6,494 406 966 065 945 470 106 168 358 5 x 10153

ii. Para Sy :

Tamax = (1—276) x 22771 = 83 5 9235 — 5,699 141 892 149 156 493 503 884 418 4 x 107

iii. = 57 tiene un mayor rango que Ss, ya que el mayor numero representable en S; es mayor que el de

Sa

(¢) Numeros més cercanos al cero representables por los sistemas
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i. Para Sy : .
Tonin = 27° x 27271 = 27511=5 = 27516 — 4 661 462 957 000 129 214 556 853 3222 x 107156
ii. Para S5 :

iii.

Tomin = 276 x 27(2°=1) = 2-255-6 — 9-261 — 2 698802 673467 013 9454332349571 x 10~ 7
= 51 puede representar nimeros mucho més pequenos que Sy

(d) Menor diferencia entre un nimero y su consecutivo de los sistemas

i.

ii.

iii.

Para S :
T = S S€ epe1€eaeztygesCgereyg Mi1M21M3My4Ms
Tcon secutivo — S SE €0€1€2€3€E4E5EG6ETESY m1m2m3m4(m5 + 1)
A = |Zeon sec utivo — | = 0 se epereaeseqesegeres 00001
8
= A=2"°%x2% dondee= Y ¢,2"

k=0
Como estamos buscando el minimo A =se=1ye, =1

= Apin = 27° x 272 =1) = 2-511-5 — 9516 — 4 661462957 000 129 214 556 853 3222 x 10156
Para S5 :
T = § S€ €p€1€2€3€4€E5E6ET TN1IM2MMZINAM 5T
Tconsec utivo — S S€ €0€1€2€3€4€E5€6€7 m1m2m3m4m5(m6 + 1)
A = |Zeon sec utivo — | = 0 se egeresezeseseger 000001
7
= A=26x2% donde e = Y e,2F

k=0
Como estamos buscando el minimo A = se=1y e, =1

= Apin = 276 x 27(2°=1) = 2-255-6 — 9-261 — 9 6983802 673467 013 9454332349571 x 10~
=-La menor diferencia entre un nimero y su consecutivo de S; es menor que de Sy

(e) Representaciones rebundantes del cero en los sistemas

El nimero que tiene rebundancia en cualquier sistema tipo inicial es el 0, ya que si m = 0,entonces para
cualquier valor de s, se y e el numero codificado es el cero.

i.

ii.

iii.

Para S :
01 = s se epereaeseqeseseres 00000 Vs, se, e, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, 5 € {0,1}
=hay 2!! = 2048 representaciones rebundantes en el sistema

Para S5 :

02 = s se epereaeseqeseser 000000 Vs, se, eq, €1, e, €3, €4, €5, €6, €7 € {0,1}
=hay 2! = 1024 representaciones rebundantes en el sistema

= 57 tiene una mayor cantidad de representaciones rebundantes que S,
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2

2.1

1.

2.

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Resumen de Materia

Sist. de Ecs. Lineales: A7 = b donde A € Msn(R), be R™y & € R™ es incégnita

Proposicién: Dado un SEL cuadrado con A € R™*™, be R™, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) A es invertible
(b) det(A) #0
(¢) AZ = b tiene solucién 1 nica

n
Norma: La norma de C € R™*" es ||C]| = max Z |cij]
i=1...n
j=1
Error al perturbar un SEL:

ox — §A
(a) Perturbar A: H:J!Jrzila‘cl\ <Al A7Y| H

(b) Perturbar b: ”Héﬂfl\” < || AJ[|AY| %

Ntimero de condicionamiento: dada la matriz A, cond(A) = ||A| - [|[A7!|| y se cumple que cond(A) > 1

Ops: Es el numero de operaciones aritméticas de un algoritmo, y sirve para medir la eficiencia del algoritmo.

Método de Gauss: descomposiciéon LU, donde L es matriz triangular inferior invertible y U es matriz
triangular superior
apy  aly .. ay, a%(njtl)
ad, ad, o i i oal
(a) Se forma la matriz aumentada: AA(") = [A b] =2 = 2(n+1)
_a}ﬂ a”}LQ a'}tn : a’ib(n-ﬁ—l)_
[ 1 0 w07 i . T
2 2 2 2
_@ 10 . 0 aip iz - A1 o @Yy
a 1 .
. (1) ,@ 0 1 0 ) 0 a3, . oo ag( +1)
(b) Se multiplica por E\Y) =| 751, y se forma AAW) = "
— 1 .
i aaﬁl 0 0 .. 1] | 0 az, ... az, ai(nJrl)_
M1 0 0 01 aiy aif’Q a“fg ai’n : ai’(nﬂ)
0 0 3 3 : Soon 3
0 Ll 0 0 a3 ay; © o Oy
(¢) Semultiplica por E(?) = ‘.132 . | yse forma AA® = | a3, :
: Lo : .
0 %2 0 .. 1
L 22 . 3 1 3
L0 0 0 . oap, ¢ Gy

(d) Se repite de forma ansloga n — 1 veces, se obtiene Uy = AA™ = Er—Dpnr=2)pn=3) g g1 440
(e) Luego, Uy = [U un+J y E-VEn=2pr=3) pAEMN = -1 y se tiene A = LU
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(f) Finalmente, para despejar ¥, ya tenemos e sistema U & = L™1b, y como U es triangular superior, se
tiene un algoritmo de induccién en reversa:

Un(n+1)

Unn

i x, =

i, = uik Uk(nt1) — Z upjz; | k=(Mn—-1),..,1
j=k+1
(g) También se puede resolver de a forma: Az = b <= LUz = b <= Ly = bdonde y = Uz = Ux =
LYW= 2=U"'L"1

8. Algoritmo de Gauss:

For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To (n+1) // desde el pivote hasta el final de la fila, incluyendo al b=a[*,n+1]
ali,kl=ali,k]-(ali,jl/alj,jl)*alj,k]
End For k
End For i
End For j
x[n]=aln,n+1]/aln,n] // el elemento inicial
For k=(n-1) To 1 // la induccion en reversa
For j=(k+1) To n
alk,n+1]=alk,n+1]-alk,jl*x[j]
End For j
x[k]=alk,n+1]/alk,k]
Enf For k

9. Estratégias de pivoteo: En cada etapa de los dos métodos anteriores se supone el elemento pivote af, # 0.
Ahora, si aﬁk = 0, entonces esto puede ser solucionado cambiando la fila correspondiente. Puede ocurrir
también que el elemento pivote sea no nulo, pero cercano a cero, de tal manera que usando este elemento
como pivote se introduzcan errores que se propaguen a través de los cdlculos. Para salvar este inconveniente
introducimos el pivoteo parcial y completo.

(a) Pivoteo parcial: se permuta la ecuacién k con la ecuacién m de mayor pivote en médulo, |afnk| >

‘a;?k(vg' —k+41,.n

(b) Pivoteo completo: el elemento pivote es buscado entre las filas y las columnas superiores a k, y por lo
tanto deben cambiarse la fila m y la columna [ a la posicién k correspondiente. Notemos que cuando
cambiamos una columna, cambia el orden de las incégnitas, luego al terminar el proceso, debe tenerse
en cuenta este cambio: |afnl| > ‘afj‘ Vi, j=k+1,....n

10. Matriz de permutacién: Sea P(i,7),i # j la matriz identidad permutando su fila (o columna) 4 por la

er| filal
é}‘ lea )
fila (o columna) j., es decir P(i,j) = | : , en donde &, = [01 vo Ok—1 1 Ogy1 .. On].
€| filaj
1€n] filan

Entonces, para toda matriz A, x, se caumple que P(7,j) - A es la matriz A permutando la fila ¢ por la fila 7,
y A- P(i,7) es la matriz A permutando la columna ¢ por la columna j.
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11. Método de Gauss-Jordan: consiste en aplicar 2 veces la primera parte del método de Gauss, es decir:
triangularizar superior e inferiormente la matriz A: A ¥ =b= U = L 'b= D ¥ =b donde D es una
matriz diagonal y b es la columna resultante de la matriz aumentada.

12. Algoritmo de Gauss-Jordan:

For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To (n+l1) // desde el pivote hasta el final de la fila, incluyendo al b=al[*,n+1]
ali,k]l=ali,k]-(ali,jl/alj,jl)*alj,k]
End For k
End For i
End For j
For j=(n-1) To 1 // los n-1 pivotes de forma inversa
For i=(j+1) To 1 // restar a todas las filas arriba del pivote
For k=(n+1) To j // desde el final de la fila, incluyendo al b=a[*,n+1], hasta el pivote
ali,kl=ali,k]-(ali,jl/alj,jl)*alj,k]
End For k
End For i
End For j
For k=n To 1 // solo queda la diagonal
x[k]=alk,n+1]/alk,k]
Enf For k

13. Matriz Inversa:

(a) Se aplica el método de Gauss — Jordan al SEL aumentado con las columnas de la matriz identidad

(b) Se aplica el método de Gauss al SEL aumentado con las columnas de la matriz identidad

14. Determinante:

(a) Foérmula recursiva de Laplce: det(A) = Z(—l)”j a;jdet(A;;) Vi, A;j - Matriz cofactor ij de A, se obtiene
j=1
eliminando fila i y columna j

) Si todos los coeficientes de una fila o columna de A son ceros = det(A) =0
) Si dos o més filas o columnas de A son linealmente dependientes = det(A) =0
) Si se reemplaza la fila i por la fila j donde i # j entonces = det(Ar) = —det(A)
e) Si se reemplaza la fila i (Fii)por (Fi + AFj) donde i # j entonces = det(Al) = det(A)
) Si Ay B son dos matrices cuadradas de igual tamano: det(AB) = det(A)det(B)
) det(A?) = det(A)
)

Si A es invertible: det(A™!) = det#(A)

n
(i) Si A es una matriz triangular inferior, superior o diagonal: det(A) = H Akl
k=1

15. Método de Gauss para la determinante: det(A) = det(L)det(U) = det(U) = H Ukk
k=1
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2.2 Problemas
1. Dado el SEL:

1 1 1 1 1
1 2 -1 2 1
A= -1 1 2 3 b= 1
1 -1 1 -1 1

(a) Determine la descomposicién A = LU a través del método de Gauss.

(b) Resuelva el sistema de ecuaciones lineales Az = b utilizando la factorizaciéon A = LU.

(c) Calcule el det(A). Si det(A) # 0 calcule A~ mediante el método de Gauss-Jordan.
)

(d) Calcule cond(A). ;La matriz A estd bien o mal condicionada? Qué efecto tiene el condicionamiento
sobre la resolucién de otro SEL similar al definido en este problema.

2. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales, usando las estrategias de pivoteo completo y parcial,
usando una aritmetica finita de 4 cifras significativas con redondeo. Calcule el error relativo. Calcule cond(A).

0 1 1 T 1 T —6.125
-0.1 2 0.1] |yl =10 = |y| =1-0.375
1 3 6 z 1 z 1.375

3. Programe un algoritmo para obtener la descomposicién LU.
4. Programe un algoritmo que calcule la determinante usando el método de Gauss

5. Cuente el nimero de operaciones del algoritmo anterior y el de Laplace para calcular la determinante, y
compare.

6. Encuentre la determinante de la matriz:

1 11
B=1|1 2 3
1 3 6
mediante la férmula recursiva de Laplace y la factorizaciéon LU.
7. Considere el SEL:
ex+by = ¢

de+ey =
donde € =~ 0 en comparacién con los reales b, ¢, d, e, f.
(a) Resuelva el SEL (%) mediante el método de Gauss exacto. Determine primero y bajo el supuesto € a0

y luego el valor de z.

(b) Suponga ahora que:

f = d+e
c = €+b

Resuelva el sistema pivoteando en forma parcial mediante el método de Gauss exacto.
(¢) Por qué lsa soluciones del SEL son tan diferentes ? Explique en detalle.

(d) Repita los célculos de la parte ii) asignando valores a los pardmetros €, b, ¢, d, e, f. Resuelva ahora su SEL
sin pivotear y con aritmética finita de 3 cifras significativas con redondeo. Qué observa ? Explique los
resultados que obtuvo en detalle.

20



Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas Célculo Numérico

8. Cuente el nimero de operaciones de Gauss y Gauss-Jordan

9. Sea la matriz de Hilbert definida como H,, = [ﬁ]id:o’l_%_l.
(a) Resuelva el sistema H3Z = [1 1 1]T

(b) Resuelva el sistema anterior, pero cambiando la primera componente del lado derecho por 1.01

(c) Calcule Cond(Hs)
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2.3 Respuestas

1. SEL
(a) Descomposicion A = LU
1 o0 O] 1 1 1 1
g |t rooff1 o2 -1 2
|1 0o 1 o0|-1 1 2 3
-1 00 1J|1 -1 1 -1
1 0 o0 O]t 1 1 1
2|0 L 000 1 -2 1
0o —2 1 0|0 2 3 4
0o 2 0 1J]|0 -2 0 -2
(1 0 0 O]t 0 0 0] 1 1
(010 0[ 01 0 001
T |00 1 0[]0 0 1 0[]0 0
0 0 4 1] (0 0 0 1] [0 O
mo1 = —1 mgy =1 my = —1; mga= — 2 myo
1 0 0 0
1 1 0 0
E=1_1 2 1 o
4
1 -2 -%1
11 1 1
01 -2 1
— A3 —
U=A"=10 0 7 2
oo o &

(b) Resuelva el sistema de ecuaciones lineales

1 0 0 0][wm 1
B 1 1 0 0|l |1
Ly=bs= 11 95 1 o|l|wl ~ |1
1 -2 =2 1] |ua 1

1

0

y=1| 5

8

7
11 1 1] [n 1
B 01 =2 1| |aa| |0
Ve=y<="10 0 7 2| || | 2
00 0 38 |u g

$n:7un;::1)<:,>$4:1

o O o

=2;

1 1 1 1
0 1 -2 1]
0 2 3 4]
0 -2 0 -2
1 1 1

1 -2 1|

0o 7 2’
0 -4 0

1 11 1 1
i |01 -2 1
2‘001%
0 o0 o &
m43:%

n
op = [ Upgny — D umgms | k=(n—1),...,1

j=k+1

1. k‘:3<:>.’1?3:T;(yg—[U34.’174]):%(2—[2)(1]):0

il. k=2<= 29 = %22 (yz — [U23£L'3 + U24£L'4]) =

1

1

O0—=[(-2)x0+1x1))=-1

i, k=1<= 21 = 7= (y1 — [aa%s + wazws + uaaza]) = 1 (1 = [(-1) x 1+ 1x0+1x 1]) =1
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(c) det(A) = uir X ugy X ugg X tgg =1 x I x7x 2 =8

L, 1 1 1 1 1000
: 1 2 -1 2 0100
A= 1 2 3 00010
|t -1 1 -1 0001
R I S U U 1 1 1 1000 1 1 1 1 1 000
A7 |t troo0f{r 2 -1 20100 _0 1 -2 1 11200
1 010[|-1 1 2 3 0010 02 3 4 1 010
|-t o011 -1 1 -10001 |0 -2 0 -2 -1001
., [t -roo0jpr 1 1 1 1 000 [LO 3 0 2 -100
4 (0t 00pj0 1 -2 1 -1 100 _f01-21-11 00
' 0 -2 1 0/l0 2 3 4 1 010 00 7 2 3 -210
o 2 o100 2 0 -2 1001 |00 -4 0 -3 2 01
., [ro -=30]ftoo0o0]ft0o 3 0 2 -1 00 100 -¢ 2 -1 -3
A;I:0120010001—211100:010%—;§%
00 1 offoo0o foflo0 7 2 3 -210 001Z$—$7
0 0 4 1/[0 0 0 1|0 0 =4 0 =3 2 0 1 ooo0o & -2 & 2
., [roo 27 o0oo0oo0]fro0oo0 -2 2 -3z -2 0 1000 —5 3
A;12010—%01000101—£—%$%0:0100%‘—%
7] 001_70010001Z$_%70 0010 2 -3
ooo 1]0o0oo0 Zjlo0oo0 & -2 & 2 1 oo0oo01 -2 3
4 h 0
3 3 _1 _ U
At=r=\% 1 2 i
BT o
8 4 2 8

(d) cond(A) = ||A]| - ||A7}|| = max {4,6,7,4} - max {&,31 ¢ 201 —7.31 = 119 — 29 75 > 1
En consecuencia, la matriz A estd mal condicionada. Como la matriz estd mal condicionada, al pertur-
bar levemente sus coeficientes, se genera una gran alteracién de los resultados al resolver sistemas de
ecuaciones cuya matriz de coeficientes sea esta.
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2. Gauss - Tecnicas de pivoteo

(a) Pivoteo Completo

0 1 1 €T 1
—-0.1 2 01| |y| =10
1 3 6| |z 1
1 3 67 [«] 1]
= |-0.1 2 0.1] |y| =0
L0 1 1] |z 1]
(6 3 1 7 [7] 1]
= |01 2 —-0.1| [y| = |0
1 1 0 | |z 1]
(6 3 1 7 [7] 1]
= |01 2 —-0.1| [y| = |0
1 1 0 | |z 1]
6 3 1 z 1
= |0 1.95 —0.1167| |y| = |—1.667 x 10~2
0 05 —0.1667] |z 0.8333
(6.0 3 1 ][] [ 1
= |0 1.95 —0.1167| |y| = |—1.667 x 10~2
|0 05 —0.1667| |z] | 0.8333
(6.0 3 17 [Z] 1
= |0 1.95 —0.1167| |y| = |—0.01667
|0 0 —0.1368] |z] | 0.8376
— g = 0876 — 6,123
= y = =0.01667-0.1167x6.123 _ _() 375
— = 1+3><0.3g514;g.5123 =1.375
Ere = 39% =3.266 x 10~*
Pivoteo parcial
0 1 1 €T 1
-0.1 2 0.1 |y| =10
1 3 6| |z 1
1 3 67 [«] (1
— |-0.1 2 0.1] |y| = |0
L0 1 1] |z 1
1 3 67 [«] (1 0 o] [1
— |-0.1 2 0.1 |yl =101 1 0] |0
L0 1 1] |z [0 0 1] |1
1 3 61 [] 1.0]
= |0 2.3 07| |y| =101
0 117 1.0)
1 3 61 [] [1.0]
= |0 2.3 07| |y| =101
0 1 1] |#] 1.0}
[1.0 3.0 6.0 x 1.0
= (0.0 2.3 0.7 yl =] 01
00 0 06957] |z 0.956 5
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— 7 = 29565 _ 9 375

0.6957
— y = GI=L3T5x0T _ () 375
— 2 =1+3x0.375 —6 x 1.375 = —6.125
Ere =0
(¢) cond(A)
0 1 1
—0.1 2 0.1| =max{2,2.2,10} = 10
1 3 6
o 1 171" ~7.3125 1.875  1.1875
—01 2 0.1 =||-0.4375 0.625  0.0625 || = 10.375
1 3 6 1.4375  —0.625 —0.0625

cond(A) =10 x 10.375 =103.75 >> 1
3. Algoritmo LU

For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To n // desde el pivote hasta el final de la fila
ali,kl=ali,k]-(ali,jl/alj,jl)*alj,k]

End For k
L[i,jl=ali,jl/alj,j]l // copiar a la matriz L
End For i

For m=j To n // copiar a la matriz U
Ulj,ml=alj,m]
End For m
End For j

4. Determinante

det=al1,1]
For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To n // desde el pivote hasta el final de la fila
ali,kl=ali,k]-(ali,jl/alj,jl)*alj,k]
End For k
End For i
det=detx*al[j+1, j+1]
End For j

5. Operaciones

n—1 n n—1 n n—1

(8) Gauss: > > 3 8=3% 3 (n—j+1)=3% (n—j)n—j+1)

J=1i=j+1k=j j=1i=j+1 j=1
n—1
=3 n—jl+2n)+2+n2=3|(n—1)n —(1+2p)2n 4 2l=DCnZl) 4 () 1) p2
j=1

= O(n?)
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(b) Laplace: D(n) =n(2+ D(n — 1)) con la condicién inicial D(1)

D(n):2n—|—nD(n—1) | x &

Déf) =2+ D(Z D | se define Y(n) = Dn(ff)
Y(n)=-25:+Y(n-1) = Yn)=Y(1)+ Y o
k=2
A=A Y =Y i = D) =n" Y p
k=2 k=2 k=2
= O(n")

=0

Claramente la diferencia es extremadamente mucha, ya que el algoritmo de Gauss es de orden O(n?),

mientras que el algoritmo de Laplace es de orden O(

n™). Claro que para el caso n = 2, el algoritmo

de Laplace es mas rdpido que el algoritmo de Gauss, pero para n > 3, es més eficiente el algoritmo de

Gauss.

6. Calculemos el determinante primero por la formula de Laplace:
det(B) = 1-det(B) —1-det(B'?)+1-det(B*?) =1(2-6 -3-3) = 1(1-6-3-1)+1(1-3-2-1) =3-3+1=1

Encontremos ahora la descomposicion LU:

(1 0 o] 1 1 1] [1 1 1]
A== 1 of |1 2 =0 1 2
1=t 0 1] |1 3 6 0 2 5
(1 0 0] f1 1 1 [1 0 0]
A’=10 1 0|0 1 2[{=1(0 1 2|=U
0 52 110 2 5] [0 0 1]
1 0 O0l[1 00 1 0 0
Lt'=|0 1 0[|-1 1 0/=]|-1 1 0
0 -2 1| |-1 0 1 1 -2 1
3
Entonces, det(B) = det(U Hu”:1~1-1:1
7. SEL y errores
c | c
a
S T A
:‘y*J;:gZ:ii gg como e~0=y=¢

Luego, de la primera ecuacién:

_ _ c=by o c=bg
Sertby=cor="Tr—>=0

Por lo tanto, la soluciéon de SEL es:

()= ()

Notar que esta solucién es vélida Vb, c,d, e, f,e que cumplan que € ~

reales.

26
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(b)

En particular, escojamos:

f = d+e
c = e€+b

y resolvamos el SEL con pivoteo parcial, i.e. permutando las ecuaciones:

d e | fl _|d e | d+e
e b | ¢ |e b | e+b

N d e | d+e _|d e | d+e
0 b—S%e | (e+b)—5(d+e)] [0 b—S5e | b—ZSe
:>y:b_%e:1
b—%e

Reemplazando en la primera acuacién:
Sdrtey=d+e=a=94=<=1
Por lo tanto, la solucién del SEL (+) es :

x 1 1
()-0)# )
Al calcular la solucién del SEL (%) tomamos como pivote un nimero muy pequeilo, lo que causa mucha

disparidad en las magnitudes ¢ y f — gc introdujendo un error de redondeo que se propaga al despejar
y. Este error no se considera en el SEL (4) ya que tomamos como pivote el mayor niimero de la columna.

Consideremos el sistemas:

0.003z +59.1y = 59.103
529z 4+ 6.1y = 11.3

Para repetir los calculos realizados en la parte (it) antes de empezar a pivotear debemos permutar las
ecuaciones, obteniendo la siguiente matriz ampliada:

529 6.1 | 11.3
0.003 59.1 | 59.103

Nos damos cuenta que la solucién del sistema es :

z\ (1

y) 1
Si permutamos las filas y comenzamos a pivotear como en la parte (a) :
[0.003 59.1 | 59.103

529 6.1 | 11.3
0.003 59.1 | 59.103 _[o003 591 | 59.103
[ 0 61— 22591 | 11.3—0%209359.103]_[ 0  —104000 | —104000
= = =i -1

Luego, de la primera ecuacion:
= 0.003z 4 59.1y = 59.103 = z = 29-103-59.1 — ¢

Por lo tanto, la solucién de SEL es:

H-0-()
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8. Numero de Operaciones

(a)

Gauss

S5 Eomn e 0+ ( @i o)
_|_

J=1i=j+1 k=3 j=k+1

— (D, M, R) f((n—j—1+1)+(n+1—j+1)) + (D) n_l((R,M) (n—k—1+1)+ (D))
j=1 k=1
—(DMR2S (n—j+1) + (D) + RM) S (n—k) + (D)n—1)

j=1 k=1
= (D, M,R)2(n(n — 1) = "5 4 (n — 1)) + (D) + (R, M)(n(n—1) - ") + (D)(n—1)
= (D, M, R)(n(n— 1) +2(n — 1)) + (D)n + (R, M)""-1)
D=nn-1)+2n—1)+n=n%>+2n-2
M:n(n71)+2(n71)+”(" l)ffn +in -2
R:n(n—1)+2(n—1)+w Sn?+4in—2
Gauss-Jordan
n—1 n n+l
Z E Z}(D,M,R)
Jj=11i=j4+1 k=j

n n+1

9N S S DMR) + (D)n

j=1i=j+1k=j
=(D,M,R)2(n(n—1)+2(n—-1)) + (D)n
D= 2( m—=1)+2n—-1))+n=2n%+3n—4
M=2(nn-1)+2(n—-1))=2n%>+2n—4
R=2(n(n—-1)+2(n—1)) =2n%+2n—4
Contando el nimero total de operaciones:

i. Gauss: D+ M +R=n2%+2n— 2+3n2+ n—2+ n + n 2=4n’+3n—6
ii. Gauss-Jordan: D + M + R = 2n? +3n—4+2n +2n—4+2n +2n—4=6n%2+7n—12

n—1

£ 3 Swam + 30

i=j+1 k=j k=1

Se ve claramente que el algoritmo de Gauss es més eficiente que el algoritmo de Gauss-Jordan, pero
ambos algoritmos son de orden O(n?)
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9. Matriz de Hilbert

(a) Resolviendo el sistema

1

1

1

0+(%+1 0+%+1 0+%+1
Hy = THOHT THIFT 14240
240+1 24+1+1 242+1
1 1
111
1 1 1
2 3 1 1
1 1 1
3 1 3 1
— 1 1
1 o ol|! 2 3
= |- 1 0| |1 1 1
? 2 3 1
!
- 1 1 1
3 4 5
— 1 1
1 o o]|! 3 3
= |0 1 0 0 1 1
0 -5 1
L 12 14
0 % 5
_ - 1 1
10 -4t 3 3
— |0 1 -1 0 1 1
0 0 1
- “ oo 1
- - 1
1 L o]t 3 0
— |0 1 0 01 0
0 O 1
- “lo o1
3
—r=|-24
30
El sistema queda de la forma
1 1
IR S S N0}
1 1 1
2 3 1 1
1 1 1
3 1 3 1
— 1 1
1 o ol|! 2 3
= |- 1 0| |1 1 1
? 2 3 1
!
- 11 1
3 4 5
— 1 1
1 o o]l 3 3
= |0 1 0 0 1 1
0o -+ 1
L 12 14
0 % 5

Lol =
|00 00| =
O s | 00| =

1 1 1 3
1|=10 &5 &
1 0 & =
1 1 3
6= 10 1
2 00
1 1 30
6|=10 1 0
30 0 0 1
-9 100
—24] =10 1 0
30 00 1
1.01 1 3
1 {=0 &
1 0 5
1.01
12 % 0.495 | =
0.663 333

29
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o = N

1.01
0.495
0.663 333

= W=

=

180

1.01
5.94
0.168 333
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1.01 1

5.94 =10
180 x 0.168 333 0
~9.09 100
—24.36| = [0 1 0
30.3 00 1

-1

N NI
(SN
Lol =
N NI

r 17 1 1 1
1 0 —3 2 3
= (0 1 -1 01 1
0 0 1
) 0 0 1
- P FE
1 -1 0 2 0
= (0 1 0 1 0
0 0 1
) 0 0 1
3.09
= T = |—24.36
30.3
(c) Calculemos el nimero de condicionamiento
1 1 1
Cond(Hs3) = || | 1 i
3 1 5
=143+ 5|36+ 192 + 180 = 748

30

1.0 : -9.09

1 0 —24.36

0 1 : 303

3.09

—24.36

30.3

% 9 —36 30
7 -36 192 —180
£ 30 —180 180



Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas Célculo Numérico

3 Complementos de Sistemas de Ecuaciones

3.1 Resumen de Materia

1. Matriz tridiagonal: Una matriz A cuadrada es tridiagonal si sus coeficientes no nulos se ubican en las
diagonales principal y secundarias.

_all ai12 0 0 0 1
asy azx azz 0 0
0 aszxx aszz as 0
A= 0 0 Q43 Q44 0
L 0 0 0 An(n—1) OGnn|
2. Método de Crout para matrices tridiagonales: Una matriz tridiagonal puede ser factorizada A = LU
como:
_l11 0 0 0 0 1 _1 U2 0 0 0 1
121 122 0 0 0 0 1 u23 0 0
0 132 133 0 0 0 0 1 u34 0
=10 0 1y lu 0 U=lo 0 o 1 0
L0 0 . 0 Ipm-1) Ilnnl 0 0 0 0 ]

(a) Condicién Inicial

1. lll = all

. _ ais
11. U192 = T

(b) Parai=2,...,mn—1

Lo L) = ai@i-1)

. L = ag — liG—1)U(i-1)i
Q41
i w1y = %)

(c) Parai=mn

L. Zn(n—l) = Op(n—1)

ii. lnn = Qnn — ln(n—l)u(n—l)n
3. Algoritmo de Crout

L[1,1]=al1,1]

Ul1,2]=al1,11/ L[1,1]

For k=2 To (n-1)
L[k,k-1]=alk,k-1]
L[k,k]=alk,k]-L[k,k-1]1*U[k-1,k]
Ulk,k+1]=alk,k+1]/L[k,k]

End For k

L[n,n-1]=a[n,n-1]

L[n,n]l=aln,n]-L[n,n-1]1*U[n-1,n]
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4. Matriz Definida Positiva:

(a) Una matriz cuadrada A es definida positiva si y solo si: Z'AZ > 0 VZ € R"
(b) Teorema: Si A es definida positiva, entonces se cumple:

i. det(A) #0

il age, >0VE=1,....,n

1<
il mmex lak;| < max |ar]

iv. (aij)2 < ajaj; ViF#j
(c) Teorema: A es definida positiva si y solo si los determinantes de las matrices cofactores principales son
positivos: det(Agx) > 0VEk=1,...,n donde
a1 alk
Apr =
(0775} Akk

(d) Teorema: A es definida positiva si y solo si puede factorizarse como A = LL! donde L es una matriz
triangular inferior con l;; >0Vi=1,...,n.

5. Método de Cholesky:

(a) i = Va1
(b) Paraj=2,...,n lj =72

l11

(¢c) Parai=2,..,n—1yj=((+1),...,n

6. Algoritmo de Cholesky:

L[1,1]=sqrt(al1,1])
For j=2 To n
L[j,1]1=alj,11/L[1,1]
End For j
For k=2 To (n-1)
sum=0
For m=1 To (k-1)
sum=sum+L [k ,m] *L [k ,m]
End For m
L[k,k]=sqrt(alk,k]-sum)
For i=k+1 To n
sum=0
For m=1 To (k-1)
sum=sum+L [1,m] *L [k,m]

End For m
L[i,k]=(ali,k]-sum)/L[k, k]
End For i
End For k
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7. Método Iterativo:
(a) La idea es empezar con una aproximacién inicial #(®) a la solucién Z del sistema AZ = b, y generar una
. - o0 o
sucesién de vectores {x(k)} w—o due converge a T.
(b) La forma de los elementos de la sucesién es ZF+1) = f(z(*)
(¢) Los métodos més utilizados son del tipo f(Z*)) = BZ#*) + I donde B € R"*" y h € R"

8. Construyendo un Método Iterativo:

(a) Sean M y N € R™"*" tales que: M es invertibley A= M — N

(b) Az =b<= Mz =Nz +b<=z=M 'Nzx+ M1

(c) B=M"'Nyh=M""1
)

(d) Se puede descomponer A como A = diag(A) + low(A) + up(A) donde

i. diag(A);j = { aéj i; i;y matriz diagonal
ii. low(A);; = { aéj zz ; zi matriz triangular inferior

a;; st 1<j
iii. up(A)i; { 6] i 2'>:;'

9. Método de Jacobi:

matriz triangular superior

(a) se define M y N
i. M =diag(A)
ii. N=—[low(A)+ up(A)]
iti. B = —diag(A)~low(A) + up(A)]
iv. h=diag(A)~1b
(b) El vector de la iteracién k del método de Jacobi satisface la siguiente férmula iterativa:
aa Y + b,;)

10. Método de Gauss - Seidel:

(-5
JSZ(-k) _ J=1,j#%

1<i<n, k=123.

(a) se define M y N
i. M = [diag(A) + low(A)]
ii. N=—up(A)
iii. B = —[diag(A) + low(A)]™" [up(A)]
iv. h = [diag(A) + low(A)] " b
(b) El vector de la iteracién k del método de Gauss-Seidel satisface la siguiente férmula iterativa:

i—1 n
z; ) = > i 1<i<n, k=1,23..

[e27%)

11. Analisis de Error de los Métodos Iterativos: Si z(*) es la iteracién k de J o G-S y Az = b:
z—z® _ b—Ag(®)
s gy Ll

12. Polinomio caracteristico de A: p(\) = det(A — AI)

13. Valores propios de A: Si A € R"*"™ entonces las n raices de p()A) son los valores propios de A.

14. Vectores propios de A: Si A es un valor propio de A, y & # 0 cumple la propierdad que (A= X)Z =0,
entonces & es un vector propio de A asociado al valor propio A.
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15. Radio espectral de A:
(a) p(A) = max |A;| donde \; es un valor propio de A
(b) Proposiciones:

i, (4]l = p(AtA)}
it. p(4) < |||

16. Matriz convergente:
(a) Una matriz A es convergente si: kli_,IEO(Ak)ij =0Vi,j=1,...,n

(b) Las siguientes proposiciones son equivalente:

i. A es una matriz convergente

i lim (|45 =0
iii. p(A) < 1

iv. klim Az =0 Vz e R"

17. Relacién entre métodos iterativos y valores propios: si z¥ es la iteracién k de 2**1 = B2k + h y
Ax = b entonces

k

Para k — oo, —xH %p(B)kHaco—xH

Obs: Si los métodos anteriores convergen , entonces se cumple que 0 < p(Bgg) < p(By) <1

18. Método de la potencia: Sea la matriz A con los valores propios Aq, ..., A, y los vectores propios 71, ..., #(").
Supongamos que || > |[A;] 7 = 2,3,...,n. Sea & € R", entonces existen ﬁl,.. B,, tal que T = Z” L B, 7).
Si multiplicamos por A, obtenemos Ax = Z;.Lzl 6jA17(j) = Z 1B\ U, Si repetlmos k veces obtenemos

AFF = > i1 By )\kv(J) Si factorizamos por A; obtenemos AFZ = A} > 5= By (ﬁ) 7). Como |A\i| > |)],

k
limg 00 (i—i) =0Vj =2, ..nloque implica que limj_,o, A*Z = limj_, o0 )\’fﬁlﬁl. El problema de esto es

que si [A1] < 1 converge a cero, y si |A1| > 1 diverge. Para evitar esto, se utiliza un proceso de escalamiento.

19. Escalamiento en el método de la potencia:

(a) Primero se selecciona # como un vector unitario #(*) en relacién con |||, y una componente xpo) tal
—_ ||z
=1= Hx( )||Oo, de modo que §; # 0.

que ‘xpo

(b) Se define §1) = A7) y () = y{1) — Yo —

(4 B1 )\1U<1)+Zn 25 )\7%0) =\ |:51va +220- 2B7>\i é]o):|

MO 51Up0>+z ey oS AT, 605
- TSl . -
(c) Sea p; el menor entero tal que ‘yj(,{)‘ = H?j’(l)Hoo . Se define 96(1) = Y5y y se tiene que 955)11) =1= Hx(l) Hoo
Ypy
n A\ 2 .

(d) Se define §» = AZV) y u® = y2) = y,gjg ot ey | Al e s () o

P ( ) [ﬁl)‘lvl()ll)+27:2 BjXi U(J)}/y(l) ﬂlvm)+Z;‘ 2By (Aﬁj)véjl)
(e) Sea p2 el menor entero tal que yp =7 ) H

. #(2) ) 2(0) S
() Se define 79 = 5% — 42 _ 25 1 tiene e o] =2 = ]
P2 P2 P2 JP1
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(g) De modo semejante se definen las sucesiones {f(m)}:zo, {7 m)}:zl y {,u(m)}::l mediante:

i g(7rL) _ Af(m—l)

i (m) _,(m) _ B1U§71,)L71+Z?:2 B (%)mvlglfl
1. f — IPm-1 _)‘1 1) X\ ()
B1Vp,, 1+ Bj<ﬁ) Ubm—1

iii. pp, el menor entero tal que |y$™| = 7™
. =(m) _ g'(m) _Amz0)
iv. g =¥ = 4L

T T

(h) Se tiene que lim,, o (™ = Ay y lim,, oo 2™ = 71 donde H{;‘(UH - 1.
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3.2 Problemas

1. Dada la matriz tridiagonal A :

S ONl-= =
O Wl= ==
= = N= O
—= O O

(a) Determine su descomposicién LU
(b) Parab= (1 0 1 0 ) resuelva el SEL (A4,b) mediante el Método de Crout.

(¢) Es la matriz A definida positiva ? Si lo es determine su descomposicién de Cholesky.

2. Sea la matriz de Pascal:

e

|
— =
W N =
S W =

(a) Determine si es definida positiva

(b) Silo es, determine su descomposicién de Cholesky.

3. Sea el SEL definido por:

OO~ W
O = W
=W = O
W= oo
e

(a) Resuelva el SEL mediante el método de iterativo de Jacobi (5 iteraciones)
(b) Resuelva el SEL mediante el método iterativo de Gauss-Seidel (5 iteraciones)

(c) Compare las soluciones entregadas por los método iterativos con respecto a la solucién entregada por el

ﬁ 0.272727272727

) & 0.181818181818
método de Gauss: © = % 0181818181818
= 0.272727272727

Obs: ocupe #° =0

4. Dado el SEL:

4 2 0 1
A=12 4 2 b=1|1
0 2 4 1

(a) Métodos Directos:

i) Determine su descomposicién A = LU y resuelva el SEL utilizando esta factorizacion.
iii) Es A definida positiva ? Silo es, determine su factorizacién de Cholesky y resuelva el SEL utilizando
esta factorizacion.
(b) Métodos Iterativos:

i) Resuelva el SEL mediante el método Gauss-Seidel.
ii) Para el método SOR aplicado a matrices definidas positivas y tridiagonales, el valor 6ptimo de w
estd dado por:
w =

2
1++/1-p(Tg)

Donde p(T¢) es el radio espectral de la matriz del método de Gauss-Seidel Tg.
Calcule @ y resuelva el SEL mediante el método SOR para w.
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5. Encuentre la factorizacién de Crout de la matriz:

6. Analice la complejidad del algoritmo de Crout.
7. Analice la complejidad del algoritmo de Cholesky.

8. Sea la matriz A y el vector Z(®) dados, obtenga el mayor valor propio de A através del método de la potencia.

-4 14 0 1
A=1|-5 13 0 7= 1
-1 0 2 1

Obs: 6, 3, 2 son valores propios de A.

9. Coincidere un sistema AZ = b de n x n, con A definida positiva y tridiagonal.

(a) Calcule el nimero de operaciones al aplicar al sistema el método de Gauss-Seidel, si se hicieron k¢ g iteraciones.

Hint: Para esto, calcule de forma separa el niimero de operaciones para calcular [diag(A) + low(A)]*1 , B, E, y
de cada iteracién. Se cumple que [diag(A) + low(A)]™" es una matriz triangular inferior, up(A) tiene
n — 1 elementos distintos de cero y B tiene la forma de una matriz triangular inferior, pero quitando la
tltima columna y agregando como columna 0 una columna compuesta por puros ceros.

(b) Calcule el nimero de operaciones al aplicar el método de la potencia para calcular p(T¢) el radio espectral
de la matriz del método de Gauss-Seidel T con A definida positiva y tridiagonal, suponiendo que fueron
necesarias k, iteraciones.

(¢) Encuentre el nimero méximo de iteraciones ksor del método SOR aplicado al sistema, tomando @ =
ﬁ y calculando p(T¢) con el método de la potencia usando k, iteraciones, tal que el método

SOR sea maés eficiente que el método de Gauss-Seidel con kgg iteraciones.
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3.3 Respuestas
1. Matriz tridiagonal
(a) Descomposiciéon LU
ii=1
A. 111 = a1 = 1

H
R
N[

il 1=2

B. lpg = agy —lpyupg =1— 3 x § =3
1,4 _ 2
C’LLQgZ%_ng:g
iii. 1 =3
A lyy=az3 =1
_ — 1.2 _2
B. ls3 =ass —lsuz =1—35x5=3
C.un =2 =3 =
iv. 1 =4
A lis=as =1
_ — 13 _5
B. l44—a44—l43U34—1—2><4—8
1 0 0 0 1+ 00
3 300 01 20
— |2 U= ER
v L 0%%0’1] 00 1 2
5
o0 I s 00 0 1
(b) Método de Crout
1 0 0 0] [w 1
1 3
T RN S B EC I
O A ST I
b
Aylzﬁ:
_ba—wilos _ 2
By = e - g
ba—1ol: 1+2x1
C.ygzdlfgﬂz %2 )
_ ba—wslas _ —2X3 _ 8
D. ys = bigislus = 23 _ 8
1 3 0 0] [z 1
2 2
ii. 3 =
0 0 0 1f |=z4 —%
A.l’4:y4:—%
B. 23 =y3 —aquzg =2— (-8)3 =18
C.$2:y2—$3UQ3:—%—L56X%:—1—54
D. .’L‘lzyl—.’lﬁgulgzl— —15—4)%:%
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(¢) Descomposicién de Cholesky

i. det (All) =
det (AQQ) =

det (Asgz) =

det (A44) =

La matriz es definida

ii. Cholesky

_\/au
a1
l11

L= as
lll
aq1
lll
(1
1
2

L=|°
0
1
1 1

L=12 3%
0 3
10

2. Matriz de Pascal

1 1 1
P=11 2 3
1 3 6

(a) Definida positiva

=l

EICEgS
P

i. det (Pll) = ‘6| >0

ii. det (PQQ) = ’

iii. det (P33) =

2
3
1
1

1

1]=1>0
L 5] 3
2
1
R
0 3 1
1 1 00
11 5
o 11 1]=1w>0
2 | 2
0 0 35 1
positiva
0 0
2-1 )
az2 — Y (lag) 0
k=1
2—1
asz— Y laglok 3—1
= asz — > (I3k)
k=1
2—1 3—-1
as2— Y lalak ag3— Y larlsk
k=1 k=1
122 l:}d
0 0
12
1-(3) 0
2
3¢ 1— [0+ | ——2—
(1) V=
0-0 5—0-0
1-(3)* 1-[0)+(3)]

=
EO o O
&

3

6‘_3>0

1 1

2 3|=1>0
3 6

iv. La matriz de Pascal es definida positiva

2

4-1

Q44 — Z (l4k)2

k=1
0
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(b) Descomposicién de Cholesky

0

SN

w

S
-
&

3. Métodos Iterativos

(a) Jacobi

M=-D"YL+U)

O O O Ww
o O wo

[0
a0 |
0
r 1
0 7
ot = P
3
[0 0
0 -3
iii. 22 = |} _Ol
3
0 0
r 1
0 =
iv. .'173 = —Og 1
3
0 0
0 _Og
V. 1‘4 =1 3
0 -1
0 0
r 1
0 =
vi. .'175 = "3 1
0 -3
0 0
0.27984
_ 45 [019342
7 0.19342

0.27984

=

2—(7

— =
N = O

o O Ww o
o O = O
O = O =
— o =)o
o= OO
Wl W=

O W o O
w o O O
QO 0 |00 | =00 [ =

Wlw| =
—~

_ =

el
W=
o o

Lo |00 o 0o | =

e}
W=

| 00| 00| 00| =

[
| IS — |

W=
17

- O O OO

l je)
Wl
o o O

)
Wl

ODXO| O[O W

_—

Wl
1L
1T
1L
17

T 000 | 00 |00 = QO] 00| 00 | e =

=

| )
W= o
o o O

e}
W=

|ocoInzo oo

W=

ONKO| KO KON WO 0| 0| o]

1
Tro

o
o o O

Wl

l o

Wl
Wl
17
R
17
1
1

e}
W= o
o o O
[eelp el

—00
Qo=

W=
@M
w

QO [0 | L0 |00 Lol Lo | o | —wo)

N~
L

W=
T

T

N}

=~

o

= O O

o o
Wl
|
W © ©

Wl
o
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(b) Método de Gauss-Seidel

300 0 01 0 0 0 -2 0 0
1 300 0010 o i -1 9
i — -1y = — — 9 3
EM=—D+D7U==15 1 3 0| |00 0 1 0 % 5 -
0 0 1 3 0000 0 &£ -3 3
300 0]°'[1 é
.. _ 1 300 1 2
i. N=(D+L) b= 013 0 =12
00 1 3 1 %
iii. ¢t = Mak + N
zk 0 —3 0 0 ok % —375 + 3 $(1—ab
il (o 5§ -5 0 xh = Lok 1ok 2 B 5 (af — 325 +2)
=1 o 2 | |k AT s Skt T L3 Dk gak gk
zi 127 91 13 m% % 12752 +19~T£, 13$I:1+2207 %7(k -Tg;i‘ x?’k 3'«'4)
.Z‘4 O 31 — 37 9 $4 31 §$2 27373 —+ §.’134 + 31 31 (ZCQ — 3333 + 9.’1}4 + 20)
[0
A 20 = 8
0
0 -1 0 07 Jo 1 L
0 13 _1 0 0 i g
B. .131: 0 791 13 1 0 + E - E
I T 30 38
0 5 —% 5110 81 51
o -1 0 01Tk 1 7
0 13 _1 0 g g ﬁ
C. 22 = 0 2 a2 2=
o £ B |B] (B
L 81 27 9 1 L81 81 243
o -1 0 01 TZ 1 68
0 13 _1 0 ﬁ i ﬁ
D.at=10 % & i [®|+]2] =8
o £ TR (|B] |HE
L 81 27 9 4 L243 81 6561
I _1 0 0] [ 68 1 602
0 13 _1 0 ﬁ i ﬂ
Eoat= |0 % 2 i ||+ (2] =] 86
P R T 38 380
L 81 27 9 1 L6561 81 19683
0o -1 0 07 [ 8927 1 5383 0.273 48
0 PR 0 it 3 1385 0.18115
Foa?= g % o u| | 88|+ |2 = 389 0.18218
0 2T % 3| 538 36 111832 027261
L 81 27 9 4 L19683 81 531441 :
3 7 r68
PR
Yo%
i ]31 26483
(c) Erel(ng):||””‘h;wﬁJ||w 1 1243d e _ 2im = 3L 49524 x 102
J T1 11
oo ]21
iy
i
11
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3 5383

R il i

Ho-] 3398

ll#; —2gs |l T]?i %1{ gﬁ% 164 -3
Erel(xGS) ||:c ﬁs < = 3 < = 59049 — 2.7774 x 10

J i
]21
kS

1 oo

En consecuencia, puesto que el Error Relativo para la quinta iteracién, al aplicar el Método de Gauss-
Jacobi es casi un orden de magnitud mayor que si aplicamos Gauss-Seidel, podemos decir que la mejor
solucién es la entregada por este 1iltimo método.

4. SEL

(a) Métodos Directos

(4 2 0
i A= 12 4 2
0 2 4
[1 0 0] [4 2 0] [4 2 0
Al=1(-2 1 0| |2 4 2| =1]0 3 2
_—éOl__024_ 0 2 4
[1 0 0] [4 2 0] (4 2 0
A2=10 1 0|]|0 3 2|=1]0 3 2
0 -2 1]0 2 4 [0 0 %
4 2 0 1 0 0
=0 3 2 L=1]4 10
00 3 0 21
Definiendo UZ = ¥/ el sistema queda
[1 0 0 1] [ 1]
11 0|g=|1]|=7¢= é
621 [1) i
Resolviendo UZ = ¢/
(4 2 0 [ 1] 4]
03 2|&=|3|=7=]|0
oo 5] [ %]
ii. Es definida positiva si sus subdeterminantes son positivas
|4 >0
4 2
’0 3'_12>O
4 2
0 3 = 32 > 0 = es definida positiva
0 0

ol
S e
w

su
0 2 1
] 0 | |0 V3
0 0

g
=
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(b) Métodos Iterativos
i. Gauss-Seidel

4.0 0
M=-D+L)"'W=-1{2 4 0
0 2 4

coo

‘O.‘OOM—'»PM—'OMO
I

coo

|
—
|
1 O O N
=
[=2]

0 1
=M+ N=|0 L L1l |ak|+ % =
0 L1 xk =
B 8 4 3 16
0
2 =10
0
—~ l -
a1
ki
L 16
L 15 -
16
P=| 5
¥
L 32
= 32
32
PB=| L
12
— 64 e -
= 0.234375
7t = g%lt = | 0.015625
B | 0.2421875
% 0.2421875
7 = | = 0.0078125
= 0.246 093 75

ii. p(Tg) = iglle.t._.}il \/\l|_ donde \; es un valor propio de T
det(Tg — IN) =0

=157 =4-2V2=2(2-2) =1.171 572875253809 902 4
2

-2 -3 0
0 -2 =3 |=-N=0=XN=X=0AN=1L=p(T) =3
0 -1 I-X
— __ 2 _ 2
T 1/1-p(Te)  144/1-3
iii. Sor

P = (1-2)# + @ (M + N)

ok 0 —% 0 ok
A= (1-1.1715) |25 | + 11715 [ |0 5 —%| |5
33§ 0 —% i :c’§
z’f f%xlg +%
Pt = 01715 |2k | + 11715 | Lok — 1ok 4L
x’?f —%xlg + ixlg + %

—0.171 52% — 0.585 7525 + 0.292 875
0.121375 25 — 0.585 7525 + 0.146 4375
—0.146 437 525 + 0.121 375 25 + 0.219 656 25

i:k+1 —
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Iterando:

o

=0

o

0 0 -1 0
#=(1-1.1715) [0| +1.1715| |0 1
0 0
0.292 875
0.146 4375
0.219 656 25
0.292 875
0.146 4375
0.219 656 25
0.156 871171875
0.035547 703 125
0.224 8730859375
0.156 871171875
0.035 547703 125
0.224 8730859375
0.245 149526 917968 75
0.019 032692 378 906 25
0.241 744704 029 296 875
Hasta acd es necesario, es decir, 3 iteraciones

7L =1.1715

1
i
ki
16

:EQ

—0.1715 + 1.1715

—0.1715

8
|

0
+1.1715 | {0
0

5. Crout

5
=2
5

(a) Pasol: l3; = ay;

a12
11
Paso2: l21 = a21 = -2

log = azy — lyyuia =5 — (—2)(F) =2
_ —10
- 21

-y
o

U2 =

I33 = azz — I3auz3 = 5 — (=2)(=~)
-2 _ —42

__ Qa34 __
Usd =7, = 35

Paso3: I3y = agq4 = —2
I33 = azz — Ispuoz = 5 — (=2)(%°) =
5 0 0 0 1
-2 2 0 0 0

85
2 8 0
0

341
0 o0 -2 34

6. Analisis de Crout
n—1
ops=1+5>3 +2=3n-2)+3=3(n—-1)
i=2
= O(n) lineal

44

Sleontan

0 0.292 875
—11] 01464375
] ] 0.219656 25

+

N

% 0 0.156871 171875

% -3 0.035547703 125 +

5 |esootim =

_% % 0.224 8730859375
0 0

—10
== 0

21

T

0 1
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7. Analisis de Cholesky

Ops= /+ ZD-i— Zl

m=1

— J+(m-1)D + bl [(kl)(M,S) +
k=2
— /+(m=1)D +(M,9) N—1)+

k=2

= /+@m-1)D +(M,S9)

=,/(n—=1) + D(n— 1 4=

> (M, S) +

(R +

(R +

(VoR) (n=2) + (SSM) > > (k—=1) + (R
D=2 (L R) (n—2) + (S.M) Y (k—1)(n—k) +

)(n—2)) + R(n—2 + (n— 1)(n 2))

n k—1
S (z (5, 0)
1=k+1 \l=1

+ (R, D))}

n

>, (k=

i=k+1

(S, M) + (R, D))

n—1 n n—1
D) > (n—k)
k=2 i=k+1 k=2

= (R, D) &=0(=2)
r=2 ?

(5, M) 00D L (g 1)k — k)

k=2
— \/(nfl) + D(n(nfl)) + R(n(n71)72) + (S, M)((n71¥n72) + (n+1) (n72)2(n+1) 7n(n72)7(2n71)6(n71)n+1)
=/mn-1) + D(”(" Dy 4+ R(”(" D=2) 4 (s, M)(in® — In+1) / tomando todas las operaciones
=(n—-1) + ("(n2 1)) + (n(n 21) 2y 4+ (Ln3 %n—i— 1)==n +6n6—7n—6

= O(n?) cibico

8. Método de la Potencia

mo (7)) = (aztm )’

0

1 [10 8 1]

2 [7.2 5.4 —08]

3 [6.5 4.75 —1.222222]

4 [6.230766 4.499997 —1.376068]
5 [6.111108 4.388886 —1.4417]
6 [6.054548 4.336366 —1.47183
7 [6.027024 4.310808 —1.48619J
8 [6.013458 4.298211 —1.4931756]
9 [6.00671 4.291945 —1.496612
10 [6.00335 4.288825 —1.498314}
11 [6.00167 4.287265 —1.49916
12 [6.00083 4.286485 —1.49958}

Valor propio: 6.00083 ~ 6
Vector propio: [1 0.714 315 —0.249895]

ﬂ(m) t

WO =g (@) = E0)

I U T T
10 1 1 08 0.1]
7.2 11 075 —0.111111]
6.5 1 |1 0.730769 —0.188034]
6.230 766 1 |1 0722222 —0.220850]
6.111108 1 1 0718182 —0.235915|
6.054 548 1 [1 0716216 —0.243095]
6.027 024 1 [l 0.715247 —0.246 5878
6.013458 1 |1 0.714765 —0.248306]
6.006 71 1 |1 0.714525 —0.249157]
6.003 35 1 [1 0.714405 —0.249580
6.00167 1 1 0714345 —0.249790]
6.00083 1 [1 0714315 —0.249895]
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9. Analisis de los métodos iterativos

(a) Gauss-Seidel
i. Calcular [diag(A) 4 low(A)] ™"

aa 0 0 ... O
bg an 0
diag(A) +low(A)= |0 b3 a3z .. O
; L0
o .. 0 b, a,

primera fila: 0 x 1 + 1 ops

segunda fila: 1 x 1 + 2 ops

tercera fila: 2 x 1 + 3 ops

cuarta fila: 3 x 1 4+ 4 ops

= Yo (k= 1) + k) =n?
.. . —1 m n(n+1)—2
ii. calcular B = — [diag(A) + low(A)] " [up(A)] = Y p_, k = “rth=2
iii. calcular h = [diag(A) + low(A)] " b= S7_,(2k — 1) = n?
iv. iterar una vez x**! = Bk + h = Zz;ll 2k—1)+n=n? -—n+1
v. método con kgg iteraciones — n2+%+n2+ kcs (n2 —n+ 1) = %4’ kas (n2 —n+ 1)

(b) método de la potencia

i y™ = Tgam=1) — Y-l = nl)

m
i, o™ = yym =—=n
Pm
. . n(n—1) _ n(n+1)
ili. con k, iteraciones= ky(—5—= +n) = k,—5—
(¢) Sor

i. plantear sistema = n? + n(m—% +n? + k;p% +5= "(1+gn)+2 + k:pn(";l)

ii. iterar = n+n?—2+n+n+n=n?>+4n—2
iii. con ksor iteraciones = = "(1+g")+2 +k, "(n2+1) +ksor(4n +n? —2)
iv. comparar con Gauss-Seidel
nQom)t2 | gm0 4 kson(dn +n2 —2) < MR 4 poc (2 — 1)
2

n(1+gn)72+kcs(n27n+l)7n<1+gn)+2 “ky n(n2+1) B st(n 7n+1)7kp n(n2+1)72

= ksor < (4n+n2-2) - (4n+n2-2)
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4 Polinomios de Interpolacion
4.1 Resumen de Materia
1. Teorema de Weirstrass: Sea f:[a,b] — R continua. Ve > 0 Jp polinomio tal que Yz € [a,b] ,|f(z) — p(x)| <
€
2. Polinomio de Taylor: T,(z) =Y}, I )(,wo)( — xo)*
3. Error de Taylor: E,(z) = f((::i)(,f) (x — z0)" ! donde £ € [z, z0)
4. Polinomio de Lagrange: P,(z) =) . f(z;)Ly (x) donde L, ;(z) = (TE"L_;“(LS)((zf:j::gg:i_f;il))(“(L;"f;)n)
5. Error de Lagrange: E, (z) =III" (z — x;) ((::1))(,) donde ¢ € [a,b]
6. Cota de Error de Lagrange: |f(z) — P,(z)| < Mh™"! donde M = sup,¢(, 4 |f(”+1)(a:)| yh =max;>¢ |ziy1 — @
7. Polinomio Osculante: Dados zg,1,...,2, (n + 1) reales distintos en [a,b], mg, m1,...,m" (enteros no
negativos). El polinomio osculante es el polinomio de menor grado tal que %(xi) = g:—{(xi)Vk =0...m;,Vi =
0...n. El grado de este polinomio osculante es a lo mds M = >""" ;m; +n
8. Polinomio de Hermite: Ho,y1(z) = 1, f(:))Hpi(x) + S0 f (2:)H, i(x) donde
(2) Hyi(w) = (1= 2(z = 2i) Ly, 3(2)) L}, () Hyi(z) = (¢ = z) L}, (@)
(b) VZ', k = 0, 1...n Hmi(iﬂk) = 6ik H;%Z-(l‘k) = 0 FIM(xk) = O f{;m(l‘k) = 5ik
O n 2 f(2"+2)(§)
9. Error de Hermite: Fs,1;1(x) =1II" ((z — ;) oy donde £ € [a, D]
10. Polinomio de Newton: P,(z) =" ,a;N;(z) donde N;(z) =11} _(x —z) y @i = > p—p #&_%)
Obs: Si se agrega un punto x,ise cumple que Pp,11(2) = Py () + apnt1 Npy1(z)
11. Diferencias Divididas: f[zj..xm] = 37, w28 con flz;] = f(2;) v se cumple f [z...2m] =

i=k H;”:k,j;éi(mi_mj)
fleksi - zm]=flTr - @m_1]
Tm — Tk

(a‘) n(x): [ ]-‘r(.’l?—xn)f[l‘n,l,xn]—l—(x—xn) (-'L'_xn l)f[xn 25 Tn— 17xn]+ +HJ O($ xj)f[aroxn]
= flzo] + (x — o) [ w0, 21] + (7 — 20) (. — 21) f [T0, 1, T2] + ... + H]_o(z — 25) f [0...Tn]

f[xo 0] £ (o)
\W_./

n!

(b)

n+1 veces
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4.2 Problemas

1. Interpole la funcién sen(wz) dentro del intervalo [—1, 1] utilizando Lagrange en los puntos —1, —%,0, %, 1.
Acote el error de lagrange. Grafique sen(rz), Ly(z) y T5(x) (polinomio de Taylor)

2. Encuentre el polinomio de newton con los siguientes datos, y vea a que funcién se parece

iz f (1%')
0 -1 5
1 0 1
2 1 2
3 2 4
4 4 16

3. Dada la funcién f(z) = ﬁ, encuentre el polinomio de newton que interpole a f y a su derivada f’ en los
puntos 0, 1, 3.

4. Una fébrica de mermeladas de membrillo desea expandir su mercado, por lo que decide envasar la mermelada
en frascos que contengan 1 kilo de mermelada a temperatura ambiente (15°). Al preparar la mermelada,
esta puede alcanzar temperaturas cerca de las 80°C, por lo que aumenta su volumen, y luego al enfriar la
mermelada, esta diminuye su volumen, y el proceso de sellado obliga a la fdbrica a envasar la mermelada
calientita a 50°. La fabrica produce una mermelada normal y una dietética, con 40% y 15% de concentracién
de azucar respectivamente, las cuales la empresa ya conoce sus propiedades para el envasado. El cocinero jefe
ha creado una mermelada semi dietética con un 25% de concentracién de azucar. La fdbrica desea conocer el
volumen que tendrd la mermelada al momento de envasado, para disenar el tamano y la forma de los frascos,
y que volumen tandré a temperatura ambiente, para ver el material del frasco, para que soporte la diferencia
de presién. Para esto, se tienen los datos de las mermeladas normal y dietética, con 1 kilo cada una:

ToN\T° 5° 10° 20° 40° 80°
15 880 cc 950 cc 1030 cc 1080 cc 1250 cc
40 900 cc 1010 cc 1090 cc 1150 cc 1280 cc
5. La empresa Ferrari realiza pruebas de su nuevo modelo "Relampago McQueen", por lo que se han tomado
los siguientes datos:
Tiempo [s] 0 3 5

Velocidad [E™] 0 63 108

(a) Calcule la velocidad en funcién del tiempo.

(b) Aproxime la distancia en funcién del tiempo integrando el polinomio anterior.

(¢) Se midi6 la distancia de "Relampago McQueen" en ¢ = 7, y se agregé el dato que ha recorrido

% m. Determine el polinomio de Hermite que interpola distancia y velocidad del automovil,

(d) Calcule la velocidad en ¢t = 7.

6. Un automovil realiza un recorrido por una carretera aproximadamente recta, cronometrdndose su velocidad

en varios instantes, segin lo que se muestra en la tabla:

Tiempo [s] 0 |5 |10 15|20
Velocidad [%2] [ 30 | 60 | 50 | 70 | 40

(a) Determine el polinomio de Lagrange que interpola la velocidad del automévil en ¢ € [0, 20].

(b) Aproxime la distancia que ha recorrido el automévil integrando el polinomio de Lagrange que interpola
la velocidad del automévil en ¢ € [0, 20].

(¢) Utilizando los célculos realizados en (a) y (b), determine el polinomio de Hermite que interpola distancia
y velocidad del automévil en ¢ € [0, 20].
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7. Se desea interpolar la funcion de dos variables f(z,y) = sin(3(z? + y?)) y su gradiente V f(z,y), usando los

a

(c
d
(e

puntos zg = —1, 1 =0, 3 =1, yo =0, y; = 1. Para esto, siga los siguientes pasos:
Calcule el polinomio pg(z) que interpola la funcién f(z,0) y a %,
Calcule el polinomio p;(z) que interpola la funcién f(z,1) y a %
Calcule el polinomio go(z) que interpola a %Z’O)
Calcule el polinomio ¢;(x) que interpola a %@3’1)

(a)
(b)

)
(d)
)

(f)

Calcule los polinomios Lo(y) y L1 (y) para los puntos yo = 0, y; = 1. A partir de Lo(y) y L1(y), encuentre

los polinomios de Hermite Ho(y), Ho(y), H1(y) y H, (y). {Cuales son sus propiedades?

Encuentre el polinomio p(x,y), que interpola a f(x,y) y su gradiente V f(z,y) en los puntos dados, es

decir, p(z,y) = f(z,y) y Vp(z,y) = Vf(z,y), Vo = 20, 21,72 Yy = Y0, Y1

Hint: Suponga que p(z,y) = - v(@)u(y), usando p;(2), q;(), H;(y) v H;(y), j = 0,1

i=1
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4.3 Respuestas

1. Lagrange
v x; f(xz) ( )L?ﬂ»(gj))
1-‘1—% xz :1;—% (.L'—l)
0 -1 0 (—143)(—)(—1-1)(-1-1)
1 -1 -1 (@+1)z(z—1)(@—1)
2 CECa A
2 0 0 (@+1)(2+3) (2= 3) (2-1)
M) () D
3 1 1 (@+1)(c+4 )a(z—1)
2 IR
4 1 0 (@4 1) (43 ) (e 3)
) a+n(1+3)1(1-3)
Pa(a) = 0% Lao(w)+(~1)x (~4o + §a? + §

3 Sah) 40X Lyo(z)+1x (32 + 327 — 2% — S24) +0x Ly 4(2)

Py(z) =324 322 — 32° — Sat 4+ 2o — 822 — 223 4+ 80t = 80— 843

(5) - -
Bu(e) = Wofw — ) ol = (o4 1) (04 3) 2 (0 — ) (o~ 1) 75509 < 1 (3)° = 2o o 0,563

120

Rojo: Sen(wx)
Negro: Lagrange %x — 83

3
2. Newton
(i f(zi)  floi, i)
1 1-3 1-0.5 _
-1 L =05 L% o025
0 1 = =1 = =05
4-2 __ 6—2 _ 4
1 2 126714_ 2 -1~ 3
2 4 =tog
|4 16

Py(z) = flzo] + (& — o) f [wo, x1] + (& — o) (z — 21) f [wo, 21, 2] + ... + I} (z

P4(.Z')

P4(x):1+%x+%x2+%x3+4iox4

fl@i, Tig1, i) flTi, i1, Tivo, Tigs]  flai, Titl, Tit2, Tits, Tita]]
0.5-0.25 _ 1 >

14+ (@+1)05+(2+1)2025+ (z+Da(z— 1)L +(@+1)a@—1)(z-2)%

Rojo: Sen(wz)
Azul: Taylor 7z — %773x3 + ﬁ10ﬂ'5x5

24 12 _— 1

211 12 4+1 T 40
3—05 5
4—0 ~— 24

—z;)f [xo..-xn)

40
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y 2T
T
W
mT
T ; | |
-15 ] 1. 3 73
X

Rojo:Newton 1 + %x + % x2 + 3—10:163 + ﬁm‘l Verde: 27

3. Newton con derivadas

f'(x) = —ﬁ

[z flxi)  flzs, wiga] f[fﬂi,lmzurl, Tita]  flai, Tit1, Tit2, Tit3) [»Tlu o Tit4) Jcl[%71~-~7 Tits)]
oy -3+l _ 1 i-3 _ 1 —&+: 1 &1
0 1 f(O)——]. 12770—5 4175__1 ﬁ_liﬁ 52‘13766_ o
0 1 5-1 _ 1 —its _ 1 w1 1 ~sit1e _ 1
10 — 2 -0 ~ 1 3=0, — 16 3-0 64
1 11y 1 —:+i 1 -1 _ 1
Loy pm=-b g Ay
1 1 773 _ _ 1 “1etE 1
? 31 8 3-1 32
3 1 ') =—15
L3 4 i
Ps(z) =14z (-1)+2*; +22(x— 1) (-1) +22(z — 1)* L + 2% (z = 1)%(z = 3) (- &)
_ 55,2 31,3, 9.4 1.5
Ps(z) =1—a+ g7o° — g30° + 52" — 542
9Ps(xz) __ 55 93,.2 9.3 5 .4
9e . = 320~ @l t 167 gt 1
Rojo: —— Rojo: ——1—
T+1 ) @+
Azul: 1 -z + g—ixQ — £$3 + 69—4x4 — 6%11“5 Azul: derivada g—g:p — 2—23:2 + 19—6x3 — 5’—4:1:4 -1
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4. Newton

(a) Volumen en funcién de la temperatura

i. 15% Lagrange :

it V(t;) La(t) |
(t—10)(t—20) (t—40) (t—80)
5 880 (5—10)(5—20)(5—40)(5—80)
10 950 (t—5)(t—20)(t—40)(t—80)
(10— 5)810 20; 10— 408(10 80)
20 1030

(
) 5)(t—10 Et 40)(t—80)
(20—5)(20—10)(20—40)(20—80)
mwwu&%gg&
(

W NN =R O

t—20)(t—80)
10—20)(40—80)

14 80 1250 (80“3)5(8(5:18) 202020;(830)40)-

Pis(t) = S5 V(i) La,i(t)

= 880 IR + 950 s IO - 1030 ot O

(t—5)(t—10) (t—20) (t—80) (t—5)(t—10)(t—20) (t—40)
+1080 (40-5)(40—10)(40—20)(40-80) T 1250 (80—5)(80—10)(80—20)(80—40)

49274 1915 49742 157 43 53 44
= Pi5(t) = + t— 720"+ 165000 1260 000 ¢

ii. 40% Newton :

[t V() Vti, tiv1] V[titiso) V[ti...ti+3] . V[Qtsi...ti+4]

1010—900 __ 8—22 _ 14 T+ 23 16800 1050 _ 109
5 900 10—5 22 20—5 ~ 15 4% 51> — 1050 16852%751050 — 7 420000
10 1010 1090—1010 __ 8 3-8 _ 1 240+6 _ 41

20—10 40-10 — 6 80-10 — 16800
1150—1090 __ T3 1
20 1090 128%0_121050 71?; 80 20 240
40 1150 i = %

80—40
80 1280

P40( ) =900 4 22(¢t — 5) — 12 (¢t — 5)(t — 10)
+1055 (t = 5)(t = 10)(t — 20) — 35005 (¢ — 5)(¢ — 10)(t — 20)(t — 40)

_ 14932 3995 51742 139 43 109 44
= P40(t) + t 240t + 3360t 420000t
iil. Grafico:

¥

1001

10T

1000+

200 1

0 !jl:l :+|:| :h'l:l !Sl:l

Rojo : Py5(t) = 49 274 + lgélf’t - gg;tQ + 1%))57 ¢ — %%%%Soooﬁ

. _ 14 932 3995
Azul : Py(t) = + 5t — 530"+ 33600 420000754
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(b) Volumen en funcién de la concentracién a 15°

% V(%) Lo,
i |15 Pis(15) = S0 0
40 Py(15) = 3828 cIb
i, Vis(c) = 10?(?01875 105_—420 + 353?32655 400_—1155 = %C + 9?%882 '
= Vis(€) = "ous + 3530°

iii. V15(25) = 24237 = 1025. 407 738 095 238 095 2
iv. La mermelada tendrd un volumen de 1025.4 cc a temperatura ambiente

(¢) Volumen en funcién de la concentracién a 50°

% V(%) V{%;, %i41]

8769 7711
i. [15 Pi5(50) = 1L T -1~ _ 1058
40 Pyp(50) = 787:69 0= 17
il Vag(c) = 7L 4 1098, 15) — 1058, | 35381

=

7
— Vso(c) = 353%§ 108,

iii. V5o(25) = 208T = 1162.028 571428 5714286

iv. La mermelada calientita tendrd un volumen de 1162 cc en el envasado.

5. Hermite por Newton

(a) Velocidad
Tiempo [s] 0

3 5| | Tiempo[s] O 3 5
63 108]  |Velocidad [] 0

. k 63000 _ 35 108000 _
Velocidad [%*] 0 5600 = 5 3000 = 30
ti v(ts) ;)S[tiytijtl] ”2[5,“75;"“*2]
50 _ 3 T—-% _ 1
0 0 370 6 =0~ 12
3 35 30=% _ 25
2 5-3 — 4
5 30
= v(t) =0+ 32t + Lt(t —3) = Lt + L
(b) Distancia
[t _ [teer 142y _ 6742 | 143
d(t) = [yv)dt = [ (35t + 15t°) = 55t% + 35t
d(0) =0
d(3) = §73% + 553° = &
_ 67r2 4 1 g3 _ 5275
d(5) = 515" + 565" = 55
(c) Hermite
[ Tiempo[s] 0 3 5 7
Distancialm]| 0 % —5%5 1075267
| Velocidad [2] 0 3 30 ?
$-0 _ 23 -2 _ 1 3636 0-0
0 0 v(0) =0 350 = 8 50 = 36 o =0 5—0 =0
207 _ 69 35 __ 69 71 223 71 1 1 1 B 1 _9 . 1
0 0 3—0 8 50, 24 = 36 5o = 0 = 1008
3 207 v(3) =38 Se-P 23 FH-F 1 g o 1
237 A 28 s 7 53 T 36 73 144
3 207 72 8 _ 853 36— 227 8 > 1
8 5-3 36 i3, 2 7—3 18
5 w30 bRz
5 5215 oS v
72 75 1
7 10567
L 72
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d(t) = (5517 + 55t°) + =5 t>(t — 3)%(t — 5)?

_6641,2 11 ,3 47 44 1 45 1 46
— d(t) = 33550 Trat t 35280 11t + 7056t

Distancia

_ 6641, _ 11,2 | 47,3 _ 5 44 1 45
— v(t) = Ti76t — gsst T szt it Tt 1ivet

Velocidad

6641 11, , 4742 20 .3 5 44
= a(t) = 7776 — 30zt + 204t — zart T 1i7e!

Aceleracion
(d) Estimacion de la velocidad

_ 6641 1l U2, 4T U3 5 - 1 5 _ 5539 .
V(T =T X T— 5 X T +gga X 7" —qp X T+ 1775 X 77 = T35 ~43.96
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6. Lagrange y Hermite

(a) Velocidad:

[Em] = 1000[m] _ 10/m]
h 17 3600Ls] 7 36Lls
Usando Newton,
" U[l?] 25 F-% _5 —5-3 2 its _ 7 ~ T~z 1 _
0 30xg=7% ] -0~ "9 15-0 — 270 200 360
10_5 -2 _ 5 P+5 _ 1 “T55 _ _ _4
5 60xg5=75 jé)fff%_ 9 sfsﬁf? =% 205 — 135
10 _ 125 Y-8 10 -—3-% _ _ 5
10050 x 55 = ~5* 1015—117(1 =9 10 — 18
10 _ 175 -1 s
_20 40 X % - T h
V(t) = 22 + Z(; g (t —5) + g5t (t = 5) (t — 10) — 525t (t — 5) (t — 10)(¢ — 15)
— 3 4
V(t) =7+ T8t~ % 2+ 540t 360t
(b) Distan01a
= 2544 16652 111 1
{g 66‘?2 t + 2 108 4_ 35t : 150t — 3360t
D()_ t+216t +2160t _mt
ii. D(0) =
D(5) = 3%%;‘5 ~76.7
D(10) = ﬁf’ ~ 150
D(15) = %55 ~ 232
D(20) = 87120 ~ 324
(¢) Hermite
t[s] D[m] ]
25
0 0 V(o)=2 Y 0213-14 — (225 =0.0666+0.225 _ (158
0 T0_j53  E05_gg7y 0880218 _ (666 Q0462400666 _ (1] 3

0 5—-0
5 76.7 V(5) =%
5

5
4T (393 =0.16240.393 _ (0462 00686400462 — 0.002 02

3 10—-5
150—-76.7 __ 125 _14.7 0.502+40.162 0.0214—-0.0664 __
76.7 BGEIRT o147 Spielo 0162 MUEHIOZ - 00664 MO2ESR004 = 00045
125 5 o 0.609—0.502 —0.0818-0.0214
232—150 __ 82 5% _ —0.209-0.609 __ —0.2504+0.0818 __
10 150 282130 % g = 0600 SOZPSRO — 00818 DTS — 00168
75 T o —1.46+0.209 _
150282 V) =1 Sk = 0200 R0 = 0250
15 232 Sae2d2 %2 S = —1.46
20 324  vEo=w 7
(20 324 |
0.011130:0(50158 = —0.00045 —0.000 61159;‘60.000 45 _ —0.0000113 —0.00000?3;0—8.0000113 =6.07 % 10—7
0.002??:8.0113 = —0.000619 70.0006{’?1’8.000619 = —0.0000022 0.000017704;00.0000022 = 0.000 000995
—0.004 5:0.002 02 _ —0.000652 —0.000 33'07145).000652 =0.0000177 —0.000 01;6’1:;).0000177 = —92.35 x 10—6
—0. 010 3+0 0045 — 0 OOO 387 —0.000 g%t%.OOO 387 — 70000 0175
—0. 016 8+0 0103 __
| 00068100103 — _ 000 65
0.000 000 9;)65:(? 07x10~7 = 0.0000000194 —0.000 000 16725_70.000000 0194 __ —0.0000000093325
—2.35><10726—70.000000 995 _ —0.00000016725

H(t) = 0+2t+1.4t2—0.225 > (¢t —
—10)%(t — 15) +0.000 000 019 4% (¢ — 5)2(t — 10)?(¢ — 15)% — 0.000 000 009

10)2 4+6.07 x 10~ 72(¢t — 5)%(¢

5)+0.015 8t2(¢t—5)2—0.000 45¢2(t—5)2(t—10) —0.000 011 3t (t—5)2(t —

3325t%(t — 5)%(t — 10)%(t — 15)2(t — 20)
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7. Interpolacién en dos dimensiones

TX COS %77 (x2 + y2

Vi(x,y) = Ty cos I ($2+y2
(a) po(x) interpola a f(z,0) = sin(5z?) y a afgio) = mx cos(Fa?)
[z f(x,0) ]
-1 1 0 =1 _ 3 1+l _ 9 0=2 _ _1 o
1 1 -1 _ 1 Oi 1 E—O —12+—10 - _1
0+1 — 0T — _IH 1
0 0 0 5= o -2
0 0 1 =1
1 1 0
| 1 1

= po(z) =140z +1) =1z +1)2+2(z+1)%z — 1(z + 1)%22 = 222 — 24
(b) pi(x) interpola a f(z,1) =sin(3(z? +1)) y 6%2’1) =z cos 37 (22 + 1)

[z f(z,1) |
-1 0 ™ a=l-n S —r-2 22-1-1 0
-1 0 1-0 _ 1 0-1 _ 4 —14+1 _ 2om 11
A 7 =y =

A el =2

0 1 1-0 =-1 1-0 =1—-m

1 0 —m
10 ]
= pi(@)=0+7mz+1)+ (1 -m)(z+1)*+ (= 2)(z + 1)?z + (1 — §)(z + 1)%z?

(¢) qo(z) interpola a af(w 9 = 70 cos ir(z2+0) =0

= qo(z) =0
(d) ¢1(z) interpola a %@;’1) =mcos 37 (22 + 1)

Of(z,1)
Jy
-1 —T s _1’:1” = -7
0 0 -
1 -

= q@)=—7+n(z+1) —m(x+ 1z
(e) Lo(y) =1 — y polinomio de lagrange para y =0
Ly(y) = y polinomio de lagrange para y = 1
Ho(y) = (1 = 2(y = 0)(=1)) (1 — )’ =(1-y)*@y+1)
Ho(y) = (y=0)(1-y)* =y (1—y)°
(v)
) =

Hy(y) = (1-2(y - 1(1)y* =y* (3 - 2y)
Hi(y)=(y -y’ =y*(y—1)
Estos polinomios cumplen:

1 si j=3i
Hf(yi):{ 0 si j#i
M) {0 s j=i VA

Hiy)={ 0 si j=iVj#i

di;(y) _ ) 1 st g=1
0 si j#1

(£) p(e,y) = po(2)Ho(y) +p1(2)H1(y) + o(2)Ho(y) + a1 (2)Hi(y)
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5 Spline Cibica

5.1 Resumen de Materia

1. Spline Cubica: Esuna polinomio de tercer grado definida por trozos S(x) = {Sk(z) = € [zg, zx+1] k € {0.n — 1}}

y cumple
(a) Interpole: Si(xk) = yx n+1 restricciones
(b) Continua: Si_1(zx) = Sk(zk) n-1 restricciones
(c) 1° Derivada Continua: S, _,(z1) = S, (z) n-1 restricciones
(d) 2° Derivada Continua: S, _,(zx) = S, (zx) n-1 restricciones

2. Condiciones de Borde: Son 4n incégnitas y 4n-2 restricciones 4+ 2 condiciones de borde
(a) Spline Natural: S (z¢) =0, S" (z,) =0
(b) Spline Extremos Constantes: S (zo) = S (
(¢) Spline Valor Fijo: S”(z0) = a, S (#,) =8
(d) Spline Sujeta: S'(z0) = f (z0), S (xn) = f

3. Construccién de la Spline: se define my, = %7 hy = Tpq1 — ap, dy = y’“%;y’“, p = 3(dy —di_1) y
se resuelve el sistema matricial de n+1 incégnitas /
[1° fila condicién de borde 1] mo | [ po ]
ho 2(h0+h1) h1 0 0 mi H1
0 hq 2(h1 + ha) ho 0 0 ma Ho
0 0 ho 2(]12 +h3) hs 0 0 : :
. 0 0 . . . . —
: : : : : : 0 : :
0 0 0 3 0 hon—o 2(hp—2+hp_1) hp_1 M1 .
| N° fila condicién de borde ] M [

Ahora, se construye la Spline de la siguiente forma:
Sk(x) = Sko + Sk (x — ) + Ska(x — x1)? + Sk3(x — xx)®  donde
Sk0 = Yk Sk = di, — hk(gmik;mkﬂ) Sk2 = myg Sk,3 = T
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5.2 Problemas

1. Por las fuertes lluvias que se pronostican para el mes de Mayo, se desean hacer arreglos en la carretera Camino
Rural para evitar inundaciones, pero el maestro que diseno la carretera era de la Universidad del Barrio, y
perdi6 los planos. El gerente, desesperado, llama a un ingeniero amigo suyo, y le plantea el problema. El
ingeniero sabe muy bien que hacer. Le pide al gerente una tabla de datos tomados en los Portales de Peaje
que indiquen tiempo y posicién de un vehiculo. La tabla que el gerente le entrega es la siguiente:

t 0 3 5 8 11
z 0 225 383 623 1001
y 0 9 25 64 121
y 0 22

Haga lo que un ingeniero harfa.

Hint: Use Spline Cibica y Polinomio de Newton

2. Dibuje con Spline Cibica el contorno del lindo automovil rojo de la fotografia.

3. La empresa Ferrari realiza pruebas de su nuevo modelo "Relampago McKing", por lo que se han tomado los
siguientes datos:
Tiempo [s] 0 3 5
Velocidad [5™] 0 63 108
(a) Calcule la velocidad en funcién del tiempo.

(b) Aproxime la distancia en los puntos t =3 y t = 5.

4. Para la funcion:
f(@) = win(a)
(a) Determine la spline sujeta Sg(z) considerando los puntos de interpolacién equi-espaciados: xg = 1,21 =
2,.’52 = 3,373 =4.
(b) Cuales son los valores de extrapolacién que entregan estas splines en los puntos 1.5,2.5,3.5. Cudl es el
error relativo de la extrapolacién mediante spline sujeta ?
4 4
(¢) Aproxime / f(z)dz mediante / Sg(x)dz. Cudl es el error relativo de esta aproximacién mediante
1 1

spline sujeta ?

5. Un spline ctibico sujeto S de la funcién f en el intervalo [0, 2] estd definido por:

S(z) = So(x) =1+ box + 222 — 223 siz € [0,1]
W‘{ (@) = 1+ b —1)—d(@—1)2+ 7@ =17 sizelL2]

Aplicando las condiciones para determinar el spline S(x) obtenga f'(0) y f/(2).
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6. Interpolacion

El gasto de luz de la Sra. Raquel durante el ano 2005 y 2006 estd dado en el siguiente grafico:

350
200

250 1
200 1
E 150 1
100 4
50

o

‘Gr <0 (\
<59 ¥ @‘30@3‘3 quég,«“” \3@ 7 \x\"*‘\‘ \0 ¥
Q\

6@

Ella lleva con mucho orden sus gastos anuales, pero lamentablemente se le manché la informacién del ano
2005 y 2006, borrdandose la informacién de los meses de septiembre, octubre, diciembre, enero, marzo, mayo,
junio.

La Sra. Raquel nos pidi6 que la ayuddramos a encontrar los valores borrados. Para ello:

(a) Plantee el SEL para calcular la Spline Cubica que interpola los puntos en el gréfico. Resuélvalo mediante
el método de Crout. Cual spline conviene utilizar en este caso 7

(b) Determine la Spline Ciibica que interpola los puntos que se conocen.

(c) Encuentre el polinomio de interpolacién para los puntos del gréfico. Puede utilizar cualquiera de los
3 métodos que conoce (Vandermonde, Lagrange o Newton), pero explique su seleccién (considere que
tiene que hacer 7 evaluaciones del polinomio encontrado).

(d) Compare los polinomios interpolantes calculados en las partes anteriores sumando el gasto de los 12
meses de la Sra. Raquel. El gasto real anual es de 270kW, encuentre el error absoluto y relativo de
ambas interpolaciones. Comente.
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7. Para interpolar una funcién f(z) en los puntos (zo,yo), (1,41), (z2,y2) se utilizard una spline cuadratica
S(x) definida por:

[ So(z) = ag + bo(x — x0) + co(z — m0)* @ € [0, 21]
S(@) = { S(l)(x) = a? —i—b(l)(x — x?) + c(l)(x — x(l))z x € [m?,xg]

(a) Determine la cantidad de ecuaciones que se necesitan para obtener en forma tinica un spline cuadratico

que interpola los puntos (o, yo), (z1,y1), (T2, Yy2)-
Determine las condiciones que debe verificar el spline cuadratico.

(b) Determine las ecuaciones que debe verificar el spline cuadratico y construya un unico sistema lineal para
todos los coeficientes aj,b;, c; para j =0, 1.

(c) Calcule el spline cuadrético definido por los puntos (0,1),(1,2),(2,0). Para esto, construya la funcién
de Gauss-Seidel para resolver el sistema. Determine si el método converge. Resuelva el sistema lineal
mediante el método de Gauss-Seidel.

(d) Como puede calcular el error del spline cuadrédtico ? Explique en detalle.

(e) Compare el spline cuadratico calculado en (¢) con el polinomio de interpolacion de Lagrange con-
siderando:

i. Complejidad de construccién
ii. Errores de punto flotante

2
ili. Aproximacién de [ f(z)dz y %(m) en los puntos 0, 1,2. Compare los resultados si
0

2

f(:c)zl—i—sin%—%(x—l)

2
Obs: [ sin ™ dz ~ 0.343 415 678 363 698 242 20
0
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5.3 Respuestas

1. Primero se construiye un Spline cuibico S, (t) el cual depende de S;(t),i = 0,1,2,3, donde
S()(t) = SO’() + S()’l(t — 0) + S()’z(t . 0)2 + Soyg(t — 0)3 te

[0,3]
S (t) _ Sl(t) :51’0+Sl,1(t—3)+Sl,2(t—3)2+51’3(t—3)3 t e [3,5}
r Sg(t) = 5270 + 52)1(t - 5) + Sg)g(t - 5)2 + 5273(t — 5)3 te [5, 8}
Sg(t) = 3370 + Sg,l(t - 8) + 5372(15 - 8)2 + S373(t — 8)3 te [8, 10]
La matriz es
1°  Condicion de borde mo Lo
ho 2 (ho+ h1) hq 0 0] |m py =3 (d1 — do)
0 hy 2 (hl + h2) ho 0 Mo | = |y = 3 (dg — d1)
0 0 h2 2 (hg + hg) h3 ms3 H3 = 3 (d3 - dg)
2°  Condicion de borde my Ly

Los coeficientes son

ho=3-0=3 dy=23"=15
hi=5-3=2 dy =38:28 _79
hy=8—5=3 dy=5238 _g0

3 5o
hg=11-8=3 dz= 10062 — 196

Reemplazando en la matriz es

mo Ho
3 10 2 0 0] |my 12
0 2 10 3 0] |me| =13
0 0 3 12 3| |ms 138
my Hyq ]

C.B: Spline Natural

1 0 0 0 0] [mo 0 mo 0
310 2 0 0] [m 12 m 3
0 0 3 12 3| |ms 138 ms3 =
0 0 0 0 1) |mi |O] ma 0
Sk,0 = Yk Sk, = dg — w Sk,2 = mg Sk,3 = "g—E
So(t) = 0 + (75— W) (t—0)+0x (t—0)2+ LC(t—0)3 te0,3]
S (1) = 22 202x 57 - 229) 116 2, B % 3
- (1) = 5+(79—f)(t—3)+ﬁ(t—3) + TS (¢ 3) te[3,5]
T = __ 226 735 735 4 226
So(t) = 383 + <80 3R ) () (—29) (- 52+ BEE (5 te58)
Sa(t) = 623 + (126 - W) (t—8) + I35 x (t—8)2 + 50 (¢ — 8)° te 8, 11]
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4309 4 11643 if 0<tAt<3 5(0) =0
2z Bop Phye sy 3oy S03)=22
E 59 59 5 X . — —= 5(5) — 383
Sz(t) 44118, 54§§t2 L9813 167 267 f 5<iAfi<S
38 LT odBls | ossWls oy = S(8) =623
209542 364t — 2243 4 BB §f 8 <At <11 S(11) = 1001
Se(t)
17807 ~
1162 4 4300 if 0<tAt<3 D(0) = 57" ~ 73. 888
1208y 1714274 2422 4 3 <yAt<B D(3) = g, 17224
— 59 = = 1 9 ~
D, (t) = _15’866t+ Ub1y2 | 12116 F 5<tAf<S D(5) , 80. 328
8900, 5 o L %f < < D(8) = 1584 ~ 78,025
904 2542 364 if 8<tAt<I1l D(ll)—%é%%gwn oot
a5, (1)
D, (1) = =5
232 i 0<tAt<3 F(0)=0
_sa2y 1958 g 3 ypp<p F(3)_%“3'9322
= ) 6 - - F(5) = —22 ~ —7.661
Fa®) #t— 1086 i s<pat<s )
Uhoy 380y g oynp<n | FB) = 5 224915

ENO)
= T d?
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Luego, para la coordenada y hacemos una interpolacién de Newton

00 yg’((())):O % 0 0 0 0]
5 6435 =8 1513 ~ 00
oo 15164 =1 221 _ 0
8 64 s =19 5 =1
11 121 ¢/(11) =22
111 121 i
yt)=0+0xt+ 12 +0=1¢>
despejando t =t = |/y
reemplazando en S, (t)
4309\/’_’_116\/» lf OS\/g/\\/ggg
2422 629 1887 :
v+ \f——f if 3<UANVI<5
Se(t) = Sa(VY) = aaris 5a 5488 d61 167267 :
vy 77 y*177\[+531 - it 5<yANy<38

Moy siyy- o+ 88 it s< Jyayrs
transformando en una funcmn que depende de y :

—

1309 g LS i 0<yAy<O
= S:(y) = VU e o y3+% if 9<yAy<25
’ 4%71%6 y— Ty + s y3—167267 if 25<yAy<64

2695

SRR sy < i

Graficando en un plano xy se obtiene el plano pedido.

oot

5T

0 250 500 750 100
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2. Spline Cubica

(a) Primero, la toma de datos se realiza usando una grilla cuadriculada sobre la fotografia:

1 ¥ m e E

ie . £ 'y : 50,14}

Ok b3 4 B &

01 & @ 45 a 7B Y OIITIZLEILLREIE 17T 1% 19 2021 22 33 24 20 Ua 2T U W 3 41 34 43 39 45 b 37
(b) Luego, los datos se tabulan. Tabulemos los datos sel contorno superior

k0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xr 2 27 38 6 8 10 13 16 18 21 25 30 36

y 5 78 9 10 10.2 103 104 145 15 154 155 14 5

(¢) Ahora se calculan los elementos de la matriz:

hi = Tpir — xp, dp = P52 g = 3 (dy, — dy—1)
k0 1 2 3
hi 0.7 1.1 2.2 2
4y 25 —4 1212 15 02 _ 1
0. .1 11 2. 11 2 10
1 _ 96 5 12y __ 21 1 5\ 117
L 3x(F-4)=-1 3x(g-w=-1 3x(x 1)~ "1
k 4 5 6 7
hi 2 3 3 2
ds 01 _ 1 01 _ 1 41 _ a1 05 _ 1
2 20 3 30 43 i‘} 2
1 1y 3 1 1y 1 1 1 41 67
e 3% (35— 10) =30 3% (55— 29) =2 3X(—3)=4 3x(1-5)="x
ke 8 9 10 11
b 3 4 5 6
dy, 5= %=z 2= —§=-3
2 1 7 1 2 13 3 1 39 3 3 18
pr 3x(5—1)=-2 3x(w—15)=—1 3xCwm-—w)="2 3x(3+w)=-7%
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(d) Usando las condiciones de borde de la Spline Natural, ie, S" ()

valores, el sistema queda:

cCooc o000 C oo o5N~

molz ©

coococooococ oo og

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
4 0
18 5
5 22
0 0

O OO OO OO OO OO

—_

1

0, S (z,) = 0, y reemplazando

(f) Reesolviendo el sistema, y luego aproximando con 4 cifras significativas con redondeo

(g) Construyendo la Spline:
Sk(:c) = Sk,O + Sk,1($ — .’bk) + Sk)z(l' — xk)2 + Sk,g(x — :L'k)?’

0 0 00 0 0 0 O
L9 0 0 0 0 0 O
4 u 00 0 0 0 0
SR
42 2 0 0 0 0 0
0 2 8 2 0 0 0 0
0 0 2 10 3 0 0 O
0 0 0 3 12 3 0 0
0 0 0 0 3 10 2 0
0O 0 0 0 0 2 10 3
0o 0 0 0 0 0 3 14
0o 00 0 0 0 0 4
0O 000 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O
i 0 ] 0
110884 705 363

AT s
1185601804815 _0.1939
7908?38888 30242 ZE 12 4 0 07 1 9 7
PSRN | 0.5009
R S v _(') 5007
1136595583540 0.07707
14743857 645 809 0.039 77
THIET |0 0001334
B o

=k Sk =dp — w Sk,2 = My Sk3 = "
0 1 2 3 4 5 6
2 2.7 3.8 6 8 10 13
5 7.8 9 10 10.2 10.3 10.4
0.7 1.1 2.2 2 2 3 3
4 1.091 0.4545 0.1 0.05 0.03333 1.367
0 —2.482 0.1888 —-0.1932 0.07197 —-0.1697 0.5009
7 8 9 10 11 12
16 18 21 25 30 36
14.5 15 154 15.5 14 5
2 3 4 5 6
0.25 0.1333 0.025 —-0.3 —-1.5
—0.5007 0.07707 —-0.03977 0.0001334 —-0.1637 O
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i. k=0
So(z) =5+ (uM ) X (x—2) +0x (z —2)? + 248220 (5 — 2)3
= So(z) = 7.09122 — 9.604x — 1. 18223 + 5.297
ii. k=1
Si(z) = 7.8+ (1. 091 — L1xX(2x(22.482)40.1888) ) X (= 2.7) — 2.482 X (x — 2.7)? 4 0:188842.482
(z—2.7)3
— 5, (z) = 33.942 — 9. 03822 + 0.809 3z° — 33.9
iii. k=2
SQ(.’E) -9+ (04545 _ 242><(2><0.1§88—0.1932) ) > (.%' _ 38) +0.1888 x (.’L‘ _ 38)2 4 W %
(r —3.8)3
= Sy(x) = 0.848 622 — 3.623x — 0.05788z3 + 13. 69
iv. k=3

Ss(z) = 10+ (0.1 — 2x(2x(-0.1932)10.07197) ) X (—6) —0.1932 x (z — 6)% 4 QLOTLITEOL982 o (1 G)3
— S3(z) = 7.401z — 0.988 722 + 0.044 223 — 8.359
v. k=4

Sy(x) = 10.2+ (0.05 — 2x(2x0.071 970189 7) ) X (2—8)+0.071 97 x (zx —8)? 4 =C-LO9T=0.0TLIT (5 8)3
= S4(z) = 1.03922 — 8.818z — 0.04028z> + 34.89

vi. k=5
Ss(w) = 103+ (0.033 33 — 2XCXEOLDDTOI0D ) (5 10) 0,169 7 x (@ — 10)? 4 L20FEEIOT
(z —10)3
— S5(z) = 25. 62z — 2.4052% + 0.0745123 — 79.9

vii. k=6

Se(z) = 10.4+(1.367 — 3X(2x0:5009-0-5007) )><(a:—13)+0.5009><(m—13)2+Wx(x—13)3
— Se(z) = 4.841 22 — 68.582 — 0.111 323 + 328.3

viii. 1;7(337) e (0.25 3 2X(2x(—0.50§7)+0.07707) ) X (1 —16) — 0.5007 x (x — 16)? 4 LUTTOTHO.5007
(x —16)3
— S:(z) = 90.84z — 5.12322 + 0.096 323 — 522
ix. k=8
Sg(x) = 15+ (0.1333 — 2x(2x0.077 970089 77) ) X (2 —18) +0.077 07 x (z — 18)? 4 =003977=0.07707
(z —18)3
= Ss(z) = 0.778 122 — 15. 372 — 0.01298z3 + 115.3
X. ];9(93 TN (0.025 B 4><(2><(—0.039;7)+0.000 1334) )x(w—21)—0.039 77X($_21)2+WX
(x —21)3
— Sg(x) = 6.201z — 0.249 32> + 0.003325 23 — 35. 68
xi. k=10
Sio(z) = 15.5+ (_0.3 _ 5x(2x(0.000 13334)—0.163 7) )x(m—25)+0.000 1334x($_25)2+—0.16373—3.5000 1334 o
(x — 25)3
= Sio(z) = 0.819 322 — 20. 51z — 0.01092 3 + 186.9
xii. k=11
Sii(z) =14 + (—1. 5 — SX(2x(-0.1637)+0) ) X (z = 30) — 0.1637 x (z — 30)2 + CHLI63T o (5 30)3

= 541 (x) = 33.53z — 0.982 222 + 0.0090942° — 353.5
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(h) Luego, la Spline Ciibica es
So(x) if 2<zAx<27
() if 2.7<zAz<38
o(x) if 38<zAz<6
) if 6<zAxz<8
Sy(z) i 8<zAz<10
Ss(x) if 10<zAz<13
Se(x) if 13<zAz<16
Sr(z) if 16<zAz<18
Sg(x) if 18<zAnxz<21
So(z) if 21<zAz<25
() if 30<zAz<36

(i) Ahora, tabulando los datos de la parte inferior del escarabajo, interpolemos por trazos usando polinomios
de 1° y 2° grado:
z 2 3 7 12 36
y b 4 79 38 5

() folw) =5G=3 +455 =7~
= folz)=T7T—2
_ g (z=7)(z—12) (z—3)(z—12) (z—3)(z—7) __
= fi(z) =2.969z — 0.199 422 — 3.113

(1) folz) = 385200 + 512 — 0.052 + 3.2

= fa(z) = 0.052 4 3.2

(m) Luego, esta funcién por trozos es:
folx) if 2<zAx<3
f(z) = fi(z) if 3<zAz<12
folz) if 12<zAz<36

(n) Finalmente, el grafico de S(z) y f(x) es:

15T
1257

T
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3. Relampago McKing
Tiempo [s] 0 3 5 } B [ Tiempo [s] 0 3 5

Velocidad [5™] 0 63 108

(a)

: m 63000 _ 35 108000
Velocidad ["*] 0 %0 =% “3600° = 90

Usemos interpolacién de Lagrange
ti v(ti) vt tip] [t oty

00 =R e
=k

5 30

:>v(t):0+ﬁt+ﬁt(t—3)=ﬂt+it2
:fot” fo 67tJr 1t2 67t2+%t3

d(0) =0

d(3) = 5732 4 3% = 20T = 25.875

d(5) = §55% + 555° = 53% ~ 73.264
Usemos interpolacion con Spline Cuadratica
g =0, z1 =3, xo =5

f(xo) =0, f(z1) = ﬁ*” 5, f(z2) =30

1 0 0 0 0 0 ag f(zo)
1 (.131 — .230) (.1‘1 — $0)2 0 0 0 bo f(ﬂ?l)
0 0 0 1 (ze—ax1) (m2—x1)?| |co| _ | f(z2)
1 (.’51 — .’ﬂo) ((L’l — 1'0)2 -1 0 0 ay - 0
0 1 2(xy —x9) O -1 0 b1 0
10 0 2 0 0 —2 c1 0
1 0 0 0 0 0 ag 0
1 3 9 0 0 0 bo 17.5
0 0 0 1 2 4 co| | 30
1 3 9 -1 0 0 ar| 0
016 0 -1 0 b1 0
0 0 2 0 0 -2| | 0
pero ag = f(zg) =0y a1 = f(x1) =17.5
3 9 0 0 bo 17.5 17.5
- 00 2 4 co| _ [30—-17.5] [12.5
1 6 -1 0 by 0 0
_() 2 0 =2| |« 0 0
pero ¢y = €1
[3 9 07 [bo [17.
= |0 4 2 co| = [12.5
_1 6 —1| |b; i 0
Resolviendo
bo 5.583 3
co| = 18.3333 x 1072
b1 6.083 3

Luego, Sj(z) = a;j + bj(z — z;) + ¢j(z — x;)?

So(z) = 5.583 3z + 8.3333 x 1022

S1(z) =175+ 6.0833(x — 3) +8.3333 x 10728(x — 3)?

d(3) = [2(5.5833z + 8.3333 x 10~222)dz = 25. 874847

d(5) = 25. 874847 + [7(17.5 + 6.0833(z — 3) + 8.3333 x 10-28(x — 3)%)dx
d(5) ~ 74.819
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4. Spline Cubica

(a) Spline Sujeta: f(z) = In(z), f/( ) =1In(x)+1
x2 =3 f(z2)=3,30 f (1‘2):2,10 he =1 d2—5,55 3,30 =2,25
vy =4 flws) =555 f (zs)=2,39

[2hy h1 0 07 [eo H0:3(d0_f/(330))
i ho 2(h0+h1) hl 0 C1 _ ‘Ltlzg(dlfdo)
’ 0 hl 2 (hl + hQ) h2 Co Ho = 3 (dg - dl)
Lo 0 P 2l les] | ug =3 (f (@) - o)
2 1 0 0] [eo 3(1,39—1) =1,17 ]
|1 4 1 0| |e| 301, 91—1,39)_1,56
Wolo 104 1] e~ |3(2,25-1,91) =1,02
0 0 1 2| |cs 3(2,39—2,25) = 0,42
[co 0,469
o o] (0,231
V' les| T 0,165
_Cg 0,127

Ahora, se construye la Spline de la siguiente forma:
V. Sk(x) = Sk,O + Sk,l(l' — Ik) + Skg(l‘ — mk)Q + Sk,3(it — l‘k)g donde
Sk,0 = Yk Sy = dy — MeCoton) Sk,2 = cx Sk = “
) =0+ (1.39 — (2 x 0.469 + 0. 231))($ — 1)+ 0.469(x — 1)? + 223120469 (5 _ 1)3

vi. So(x
= (z— 1)+ 0.469(x — 1) —0.0793(z — 1)

vil. S1(z) = 1.39 + (1.91 — 1(2 x 0.231 + 0.165))(z — 2) + 0.231(z — 2)? + 216520231 (5 )3
= 1.39 + 1.7(x — 2) + 0.231(z — 2)2 — 0.022(z — 2)3
viil. Sp(z) = 3.3+ (2.25 — (2 x 0.165 + 0.127))(x — 3) + 0.165(z — 3)% + 21210165 (5, 3)3
= 3.342.1(z — 3) + 0.165(z — 3)% — 0.0127(z — 3)3
(x — 1)+ 0.469(z — 1)? — 0.0793(z — 1)3 si oz €e[l,2]
ix. S(z) ={ 1.39+1.7(x —2)+0.231(z — 2)2 - 0.022(z — 2)3 si =z €[2,3]
3.3+ 2.1(z — 3) +0.165(x — 3)2 — 0.0127(x — 3)3 si = € [3,4]
(b) Extrapolacién
. _ So(1.5)—f(1.5)] __ ]0.6073375—0.6081976622
i. §(1.5) = So(1.5) = 0.6073375 = F, = [SeCI=SAIN . [LO0TSB L0022 — 1 41 x 1072
- S1(2.5)—f(2.5 2.295—2.29072683
il S(25) = $1(2:5) = 2.295 = B, = [RERfR = BERIREt = 1,87 x 1070
_ _ _ [52(3.5)—f(3.5)| _ |4.3896625—4.38467039| _
iii. S(3.5) = 95(3.5) = 4.3896625 — E, = 12600 P =1.14x 1073

(c) Integral
i f1 x)dx = fl Sol x)d$+f2 S1(z dm—l—f34 Sy (z)dx

2
— [%(m ) 4 0. 469(1, ) 0. 04793 (x _ 1)4]1

+ [1.392 + & (2 — 2)? + 038 (2 — 2)% — 002 (s — 2)4]§

+ 33z + 3l (z — 3)2 + 45 (x — 3)% — LY (z — 3)1],

=0. 63650833 + 2.3115 + 4.401825 = 7.349833 33
ii. fl x)dr = fl zln(z)dr = 2x2ln$— fa:2|1 =8Ind—4—-0+1 7 =7.3403549

_ |f f(@)dz— [} S(z)dx|  |7.3403549-7.34983333] _ 3
fil. Ep == IR f(m)ldx\ = [7.340354 9] =1.29x 10~
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5. Interpolacién Polinomial por Spline:
Un spline ctibico sujeto S

So(z) = 1+ box + 222 — 223
S(x):{ S2(0) = 14 b1 (2 — 1) — Az — 1) + (- 1)°

aplicando las condiciones de S(z) :

(a) continuidad: Sy(1) = S1(1)
1+bp=1=b=0
(b) continuidad de la derivada: Sj(1) = S1(1)
A—6=0b; —8(1—1)+21(1—1)2 = b = —2
(¢) Luego, como S es un spline ctibico sujeto:
71(0) = S'(0) = S(0) = by = 0
2 =5(2)=95112) =b —8(2—1)+21(2—-1)?

6. Interpolacion

(a) Sistema para la contruccion de la Spline:

i. Libre:
1 0 0 0 0] | 0
3 12 3 0 0f | —-32
0 3 10 2 0] |ea| =|—-134
0 0 2 10 3] |c3 115
0 0 0 0 1] |eq 0
Método de Crout:
U2 = 0
121 = 3
loo =12
Usz =+ = 0.25
l32 =3
l3g =21 =9.25
ugy = 2 ~0.2162
l43 =2
lyy = 232 ~ 9.568
l54 - O
Entonces:
1 0 0 0 0
3 12 0 0 0
L=|0 3 9.25 0 0
0 0 2 9.568 0
0 O 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0.25 0 0
U=10 0 1 0.216 2 0
00 O 1 0.3136
00 O 0 1
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=l eBoBol
oo o~ OoO

il. Sujeta:
6 3 0 0

12 3 0

3 10 2
0 2 10
0o 0 3

OO O W
—
—
S W o oo

Método de Crout:
U12 = % =0.5
log = 2

o,
=2~ 02188
laz =2

1836

l44 102 ~ 9.562
Ugs = % ~ 0.3137

ls4 =3
[s5 — 9288

~ 5.059

1836

Entonces:
6

L=

O OO W

<

I
cocoo o~
co o

0 0 0
0 —32 —2.667
Oly=|-134| = y= [—13.62
0 115 14.87
1 0 0
0 0 0
0 —2.667 1.542
0 c=|—-13.62| = c= |—16.83
0.3136 14.87 14.87
1 0 0
Co 0
C1 —-32
co| = |—134
s 115
Cy 0
0 0
0 0
0 0
9.562 0
3 5.059
0 0
0 0
0.2188 0
1 0.3137
1
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y=Uc

[6 0 0 0 0 0 0
3 10.5 0 0 0 —32 —3.048
0 3 9.143 0 0 y=|—-134| =y = |—-13.66
0 0 2 9.562 0 115 14.88

0 0 0 3 5.059 0 —8.826

[1 05 0 0 0 0 —0.979
0 1 0.287 0 0 —3.048 1.958
0 0 1 0.2188 0 c= |—13.66| = c= |—17.52
0 O 0 1 0.3137 14.88 17.65
0 O 0 0 1 —8.826 —8.826

(b) Con los datos obtenidos en la parte anterior la Spline nos queda:
i. Libre:

Sp =220+ 18.79(z — 1) + 0(z — 1) + 0.171 3(z — 1)3 stz € [1,4]
S =281+423.42(z — 4) + 1.542(z — 4)2 — 2.041(x — 4)®  six € [4,7]
So =310—22.47(z —7) — 16.83(z — 7)2 +5.283(x — 7)® si x € [7,9]

| S5 =240 — 26.41(x — 9) + 14.87(z — 9)2 — 1.652 (z — 9) i x € [9,12]

ii. Sujeta:

[Sp =220 +18.37(z — 1) — 0.979(x — 1)2 4+ 0.3263(x — 1)3  si x € [1,4]
Sy =281 +40.79(x — 4) +1.958(x — 4)> — 2.164 (x — 4)>  si x € [4,7]
So=310—35.17(x — 7) — 17.52(x — 7)? +5.862(x — 7)®>  si x € [7,9]

| S3 =240 — 14.31(z — 9) + 17.65(z — 9)? — 2.942(z — 9)* si z € [9,12]

iii. Newton:

Tk Yk flz] flok, Trpi] flok 2] flok. T3]

1 2920 2815220 — % ~ 20.33 9. 66;:?0.33 ~—1.777 —8. 933L+1.777 = —0.8945 2.07?;—9.18945 ~ 0.27
4 281 3022 _ 2 9 667 259067 & 8,933 T-O6TEE933 _ 9 (75

7 310 205310 — =00 — _35 3339430 » 7,667

9 240 2305240 — 10 — 3333

(12 250

Entonces, el polinomio de Newton es:
py(2) =220+20.33(x — 1) — 1.777(x — 1)(x — 4) — 0.8945(x — 1)(z — 4)(xz — 7)
+0.27(x — 1)(z — 4)(x — 7)(x — 9)
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(¢) Evaluemos en los meses faltantes:

Spline:
i. Libre:
Mes kW
Septiembre(x = 2) 239
Octubre(xz = 3) 259
Diciembre(z =5) 303.9

Enero(xz = 6) 317.7

Marzo(xz = 8) 276

Mayo(x = 10) 226.8

Junio(x = 11) 233.4
ii. Sujeta:

Mes EW

Septiembre(x = 2) 237.7
Octubre(x = 3) 255.4
Diciembre(x =5) 321.6

Enero(xz = 6) 353.1
Marzo(x = 8) 263.2
Mayo(z = 10) 240. 4
Junio(x = 11) 258.4

Polinomio de Newton:
Mes kW

Septiembre(xz =2) 216
Octubre(x = 3) 244.1
Diciembre(z =5) 310

Enero(z = 6) 320.9
Marzo(z = 8) 284.4
Mayo(xz = 10) 205.8
Junio(z = 11) 199.7

Entonces, el promedio del gasto anual es:

Spline:
i. Libre: 220 + 281 + 310 + 240 4 250 + 239 + 259 + 303.9 + 317.7 4+ 276 + 226.8 4 233.4 ~ 3157
Promedio: 3127 ~ 263.1
ii. Sujeta: 220+ 281+ 3104240+ 250+ 237.7 4+ 255. 4+ 321.6 4 353. 1 +263. 2+ 240. 4 4 258. 4 ~ 3231
Promedio: % = 269.3

Newton: 220 + 281 + 310 + 240 + 250 4+ 216 + 244.1 + 310 + 320.9 + 284.4 4 205.8 4+ 199. 7 ~ 3082

Promedio: % = 256.8

Entonces, la mejor aproximacién es la Spline Sujeta, luego la Spline Libre y finalmente el polinomio de
interpolacion.
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7. Interpolacién Polinomial con Spline:

(a) Como solo existen dos intervalo: [zg,z1] y [21, 2], solo se necesitan 2 S;(x) : So(x) y Si(x), y como
cada uno tiene 3 constantes que son incégnitas:

1. So(l’) L aop, bg, Co
Sl(x) - a, b17 C1
entonces, para encontrar estas 6 incégnitas, se necesitan 6 ecuaciones linealmente independientes.

(b) De forma andloga con la spline cibica, la spline cuadrada debe cumplir:

i. Interpolar xg, 1 y =2

So(z0) = ag + bo(zo — ) + co(zo — z0)? = f(z0) = yo
So(z1) = ag + bo(z1 — ) + co(z1 — 0)? = f(z1) =11
S1(z2) = a1 + bi(z2 — 1) + c1(z2 — 21)% = f(22) = y2

. Continuidad: Sy(z1) = S1(z1)

—-
=

ao + bo(z1 — 20) + co(w1 — 20)* = ay + by(z1 — x1) + 1 (21 —21)* =y
ili. Continuidad de la derivada: S{(z1) = Si(z1)
bo + 2co(z1 — @0) = b1 + 2c1 (21 — 1)
iv. Continuidad de la 2° derivada:
200 = 201
El sistema queda:
1 0 0 0 0 0 ao | Yo
1 (331 — .’130) (331 — .730)2 0 O 0 bo Y1
O O 0 1 (172 — 1‘1) (1‘2 — I1)2 Co _ yg
1 (1’1 — LU()) (.’Kl — .’ﬂo)Q —1 0 0 ay 0
0 1 2(x1—xo) O -1 0 bo 0
0 0 2 0 0 -2 c1 | 0
eliminando algunas ecuaciones faciles de despejar obtenemos:
0 (2 — 1) (w2 —x1)*] [bo Y2 — 1]
(z1 — z0) 0 (z1 —x0)*| |b1| = |1 — o
1 -1 2(.’E2 — 5131) Co 0 i
ag = 1
ay = 2
C1 = (o

(¢) Reemplazando en (zo,y0) = (0,1), (z1,y1) = (1,2), (z2,y2) = (2,0) en el sistema anterior y permutando
la primera y la segunda fila para no tener elementos nulos en la diagonal se obtiene:

1 0 1] [n 1
0 1 1| |bo] =]-2
1 -1 2 Co 0

Para el método de Gauss-Seidel definimos las siguientes matrices:

M = (diag(A) + low(A)) _ _ a1
N oAy =B=-M"1Ny h=M1

Entonces, definimos la iteracién del método de Gauss-Seidel como: (1) = Bxg +h

Para nuestro sistema:

00 -1 1
B=10 0 -1 h=| -2
0 0 O -1.5
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(d) Para que el método converga es necesario que p(B) < 1. calculemos los valores propios de B :

0—A 0 -1
0 0—-XA —1|=(=A)(-A-=A)=0=A=0 con multiplicidad 3
0 0 0—A
p(B)=0<1= el método converge
0
Tomamos como punto inicial: xzg = |0
0
[0 0 —1] [o 1 1
$1:Bx0+h: 0 0 -1 0 + -2 = -2
0 0 0] 10 -1.5 -1.5
0o -1 1] [1] [25]
o = BiEl —+ h = 0 O —1 —2 + —2 = —05
00 o] |-15 |-15] |-15]
[0 0 =17 [257] [ 1] [25]
23 =Bxo+h=|0 0 —1| |-05|+ | -2 |=1]-05
0 0 0] |-15] [—-15] |—1.5]
2.5
Como ||z2 — x3|| =0 = La solucién del sistema es . = | —0.5
-1.5
_ So(x) =1+ 2.5z — 1.522 z € [0,1]
= S@) = { Si(z)=2—-05(x—1)— 15z —1)2 z€l1,2]

(e) Como no se conoce nada de la funcién, sino solo la evaluacion de ella en los puntos zg, z1 y x2, entonces
no se puede encontrar alguna cota del error, ya que la funcién puede ser lo mds alejada de nuestra Spline
como se quiera. El unico error que se podria calcular, serian errores del tipo numérico al calculas la
Spline, ya que sabemos cuanto debe valer la Spline en los puntos zg, 1 y 2, y compararlas con el valor
numerico que se obtiene. Ademds se puede verificar si se cumplen las condiciones de continuidad, de
primera y segunda derivada continua.

(f) Calculemos el polinomio de interpolacién:

z; | f(a;) é[wlmxiﬂ] f[2$i,133i+2]3
0 |1 g = 1 5.0 = —3
1|2 ==2-_2

2 0

=p@)=1+z—3a(z—1)

i. Complejidad de operaciones
Lagrange: 9 operaciones para calcular las constantes, y 6 operaciones para el polinomio
= 15 operaciones
Spline: 10 operaciones en plantear el sistema . Para calcular B y h se necesitan como minimo 12
operaciones (son m4s, pero esa es una cota inferior), y luego cada iteracién tiene 5 operaciones, y se
hacen 3 iteraciones, mas 12 operaciones para calcular S
= 49 operaciones
Lagrange es mads facil de calcular que la Spline

ii. Errores de punto flotante
Como la Spline tiene mds operaciones, y ademds invierte matrices, este tiene mads errores de punto
flotante que calcular el polinomio de Lagrange

iii. Calculemos los valores reales:
2

J (1 +sin ’%2 — 5(x —1))dr ~ 2 4 0.34341567836369824220 — % ~ 2.010082 345030364 908 9
0

df(z) _ 1 ma?
Tdr T2 T T TLCos Ty
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a0 _ 1 _
" —3=05
dfd—g):%flercosg -5 705
¥ — 194 2ncos2r = o — 3 ~ 4.783185 307 179 586 4769

Calculemos ahora las aprox1mac1ones de Lagrange
2

[A+2z—32(x—1))dz =3
0

d, .

—Z(zl) =1-3@x-1)—-322=32-32
dp(0

s

@) _95_3=—-05

dx
B2 95— 6=-3.5
Calculemos ahora las aproximaciones de la Spline

fS(m)dx = f(l + 2.5z — 1.52%)dz + f(2 —05(z—1)—1.5(x—1))de=1.75+1.25=3.0
0 0 1

ds(z) _ %ﬁcm) =2.5—3x x €[0,1]
de Bl — 05 -3x—1) ze[l,2

dS(0

0 — 95
B0 — o5
45(3) _ _35

Como podemos ver, las aproximaciones de p(x) y de S(x) son las mismas. Esto se debe ya que en
realidad, p(x) = S(x), es decir, es el mismo polinomio:
() = { So(x) =1+ 2.5 — 1.522 z € [0,1]
Si(z) =2-05(z—1)—1.5(x—-1)? ze€ll,2]
So(z) =1+ 2.5x — 1.52% =z €10,1]
- { Si(w) =1+250—1522 well2 —P@
Luego, son equivalentes en su exactitud de aproximacion.

__ 3—2.0100823450303649089 ~_
ET&I (I) -2 %10 0%2 345 030 364 908 9 ~ 0.4925

Erel(DO) 0;
E,o(Dy) = = %+05 — 0.0

4.7 3 1853071795864769—3.5
ET@I(D2) 4.783185307179 5864769 ~ 0.268

Como podemos ver, la unica aproximacion exacta es D1, luego Da, luego I y finalmente Dy
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6 Aproximacién Polinomial

6.1 Resumen de Materia

1. Minimos Cuadrados: Caso Discreto

(a)

(b)

()

Caso Lineal: la idea es encontrar la recta y = ax + b tal que min f = Y7 (y; — (az; + b))?, ie % =0

of _
Y 9a =

(n+1)(27 0 YiT 1) (ZI oyl)(z:;oa:i) b (Z:’ 0 ?)(Zr oyl) (21 oyl 1)(2— 5’31)
(n+1) (X7 #7)— (X7 #0)? (n+1)(XCig ) —(X2ioo #4)?

Caso General: la idea es encontrar un polinomio v(z) de grado < M tal que min f = Y"1 (y; —v(;))?

= a4 =

y como v(x) = Ef\io a;vi(x) donde vy(g).....var () es una base del espacio vectorial V' de funciones con
el producto interno (v, u) = Zi\;o v(x;)u(x;) entonces el problema es (¢ — v,v;) = 0Vj = 0...M con g(z)
una funcion tal que g(x;) = y;. Esto se resuelve de forma matricial
M N N N T [N

sz‘\[:O vo(zi)vo(x;) Zg\?o v (zi)vo(x;) o o Z%\?O v (x;)vo () o Z%:O yivo(x;)
Yizovo(zivi(zi)  Dlovi(@ivi(@s) o o Dloum(@i)vi(wi) a1 > im0 Yivi (i)

_ziﬁouo@)w(xi) zﬁovl(@)w(zi) ziN:OvM('x,-)uM(z,;)_ o _Zi\ioy;vM(zi)_

Caso con Pesos: Si algunos datos son mas confiables que otros, se usa un conjunto {Pi}il\io los
pesos de los datos y el problema es min}.; , P;(y; — v(z;))? en donde el sistema matricial es: A;; =

S Prvizi)vi(zr) b = S ykvi(zn)

2. Independencia: El conjunto de funciones {¢y, ¢;...9,,} es linealmente independiente en [a, b] si:

(a)

copy + 11 + .. + endp,, = OV € [a,b] = ¢y = ¢1 = ... = ¢, = 0. Si ¢; es un polinomio de grado j
Vi=0,...,n = {dgy, $1..-¢,,} s un conjunto linealmente independiente para cualquier intervalo [a, b].

3. Minimos Cuadrados: Caso Continuo

(a)

Caso General: Dada una funcion f(z) y un espacio vectorial de funciones V' con base {¢g, ¢, ..., ¢,, } 1.i.
la idea es encontrar v*(z) = Y1 ;¢; tal que min [, w(z) [f(z) — v*(z)]” d, donde D es el conjunto

dominio de f(z), w(z) es una funcion de peso tal que w(z) > 0 Vo € Dy |[pw(z)v(z)’dz| < oo
Yo(x) € V. El producto interno del espacio V se define (v,u) = [}, w(x)v(x) ( )dx De forma andloga,
en donde el sistema matricial es: Aij = [, w(z)p;(x)¢;(z)dr by = [, w( ¢,;(x)dz y las incégnitas
son los o

Caso Ortogonal: Para simplificar el problema, se buscan funciones ¢,(x) ortogonales entre si con
respecto a w(ac), es decir

b; si
wa z) f(z)¢;(z)dw
= P @) V= 0

Jpw x)o;(z)dz { 0 o zfj donde b; es una constante. Entonces el problema queda

4. Ortogonalidad: El conjunto de polinomios {¢g, @;...¢,,} definidos recursivamente es ortogonal en [a, b] con
respecto a la funcién de peso w(x):

(a)
(b)
(c)

(d)

Po(z) =
¢1(z) =z — By
Pr(x) = (33 — By) ¢p_1(x) — Crdbp_o(x) Yk > 2

J2 ww(@)[py_y (2)] de

B =
R @) b ()] da
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b
O — [ zw(x)py,_o ()b 4 (x)dx
(e) Cy TP (@) b ()] da

5. Polinomios de Chebyshev: Se definen recursivamente, son ortogonal en [—1,1] ¢/r a la fp. w(x) =

(1—22)
(a) To(z) =1
(b) Ti(z) =
(¢) Ty = 22Ty—1(x) — Th—o(x)Vk > 2
(d) Si se usa el cambio de variable z = cos ), entonces Ty, = cos(k0).
0 si n#m
(e) Cumplen que fll %dw = [y cos(nf) cos(mb)dd = ¢ 5 si n=m#0
™ st n=m=20

(f) El polinomio de Chebyshev T, (x) de grado n > 1 tiene n ceros simples en [—1,1] definidos por: Zj =
cos(Z=1m) k=1,2..n

(g) Elpolinomio de Chebyshev T}, (z) de grado n > 1 alcanza sus extremos en &, = cos(£n), T, (2),) = (-1)",
k=0,1,2,...n

(h) Se utilizan para ubicar los puntos interpolantes debido a que minimizan el error de interp. de Lagrange

(i) Sip, (z) es el polinomio de Lagrange de grado n definido en los ceros del polinomio de Chebyshev , se

tiene que:
emax ‘f(""'l)(x)‘
L @) —p @) < R

6. Polinomios Trigonométricos: es el conjunto de funciones I, generado por By = {¢0, ¢1...¢2n71} , donde
los ¢; son ortogonales en [—, 7] para la funcién de peso w(z) =1

(a) ¢ :%

(b) ¢, = cos(kz), k=1,2..n
(€) pyr = sen(kx), k=1,2.n—1

7. Aproximacion Trigonométrica Continua: Para una funcién f(x) € [—n, 7], la aproximacion trigonométrica
es de la forma

n—1
(a) Sn(z) =% + ay cos(nx) + k21 ay, cos(kx) + bysen(kx)
(b) ax = 2 ["_ f(z)cos(kz)dx, k = 0,1, ...
(c) b =2 ["_ f(x) k)dxk—12 -1
8. Aproximacién Trigonométrica Discreta: Dados 2m puntos 7 = 0,1,...,2m — 1,con dist. uniforme en
[—7, 7], es decir, z; = —7+jI-. Los coeficientes ag, by que minimizan el error de interpolacién trigonométrico
2m—1
miner = Y. [y; — Sn(z;)]* son:
ay,bi =0

(a) ax == > yjcos(kz;), k=0,1,2,...,n
§=0

yjsen(kz;), k=1,2,..,n—1
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6.2 Problemas

1. Determine el sistema para aproximar una funcién f(z) en un intervalo [«, 8] por un exponencial de la forma
y(x) = be®, donde a y b son las constantes a determinar.

2. Use los ceros de T y las transformaciones del intervalo dado y construya un polinomio interpolante de segundo
grado para f(z) =xInz ,[1,3]

P — <
3. Obtenga el polinomio trigonométrico general de minimos cuadrados continuos para f(z) = 0 5 m<z<l
1 st O<z<m
4. Detemine el polinomio trigonométrico Sz(z) en [—m, 7] para f(z) = z(m — x)
5. Para la funcion:
f(z) = zsin(rzx)
(a) Determine la aproximacién de MC de f(z) que entregan los polinomios de Legendre {¢g, 1, ¢o, P35} en
el intervalo [—1, 1], para la funcién de peso w(z) = 1.

(b) Determine la aproximacién de MC de f(x) que entregan los polinomios trigonométricos Fo = {¢g, ¢, o, 5}
(n =2) en el intervalo [—m, ], para la funcién de peso w(x) = 1.

(¢) Compare estas aproximaciones en el intervalo [—1,1]. Cudl es la que tiene menor error ?

6. Legendre

Encuentre la base modificada de Legendre para el intervalo [2, 4], tal que mantenga la ortogonalidad.

n 112 3
(a) P, (x) 1]z [ 2822 -1) | 3(5a® — 3x)
a 1
[ (Py(z))*dz | 2 % % %
1
4 1
Calcule los valores de [(P;(z))%dz, ¥n = 0...3, usando los valores conocidos de [ (P,(z))?dz y el
2 21

cambio de variable encontrado.

Obs: Recuerde que esta base es ortogonal en el intervalo [—1,1], por lo que use una transformacién
lineal de intervalo.

(b) Resuelva el sistema para aproximar f(z) = 1 através de los minimos cuadrddos en el intervalo [2,4],
usando la base ortogonal modificada de Legendre.
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7. Sea la funcién f(z) = % y los puntos zg = 1, 1 =2, xo = 4.

(a) Encuentre el polinomio de interpolacién de Lagrange pr(z) de segundo grado. Calcule el error Ej, =
Jed (f(2) = pr(2))*dz

(b) Use los ceros del polinomio de Chebyshev T5(z) y las transformaciones del intervalo dado, y construya un
polinomio interpolante po(z) de segundo grado para f(z) en [z, z2]. Calcule el error E¢ = fIz (f(z) —

zo
po(x))?de
(¢) Se desea interpolar f(z) en los puntos zg,1,...,Z,. El polinomio resultante seria de grado n. Para
aumentar la precisién a un bajo costo, se desea encontrar un polinomio p(z) de grado n + 1 tal que:
i) Interpole a f(x) en los puntos g, Z1, ..., Zp,
ii) Minimice el error en el intervalo [z, Z,].

Este polinomio p(z) tendrs la forma: p(x) = ag + a1 + ... + a, 2" + a, 12"+, Para determinarlo se
puede resolver el problema de minimizacién con restricciones:

min [ (f(z) — p(x))2da

@05815--50n+1 g0

saa.:pler) = f(zr) k=0,...n

Para resolver este problema, se define el lagrangiano L segun:

Tn

n
L(a07 A1y .ey Qpy1, b07 bl, ceey bn) = /(f(x) - p(l’))Qd.’E + Z bk(p(xk) - f (.’bk))
7o k=0
Entonces, la solucién es equivalente a minimizar L respecto a los pardmetros: ag, ai, ..., Gn+1, 00,01, ..., by.
Aplique este método para la funcién f(z) = % con los puntos zg =1y

z2 = 4. Calcule el error Ep = [7*(f(z) — p(x))3dx

zo
(d) Los tres polinomios anteriores, pr,(z), pc(z) y p(x) son de segundo grado e interpolan y/o aproximan a
flx) = % Compare los tres polinomios considerando

i. Los errores totales en el intervalo [z, 2]
ii. Los errores en los puntos zo, 1, %2
iii. La cota superior de los errores para todo punto en el intervalo [z, 2]

Concluya cual de los tres polinomios calculados anteriormente es mejor. Explique
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8. Minimos Cuadrados Ortogonales

(a) Minimos Cuadrados Ortogonales Lineales

i) Dado un punto en R? (zg,30) y una recta y = a + bz, calcule el punto (2o, 7o) contenido en la
recta que minimiza la distancia entre el punto y la recta. Demuestre que el cuadrado de la minima

2

o _ (a—yo+bzo)

distancia desde el punto (zg,y0) v la recta y = a + bz es hi,;, = 21

ii) Dados los puntos (z;,¥;), ¢ = l...n, plantee 2 ecuaciones que determinen la recta y = a + bz que
minimiza la suma de los cuadrados de la minima distancia de los puntos (z;,y;) a la recta y = a+bz.

Denote

1
n
% E TilYi = S;vy
n
Observe que se cumple: 52 = 1(3° 2?) — 22
i=1

(b) Minimos Cuadrados Ortogonales Polinomiales
Dado el polinomio p(z) = ag + a1 + a22® + ... + a,a™ y un punto (zg,yo), determine:
i) La ecuacién a minimizar para encontrar el punto (Z,p(£)) que minimiza la distancia entre el punto
(z0,¥o) y el polinomio. Diga como encontrar el punto (z,p(%)).
ii) La recta tangente al polinomio que pasa por el punto (Z,p(z)).
iii) El cuadrado de la minima distancia desde el punto (zg,yo) y el polinomio.

iv) Usando lo anterior, dados los puntos (z;,y;), ¢ = 1...n, explique detalladamente como encontrar el
polinomio de grado m que minimiza la suma de las minimas distancias al cuadrado entre los puntos
(2i,yi) v el polinomio. ;Siempre existe? ;Que pasa cuando n < m + 17 ;Que pasa si x; = x; pero
yi # yj, coni,j € {1,...,n}?
(¢) Minimos Cuadrados Standard y Ortogonales
Utilizando los puntos: (0,1), (2,3) (3,2).

i) Calcular la recta L1 de aproximacién usando el método anterior (Minimos Cuadrados Ortogonales)
ii) Calcular la recta L2 de aproximacién por Minimos Cuadrddos Standard.
iii) Grafique y compare L1y L2.
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9. Sea f : R — R una funcién. Se desea encontrar un método para encontrar una funcién p(z) definida por
trazos, de clase C2, que interpole a f(z) en los puntos {xg,1,...,T,} ¥ aproxime por minimos cuadrados
dentro de cada intervalo. Para esto:

(a) Con la suposicién que p(z) estd definida por trazos por polinomios, todos del mismo grado, indique la
forma de p(z), las condiciones de continuidad e interpolacién y el grado minimo de los polinomios. ;Este
problema tiene solucién unica ? Explique.

(b) Para lograr una mayor precisién, aumente en un grado a los polinomios, y plantee el problema de opti-
mizacién con restricciones para encontrar p(z) que minimica el error de aproximacién. jEste problema
tiene solucién? Explique

(c) Si se pide que p(x) sea solo de clase C°, indique las condiciones para que p(z) interpole, el grado minimo
de los polinomios, aumente en un grado a los polinomios, y plantee el problema de optimizacién con
restricciones para encontrar p(z) que minimica el error de aproximacién.; Para este caso se puede resolver
el problema de forma independiente por trazo? Explique.

2

(d) Aplique el método de la parte ¢) a la funcién f(x) = cos® 7wz, con la malla {0,1,2}.

Como ayuda, puede seguir los siguientes pasos:
i. Considere p;(z) = a + bz + cx?. Plantee el problema de minimos cuadrados con las restricciones de
interpolacién en el intervalor [0, 1].
ii. Con las restricciones, encuentre la constante a, y despeje ¢ en funcién de b.
iii. Replantee el problema con 1 sola variable.
iv. Resuelva el problema, y deje explicita la forma de p;(x).
v. Por simetria de f(x) y de la malla, encuentre po(x).
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6.3 Respuestas

1. Primero se hace una transformacion para tener un sistema lineal. En este caso se usa el In

(a) y =be* = In(y) = In(b) + ax
Ahora buscamos el minimo del error cuadratico
(b) E = [P(In(f(2)) — ((b) + ax))2dz

(c) 2E —fB (2Inb+ 2az — 21In (f(x))) da?:Ozff(mlnb—i—aﬁ)dx:ffxln(f(a?))dx

(d) 2£ =1 ff 2Inb+ 2ax — 2In(f(z))) de =0 = ff(lnb—l—ax)dm = ffln(f(m))dx
El sistema de forma matricial queda de la forma

© [fﬁxdx 1P %ﬂ {m( ] [fﬁxln ())dx]

i) b d I & xdx a f In
2. Primero, los ceros de T se encuentran en T, = cos( Loy, k=1,2,3.

(a) @1 = cos(gm) = 0.866 025403 784 438 646 76
(b) &y = cos(2m) = 0.0
(c) T3 = cos(5m) = —0.866 025403 784 438 646 76
Debemos usar una transformacion lineal para pasar de [—1,1] a [1, 3].Esto es & = 2 + Ty.
(d) & = 2.866 025403 7844386468 ~ 2.866
(e) o =2
(f) &3 =1.1339745962155613532 ~ 1.134
Ahora debemos calcular los valores de f(z) en &1, 22, T3
(g) f(Z1) = f(2.866) = 3.017661 0660775389879 ~ 3.018
(h) f(#2) = f(2) = 1.386294361 1198906188 ~ 1.386

(i) f(Z3) = f(1.134) = 0.142601 866 816 50541201 ~ 0.143
Las diferencias divididas son:

N f(x) 1.386— 3f([)f8m] 1 435f[1$é83?5, x]
2 1.386 CQIB-L386 g 435
1.134 0.143

El polinomio interpolante de segunda grado es:

(k) Pg(x) =3.018 + 1.885(z — 2.866) + 0.26(z — 2.866)(x — 2) = 0.619 84x + 0.2622 — 0.894 09
El error del polinomio esta acotado de la forma

(1) maxgeqi3) \153(9:) - f(x)\ < sorm maxeen 3 | fY(@)| = 153 maxeen 3 | 55| = 1933 = 35 < 0.0026042
3. Calculemos ag y bg

=21 " f(z)cos(kz)ds = L f f(z) cos(kx)da+L [T f(z)cos(ka)de = L [T cos(ka)dw = 2 sen(kx)|g =

0
) b =21 [T f(z)sen(kz)ds = L [ sen(kx)dx = — 2 cos(kx)|g = 2 (1 — (-1)")
Luego, el pohnomlo general S (x) es
n—1 n—1
(c) Sn(z) =% + ancos(nz) + Y aycos(kx) + bpsen(kz) = > 2 (1 - (=1)")sen(kz)
k=1 k=1
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4. El polinomio es Sy, (x) = % + az cos(2x) + ay cos(x) + bysen(x). Calculemos los coeficientes

(@) ag=12 [T a(r—z)de = [" ade— L [T 2?de= 1‘2|71ﬂ_ - = oc?’|7_r7T = —272
(b) a; = %fﬁw x(m—x) cos(z)dx = ff zcos(z)dz—L [T a? cos(z)dw = —1 |:.7328€7L(.Z‘)[7T -5 2xsen(x)da:} =
—2 [T asen(z)dx [ zeos(z)|”, + [ cos(x ] =221 =4
(c) ag =21 [T x(m — x)cos(2x)dw = L fz;r Y(m— %) cos(u)dt = L fgﬂ w(2m — u) cos(u)du
:i fgwucos( )du——f 5 u? cos(u)du = — g E; u? cos(u)du = — = {1};23671(u)|2:;7r - ff; 2usen(u)du}
== fgwusin(u)du == [— x cos(z)| " on T f2 cos(x )dar} =—ftdr=-1
5. Minimos Cuadrados
(a) Legendre
L gy(x) = .
= f71 dx =2, [, wsin(rz)ds = 2
ii. ¢1(z) =2 — By
wdz
By = ff-f 0= ¢(0)=c
— ! (ride =2, f_ll z (zsin(rx)) dz =0
i, ¢y(x) = (z — Ba) ¢y () — Cagyg()
zdx zdx
By = i =00 = S =y — o) =7
1 2 1 .
= [, (2% — %) dr = %, I (2% — %) xsin(rz)dr = % — %
iv. ¢3(z) = (z(— 33))2 o(®) — C30 (z) (1)
flzc:c27l dx fl 2(22—1)dz
= SREEE 0.0 LR g — o) =alet et

= fll (23 — fm) de = £, f_ll (2% — 22) zsin(rz)ds =0

v. Los Cozeﬁ(nentes son
_ = 1
apg = ? P
ay=5=0
3
4
3

a2: us =

az = 2 =0

175

vi. Finalmente, el polinomio de Legendre es:

L(x) = agpy(v) + a1¢1 () + a2¢5(x) + azds(z)

L0 (8- ) (o 1) 40
527

- 271'3 2 27
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(b) Trigonométricos

i. Como el intervalo es [—1,1], para aplicar los polinomios trigonométricos debemos transformar el

iii.

iv.

intervalo [—, 7] a [~1,1]. Para esto se usa la transformacién lineal £ = .
. La base trigonométrica queda de la forma:

Po(u) =

¢1(u) = (7T )
do(u) = cos(27ru)
¢g(u) = sin(mu)

Los coeficientes son:

ag = f_ll usin(ru)du = %
a; = fil cos(mu) [usin(7u)] du = _%
as = f_ll cos(2mu) [usin(mu)] du = _%

by = f_ll sin(7u) [usin(mu)] du = 0

El polinomio resultante es:

S(u) = 9 + ag cos(2mu) + a1 cos(mu) + by sin(mu)
? — & cos(2mu) — 5= cos(mu) + 0

=5 cos(ﬂu) — 2 cos(2mu)

(¢) Veamos el error cuadrético de cada aproximacién

i.

ii.

iii.

Legendre

B = [} (f(x) = L(@))de = [ (wsin(re) = 5% + 2 — 320° + 3250%)%do

Para simplificar cédlculo, llamemos ¢; = % - w y cy = %i — %32 Entonces

Ep = fl (zsin(mz) — ¢1 — co2?)%dw

= f — 2zcy sinmx + 2x%cica — 2z co sinTx + 334 2 + 22 gin? wx)dz

—clf dw Qle 1xsm7rw+20102f 1x dm—?czf T smmcdm—l—ch ) 4d:c—|—f L2 sin 2 rade
=2c2 —2¢, 2 +20102§—202 (f——) +c32 + (7— ﬁ)

Ahora, evaluando con ¢y >~ 0.248, c5 ~ 0. 210
Ep, ~7.216476356678 5362844 x 1072

Trigonométrico

Er = f_l — S(z))2dx = [ [(zsin(rz) — £ + 5= cos(mz) + = cos(27w))?dw

= 2f —Lasin(rz) + 5 cos(wz)zsin(rz) + fﬂ cos(2mz)zsin(rz) — 51 cos(mz) — 525 cos(2mz) +
T3 cos(mc) cos(27rx))

+ /! L 22 sin®(rz dm—i—f L Qdaﬁ—&—f - 052(7T$)dx—|—f_11 52z cos®(2mx)
=2 = 04 040)+ (1 gh) + F+ gt e

=1 - 315 ~0.6684411425321189987 x 1073
Entonces, como Er < Ep, eso implica que la aproximacién por el polinomio trigonométrico tiene
menor error, por lo que es mejor

(d) Observaciones:

i. Muchas funciones las cuales se integraban eran impares, por lo que se podia poner que vale cero sin

hacer cédlculos

ii. Muchas integrales salen muchas veces, por lo que no era necesario repetir las mismas integrales si

se anotaban ya una vez

iii. En la parte b), si se aplicaba la definicién del método de los minimos cuadrados se obtenia la forma

de las constantes, y lo importante era conservar la ortogonalidad de la base trigonométrica en [—1, 1].
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6. Legendre

(a) 7f1 Pn(z)Pm(z)dz =0, conn #m

Para transforma el intervalo [—1,1] a [2, 4]
r—1 r+1
T(z) =252 + 43 =z +3
Haciendo el cambio de variable t =2 4+3 =z =1t —3

fl Pn(z)Pm(z)dx = jfan(t —3)Pm(t—3)dt=0

Entonces la base queda de la forma:
n 0|1 2
Piz)[1]2-3[LB8@-3°-1
4
Calculemos los valores de [(P;(z))?dz, con el cambio de variable t =z — 3

pol—=| QO

(5(z—3)° —3(x—3))

4 1
i [de= [de=2
2 —1
4 1
ii. [(z—3)%de= [ 2%z =2
2 —1
4 9 1
ii. [(5(3(z—3)"—1))%dz = [(3(32% —1))*dz = }
0 —1
iv. 0](%(5 (z—3)° —3(z —3)))2dx = j;(%(&c?’ — 3z))2dx = 2
(b) p(x)—a+(x—3)b+%(3(:E—3)2—1)c+%(5(m—3) —3(x—3))d
N A -
[ idx
42
2 (2) 0 Of |a f(a;—?;)dx —In2+1n4
02 0 0f[b] _ 5 | 3m2-3m4+2
00 2 0f|c| 41 30p-3)2 " |-13In2+13In4—9
5 (3(z—3)°—1)
00 0 2|d [ 6302 — 634 + 131
f %(5(%3)175(%3))61
L2 J
a —1in2+ 1nd 0.346 57
N %ln27%1n4+3 | —0.11916
c| f%ln2+?5ln4f4%—5 T 12.7283x 1072
d MWino— Uling 4 27 —5.62 x 107°

p(z) = 0.346 57 — (z — 3)0.11916 + 1 (3 (z — 3)* —1)2.7283x 1072 — L (5(z — 3)> =3 (z — 3))5.62 x 1073
= p(x) = 0.167 374 52% — 0.735 627 z — 0.014 0523 + 1. 412789
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7. Interpolacién y Aproximaciéon por Minimos Cuadrados:

(a) Polinomio de lagrange
f(z) = % y los puntos zg = 1, 1 =2, 9 = 4.

iz f(rs)  flenvia]  flrs, zig1, Tigo]
0 1 1 -1 _ 1 —st+3 _ 1
PR -1 — 8
1 i 1
12 5 4= =-3
2 4 3

pr(@)=1-3@-1)+iz-1)(z—-2)=1—Iz+ ia?
pr(z)=1-Io+ iz
(b) Polinomio de Chebyshev

Los ceros del T3(x) son:
241—1

T = cos(F55-m) = cos(g) = 0.866 025403 784 438 646 76 ~ 0.866
Ty = cos(Z25tm) = cos(F) =0

2
2317y = cos(3X) = —0.866 025 403 784 438 646 76 =~ —0.866

debemos transformar el intervalo [—1,1] a [1, 4]
largo [-1,1]=14+1=2

largo [1,4] =4—-1=3

$-1,1]=[-3,3

272
3 3 5

trasladar [—3, 5] a [1,4] =>sumar 3
I(z) =3+ 3z

calcular los puntos:

Iy =1(Z1) = 3+ 30.866 = 3.799 ~ 3.8
Fa=1I1(Z)=3+30=25

F3=1(z3) =32 —20.866 =1.201 ~ 1.2
calcular po(z

Z3 = cos(

)
! i 1 f IZ) 0.4-0 263f[x67]§117+1] 0 333+0f1[0x5i’xi+1072x2i8+2]
1 3.8 3775 >~0.263 F——% =="r~-0.100 — o0 = ~ 0.0877
2 9.5 3i =04 38535§084 0_411333 ~ —0.333 1.2-3.8 —26
2.5 1.2—-2.5 =~ —-1.3 — :
3 1.2 {5 ~0.833

po(x) = 0.263 — 0.105(z — 3.8) + 0.087 7(x — 3.8)(x — 2.5) = 0.087 72? — 0.657 51z + 1.49515
= pc(x) = 0.087 722 — 0.657 51z + 1.49515
obs: se podian aproximar los nimeros finales también.
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(¢) Lagrangiano

4
i. L(ag,a1,az,b0,b1) = [(% —ap — a1z — aza®)?dz 4 bo(ag + a1 + az — 1) + bi(ao + 4ay 4 16a — 1)
1
0

ii. minimizar L : VL =

iii.

A. gTLO =9 fﬁ(% - (ao —|—a1x—|—a2x2))dx+b0 +b=0
-2 [ln4—3a0 — %al — %ag} +bg+b1=0
6ag + 15a1 +42a9 + by + b1 = 2In4

B. gTLl =-2 f14 z(2 — (a0 + a1z + aza?))dz + by + 4by =0

—2 [3 — 162_1a0 — 643_1a1 — 253_1(12] +by+4b; =0
15a¢ + 42a1 + %ag + by +4b; =6

C. g—ai = -2 f14 xz(%—(ao + a1z + a2:c2))das+b0+16b1 =0-2 [16;1 — 64:;1&0 - 2564*1a1 — 102§*1a2]+
bo + 1661 =0

42a0 + 22a; + 22ay + by + 16b; = 15
D. %:CLO‘Fal‘FaQ*l:O
ap+a;+ax =1

E. 8k =ag+4a1 +16ay — 1 =0

ap + 4a; + 16as = i
Sistema
6 15 42 1 17 [ao 21n4
15 42 22 1 4 |ag 6
42 2P 202% 1 16| |az| =| 15
1 1 1 0 0] |bo 1
1 4 16 0 0] |b i

Forma alternativa: otra forma de construir el sistema era darse cuenta que la comatriz superior de
3z3 correspondia a la misma que la de minimos cuadrados con base {1,z,2?} que es:

[ 4 4 4 7

[dz  [zdx [2?dx
I i ! 6 15 42

4 4 4
Asxz=2| [adx [2%°dz [a2%dx| = |15 42 23
1 1 1 49 255 2(?&
4 4 4 2 5
[2?dx  [23dz  [2'dx
R 1 1 ]
4
[ Ldr
1, [21n 4
i | 15
[ xdx
1
Luego, las dos filas de abajo eran las 2 restricciones de interpolacién:
o
11 1 0 0] Z; _[1'
=11
1 4 16 0 0 bo 1l
b1
y como la matriz era simétrica, se obtenia:
(6 15 42 1 17 [ao] 21n4
15 42 %2 1 4| |m 6
42 2P 202% 1 16| |az| =| 15
1 1 1 0 0 bo 1
|1 4 16 0 0] [b] i
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iv.

vi.

Resolver el sistema
6 15 42 1 17 [ao 2In4
15 42 28 1 4| | 6
42 25 26 1 16| |az| = | 15
1 1 1 0 0]]|b 1
|1 4 16 0 0] b i
1 00 0 0][6 15 42 1 1 2In4 6 15 42 1 1 21In4
-2 1.0 0 0f |15 42 202@ 1 4 6 0 4%5 4%5 -3 3 —5In4+6
—% 0 1 0 0f 42 % 28 1 16 15 |=1[0 F 5 —6 9 -—14lmd4+15
—g 001t 1 1 00 |1 0 -3 —6 —% —% —%1n4+1
1 3 1
|- 000 1][1 4 16 0 0 ; 0 2 9 - -I —2lnd+1
1 0 000
0o 1 00 olf6 15 42 1 1 2In4 6 15 42 1 1 2In4
9 45 _3 3 _ 9 45 _3 3 _
o % 1000 2 3 "% 3 5lnd+6 0 5 2 5 5In4+6
0 —= 0 1 0|0 -2 -6 —% —% —%1n4+1 0 0 2 -2 3 —2kn4+3
3 1 1 2 4 7
0 7% 00 1|0 3 9 -5 —g —ghhd+] 00 5 1 -2 2m4-1I
L 2 _
(1) (1) g 8 8 6 15 42 1 1 2In4 6 15 42 1 1 2In4
9 45 3 3 9 45 3 3
g % 3 3 54 g 0L 3 3 _5hnd
00 1 ooll® 2 Z 2 3 5ln4+ 6 0 5 2 5 3 5lnd+6
s 0 0 2 2 2 11lmd4-15{=1{0 0 2 2 3 11lnd-15
00 —# 1 0[lp o ¥ ~2 % —2In4 +3 00 0 -3 -1 —Dipg43t
00 % 01|00 & & 2 dma: 00 o -f 5 bt
L 10
100 0 076 15 42 1 1 21n4 6 15 42 1 1 21n 4
010 0 01p & 4;” -3 % ~5In4 + 6 0 3 4—225; -3 % ~5In4 + 6
001 0 01g 0 2Z 3 3 Nm4-15|=00 0 2 & 3 11lm4-15
000 1 0o o o0 -3 —?lnél—l—% 0.0 0 -3 -3 —%lnél-l-%
) 3 9 5 101
by = 7_%T§+% = %lnél— %
bo = _%IHH%J;S(%IM_%) =24n4 - 32
T2
nd4—15—3 (14 1y 1014 447, 4 329
a2:111 4-15 2(91% 4z +5 Ind 48):%11’14_%
gy = SO B - R (F AR F(F - iE) 571200 4
2
ap = 21114—15(%—%1n4)—42(§—?1n4— %%g)—(%lnél—%)—(%lnél—% _ 1867101114 - %ég

6
obs: se podia resolver no de forma exacta, aproximando nimeros, eso no baja NADA de puntaje.

Polinomio p(x)

ap = ;8‘;’1—01114 — 152 =1.673544 4170269444323

a; = ﬁ — 20 1In4 = —0.779 430 521 283 680 540 33
125

az = gy In4 — 577 = 0.105886 104 256 736 108 07
obs: se pueden aproximar estos coeficientes
p(x) = %fln4— %#— (% — Zgilolnél)aj—k (g—(l)lnél—

125) 2
p(z) = 1.674 — 0.7792 + 0.1062

216

89



Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética

Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas

Célculo Numérico

(d) Errores:

b

0 t
1 1.5 2

b T
Ln
L
W+

’ Negro: % \ Rojo: pr(x) Lagrange \ Azul: po(x) Chebyshev \ Verde: p(x) Lagrangiano ‘

i. En el intervalo [1,4]: F = f14(f(z) —p(z))%dx

Como las tres integrales son de la forma ff(% —a — bz — cz?)?dz, calculemos solo UNA vez la

integral de forma general y después reemplazamos:

—-b —czx
+a? +4abr Hacz?
—b  +abr +b%x?  +bcx®
—cx  +acx® +bex® +cizt

1
= =

ISRISIHES]

(L —a—br—ca?)?=

= (L —a—ba—c2?)?

Ope256=1 | 21024-1
1 5
E(a,b,c) =2 —2aln4 + 3(a® — 2b) + 15(ab — ¢) + 21(b? + 2ac) + 23bc + 1232

A. Lagrange

90

=1L —2al + (a® = 20) + 2(ab — ¢)z + (b* + 2ac)z? + 2bca® + 2ot
= ff(% —a—bx—cz?)?de = (1—-1)—2alnd + (a® — 2b)3 + 2(ab — ) 252 + (b + 2ac) ¥4 +

3




Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas Célculo Numérico

B. Chebyshev

a=1.49515
b= —-0.65751
c=0.0877

E(1.49515, —0.65751,0.0877) = 3 — 2 x 1.49515 x In4 + 3(1.495 152 + 2 x 0.657 51) + 15(—1.
49515 % 0.657 51— 0.087 7) +21(0.657 51% +2 x 1. 495 15 x 0.087 7) — 235 x 0.657 51 x 0.087 7+ 1023
0.087 72

Ec = 4.1473078236 — 2.9903In4 = 0.001 871 795 543191 082499 3

C. Lagrangiano

a=1..674
b=-0.779
c = 0.106

E(1.674,-0.779,0.106) = 3 — 2 x 1.674In4 + 3(1.674% + 2 x 0.779) 4+ 15(—1.674 x 0.779 —
0.106) +21(0.779? + 2 x 1.674 x 0.106) — 25% x 0.779 x 0.106 + 1%220.106?
E =4.6471476 — 3.3481In4 = 0.005 834 078 970 606 208 142 2

D. Comparar
FEc < E<Ep
El polinomio de Chebyshev es el que tiene menor error de todos, luego el polinomio del La-
grangiano, y luego el polinomio de Lagrange. Esto se debe ya que el polinomio de Chebyshev
no interpola los puntos dados, por lo que tiene mds libertar para acotar el error, luego el del
lagrangiano es el polinomio que interpola los dos extremos de menor error, y como el polinomio
de lagrange interpola esos dos puntos, mds x1, entonces el error es més grande que todos.

ii. enlos puntos zg =121 =2 29 =4
A. Lagrange
[pr(1) =11 =0 — 2=t —0
lpr(2)-%| _ 0
Peeel —

|pL(2)—% =0 =

N

_1
pr(4) -3/ =0= =i _
Er, =0+04+0=0

Er.,=0+0+0=0

NG

B. Chebyshev
lpc(1) — 1] = 0.07466 = cW=1 — 0 07466
1

1
lpc(2) — 3| =0.03093 = lre@=31 _ g 06156

2
_1
Ipe(4) — 1] = 0.01831 — 22W=4l _ o734
4
Pr,,, = 0.07466 + 0.03093 + 0.018 31 = 0.1239
Er,., = 0.07466 + 0.061 86 + 0.073 24 = 0.209 76
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C. Lagrangiano
— lp()=1] _
Ip(1) = 1] =0 = B5— =0

_1
p(2) — 1| ~ 00382 = 2272 ~ 0764
2
4)—1
p() = 5[ =0 = |p()% 1=
Er, =0+0.0382+0=0.0382
Er. =040.0764+0 = 0.076 4

D. Comparar
Fr < E< E¢
Claramente el polinomio de Lagrange tiene menos error que los otros, ya que interpola esos
puntos.
Luego, el polinomio del Lagrangiano, como interpola los extremos, solo tienen un pequeno error
en el punto 1 = 2.
El polinomio con ma&s error en los puntos es el polinomio de Chebyshev, ya que no interpola
ninguno de esos puntos.

iii. Cota superior
Como todos los errores realtivos son de la forma

_ p@)—f@]| _ et tbeteg| 3 o
Era(z) = By = B = |az® + ba? + cx — 1
v el mdximo se alcanza en la derivada igual a cero, por lo que el médulo se puede sacar:
OBret(®) = 3022 + 2z + ¢ = 0 =

jl _ —2b+V4b%2—12ac
- 6a
= —2b—+/4b2—12ac

T =
6a
que son los puntos del error méximo de los polinomios.

A. Lagrange
El polinomio de Lagrange interpola a f(z) en 1,2 y 4, por lo que el error serd cero en esos
puntos, entonces, con solo evaluar en algun punto entre [1,2] y [2,4] se puede obtener el signo
del médulo:

o) F(x 1p2 Tg1 o1
By (e) = gl = £ o - |52° — §2% + fo — 1|
max B, (v) < a%ﬁ =0

ocupando lo anterior:

_ 7 2x T4y/ax(5) —12xEx ]
2b+ éxz 2ac _ X% i) =1 = IVT+ 1 ~3.215

Tl =

65
B ox I /ax(Z)?_12xLlxZ
By =" Xéiz LT 1T~ 1.451
BEp(Z1) = |§ x3.215% — £ x 3.215% + T x 3.215 — 1| = 0.264076 453 125

Er(Tg) = |§ x 1.451% — T x 1.451% + £ x 1.451 — 1| = 0.078 891 231375
Error méximo: Eyp, = 0.264 076453 125
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B. Chebyshev
De forma anéloga, pero con los puntos 3.8, 2.5, 1.2

Ee(z) = %‘ =10.087 72 — 0.657 512 + 1.495 15z — 1

max Ec(z) <= GE%;I) =0

| = 2X005T5LEVAX0.65TS 19X 0.08TTx L 49515 — 3,949 167 533 904 671 003 5 = 3. 25

5= 2x0.657 51— 4><0.%5><705.B28;$2><0.0877><1.495 15 _ 1.749008064 7270279703 ~ 1.749

Ec(zy) = ’0.0877 x 1.749% — 0.65751 x 1.749% +1.49515 x 1.749 — 1| = 0.072905 5065773
Ec(zs) = |0.0877 x 3.25% —0.65751 x 3.25% 4+ 1.49515 x 3.25 — 1| =0.0751353125
Error méximo: Eyc = 0.0751353125

8l

I

C. Lagrangiano

B(x) = |00 = 10,106 2% — 0.779 2 + 1. 6742 — 1]

7y = XOTTOLVAXO0TTO 1220106 X674 — 3308 060 904 105 676 2412 ~ 3.308
xX0U.

Ty = 2X0TTO—VAXOTTO 2 =12x0.106 X1.674 — 1 591 310165 076 7136959 ~ 1.591

E(z,) = |0.106 x 3.308% — 0.779 x 3.308% + 1.674 x 3.308 — 1| = 0.149805 680128
E(z,) = |0.106 x 1.591% — 0.779 x 1.591%2 +1.674 x 1.591 — 1‘ =0.118 356 516 526
Error médximo: Ey; = 0.149805 680 128

D. Comparar
Eyve < By < Eyrp
Por la propiedad de los polinomios de Chebyshev, es el polinomio de menor error en la cota
superior en cada punto del intervalo dado.
Luego, como el polinomio del Lagrangiano minimiza el drea total del error, esto lleva a acotar
de mejor manera a todos los puntos del intervalo, por lo que no puede haber mucho error en los
puntos.
Como el polinomio de Lagrange solo interpola en los puntos dados, no tiene ninguna propiedad
de que acota el error en todos los puntos del intervalo, por lo que su error es el mayor de todos.

Como vimos, cada uno de estos tres polinomios intenta de aproximar y/o interpolar a f(z) en el intervalo
[1,4] y cada polinomio tiene distintas propiedades descritas previamente, y segin para lo que se necesite
hacer con el polinomio, es cual se elige para construir.
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8. Minimos Cuadrados Ortogonales

(a) Minimos Cuadrados Ortogonales Lineales

i)

ii)

iii)

min A% = min (¢ — )% + (yo — (a + bx))?

gh = 2(xg — 2)(—1) + 2(yo — (a + bz))(—b) =0
(o — ) + (yo — (a +bx))b =0
zo—x+byo—ab—b%x =0

(1+b2) = x0 + byo — ab
= g = fotgue—ab

2
= fjo = a + betfueab — brodiyota .
M = (20 = 20)* + (Jo — y0)* = (5™ — w0)” + (PUFLT — o)
_ (byo—ab—bzxo)Q + (a—yu+bx0>2 (byo—ab—b%x0)%+(a—yo~+bxo)> _ (a— yo+bag)>
= b2+1 b2+1 (b2+1)2 bZ+1
it+bw;
Ei(a,b) = Z - ZZHx
0 n 2(a—y;+bx;
BEaL — Z ( béjJrl ) 0
min £ (a,b) n =1 )
OB, __ Z 2(a—y;+bx;)z; (b°+1)—2b(a—y;+bx;) -0
b _z:1 (b2+1)2

=> (a—yi+br;))=0=>a+bx =7

=1
= > (a—y; +bxy) z; (b2 + 1) fb(afy¢+bzi)2 =0

=1
> (a—=yi +bxy) [2;(b* +1) = b(a —y; + bx;)] = 0
i=1
n

(@ — y; + bw;) [2;6* + 2; — ba + by; — b%x;] =0
=1
n
> (a—y; +bx;) [z, —ba+by;] =0
z:l

(a —y; + bz;) Z—abZ(a—yi—&-bmi)—sz(a—yi+bx¢)yi=0

i=1 i=0 i=0
Sla—y;+bx;)x;+b> (a—y; +bx;)y; =0
i=1 i=1

aZ — Syy + b ;x? + aby — bl ;y? + 628, =0

Entonces tenemos el sistema

a+bT =17y

aZ — Sy + bt 3 a? + aby — b= > y? + 1?5, =0
i=1 i=1

Remplazando

(§ — bZ)T — Spy + b1 3 22 + (§ — b2)by — bS,, + 625, =0
i=1

n n
yz — bz* — Spy + b1 lef + by — by — bt Zlyf + 628,y =0
1= 1=

b*(Say — 29) + b(S% — S3) — (Sey —77) =0

2 (S2 52) _ _ (SifSZ) \/(52 52)2—4(Szy—79)?
b + b ey —TY) 1=0=b= T 2(Say—77) 4(Szy—ty)2
Ahora blen, si
_ (S2-52) (52—-52)2—4(S,,—27)?

y > O : b = 2(Szy7xy \/ 4(Szy7xyy

_ (52-52) (52=52)2—4(5,,—z7)2
§y<0=b=—55 25 ~ \/ 4'(:>‘1y—5cz7>2
a=19y—bx
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(b) Minimos Cuadrados Ortogonales Polinomiales

i)

ii)

iii)

Ecuacién a minimizar: minh? = (x — x0)? + (p(x) — yo)?. Para encontrar el punto hay que derivar
con respecto a x e igualar a cero. Luego, al resolver el sistema, se encontrardn n soluciones, y al
evaluar h? en cada una de estas, se escoje la que hace a h% menor.

La recta y = a + b& cumple que b = p/(£) y p(&) = a + bi

= y(z) = p(2) + p/(2)(x — &) = p(2) — 2p'(2) + zp'(2) (Taylor de 1° orden)

Por la parte (a) - i) h2, = % donde a = p(&) — 2p' (%) y b = p/'(%)
o (p(@)—ap'(#)—yo+p (#)zo)

= hmm - p’'(2)%2+1

Dados los puntos (z;,y;), ¢ = l...n, el problema a minimizar es:

n D — i () — s () )
EL(p) = Z:l (p(2) xpp(laz;)zyi? (&);)
p(x) = ag+a1x+ax® + ...+ a,, ™. Luego queda un sistema de m+ 1 ecuaciones con m+ 1 variables
no lineal a resolver. El resultado siempre existe ya que el el error no es acotado superiormente pero
si inferiormente, ya que siempre F, (p) > 0, por lo que el minimo existe. En el caso que n < m+1,
el polinomio resultante seria el polinomio interpolante, ya que en ese caso, E, (p) = 0. En el caso
que z; = x; pero y; # y;, con i,j € {1,...,n}, el método también encuentra una solucién, ya que el
minimo siempre existe, pero en el caso que n < m + 1, el polinomio interpola solo los puntos con
una tdnica imagen, y se aproxima en los puntos con multiples imagenes.

. Para resolverlo se debe derivar segin a;, j = 0...m, donde

(¢) Minimos Cuadrados Ordinarios y Ortogonales
Con los puntos: (0,1), (2,3) (3,2).

i)

De la parte a.ii), el sistema que resuelve es:
a+br=y
n n
aZ — Sy + bt > a? + aby — b= > y? + 125, =0
i=1 i

=1

Reemplanzando:

a+b5—2:>a—2—7
a§—4+b13+ab2—bﬁ4+b24:0

)3 —4+08 4+ (4— 26)b—bit + b4

= (2-3b

= b+ Zi;b -1=0

= by = —1.869 by = $v13 — 2 = 0.5352
como todos los y; > 0

= b=10.5352

= a=1.108

Ly =1.108 4- 0.5352z
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ii)

iii)

El sistema a resolver es:

21«;%[ﬂ 2, v

Yowi > iy
i=1

i=1 =

<[ 2l l= 1o)== 1]~ o]

L2 =1.286 + 0.428 6z

=

Grafique y compare L1 y L2..
Rojo: L1 = 1.108 + 0.5352x
Azul: L2 =1.286 + 0.428 6x
Negro: (0,1), (2,3) (3,2).

¥4

A

] 0 1 11 1 15 3

X

L1 tiene menor intercepto que L2, pero mayor pendiente, ademéds se puede observar que el punto

en donde ambas rectas se intercepta corresponde a (Z, ) = (g, 2). La diferencia entre ambas rectas

se basa en el hecho que L2 solo concidera el error en el eje y, por lo que su pendiente serd la que

menor haga la suma de los errores verticales, mientras que L1 concidera el error ortogonal, que es

el error del eje = y del eje y, por lo que su pendiente serd la que haga menor el error del eje = y

del eje y. Esta concideracion se basa en el hecho de que si el error de los datos es solo del eje z, la
n

recta L1 tiene la propiedad que el error > |x; — @;| , donde Z; es tal que L2(%;) = y; es menor que
i=1

cualquier otra recta.
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9. Interpolacién y aproximacion

(a) Forma: p(x) = pi(z) siz € [zg, Tr41] Yk = 0...n — 1, donde pg(z) son polinomios a determinar.
Condiciones:
i. Interpolacion: pi(z) = f(vr) VkE=0..n — 1y pp_1(zn) = f(xn) =n+1 condiciones
ii. Continuidad: pg_1(xk) = pr(zr) Yk = 1..n — 1 =n-1 condiciones

iii. 1° Derivada: %(mk) = %(mk) Vk =1..n—1 =n-1 condiciones

iv. 2° Derivada: dz;;’:l (xr) = d;f; (zx) Vk =1..n —1 =n-1 condiciones
Total condiciones: 4n-2
Grado de los polinomios: Como tenemos n polinomios y 4n — 2 condiciones, entonces los polinomios
deben ser de grado 3, ie, py(z) = ay + bpx + cxw? + dy2®
Como podemos ver, este problema no tiene una tnica solucién, ya que hay 4n incégnitas y 4n — 2
condiciones, por lo que se deben agregar dos condiciones adicionales (de borde por ejemplo) para que el
sistema tenga solucién tnica.
(b) Al aumentar en un grado a los polinomios, estos seran de grado 4:
() = ag + bpw + cpa? + dpa® + et
Entonces, el problema de optimizacién con restricciones es:

min T (@) - p(a))?de
pr(zr) = f(xr) Vk=0.n—1
pnfl(mn) = f(xn)

s.a Pr—1(xk) = pr(zk) Vk=1.n-1
Wrt () = Pe () Vh=1l.n—1

2 2
ot () = TP (2y) VE=1.n—1

y dejandolo expresado en los coeficientes:

n—1 Tk+1
min > [ (ag + brz + cpa® + dyx® + ezt — f(x))%dx
k=0 Tl
a + bpxy + ki + doxy + ey = f(xy) Vk=0..n—-1

ap—1+bp_12, + Cn—lx% + dn—lxi + en—lx;ll = f(xn)

s.a ap—1 + b1 + ck_lxi + dk._lxi + ek_lxi =ayp + bz + ckxi + dxz% + ek:cﬁ Vk=1.n-1
br_1 4+ 2¢cp_1x + 3dk_1l‘i + 4€k_1$2 = by + 2cpx) + 3dzl’i + 4€k$2 Vk=1.n-1
2¢k_1 + 6di_1xK + 126k,1x% = 2¢, + 6d,x) + 126;&% Vk=1.n-1

Este problema tiene solucién tnica, ya que la funcién a minimizar siempre es positiva, asf que el minimo
siempre se alcanza.
(c) Si p(z) es solo de clase C°, entonces las condiciones son:
i. Interpolacion: py(xy) = f(zr) Vk=0..n =1y pp_1(z,) = f(x,) =n+1 condiciones
ii. Continuidad: pg_1(xk) = pr(zk) Yk = 1..n — 1 =n-1 condiciones
Lo que da un total de 2n condiciones, por lo que los polinomios deben de ser grado 1, es decir: pg(z) =
ap + brx
Este sistema tiene solucién tnica, ya que son 2n condiciones y 2n incégnitas.
Al aumentar el grado de los polinomios, entonces estos quedan:
() = ag + bpw + cpa?
El problema de optimizacion es:

x

min [(f(@) - pa))?da

Pr(Tr) iof(xk) Vk=0.n-1
s.a pnfl(mn) = f(xn)
pr_1(xk) = pr(zr) Vk=1l.n-1
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y dejandolo expresado en los coeficientes:

n—1 Tk+1

min > [ (a4 brz + cxz® — f(z))?de
k=0 Tk
ar + by + cxri = f(zg) Vk=0..n—-1

s.a Un-1+ bp_17p + cp_122 = f(,)
ap—1+ br_1xK + ck_lmi =ayp + bz + ckzi Vk=1.n—-1

En este caso, el problema de interpolacién es simplemente calcular la recta pg(x) que interpola a x y
a Tpy1, Vk = 0...n — 1. Podemos ver que las rectas son independientes entre si, ya que solo dependen
de los puntos =, v z;+1.Entonces, al aumentar en un grado los polinomios, el problema de optimizacién
general se puede resolver de forma independiente para cada trazo:

Tl
min [ (ag + by + cxz® — f(z))?dz

P i
k) ar + brxy + ckxi = f(.’L'k)

ak + bpZrgr + cuxi g = fTrs)

Vk=0..n—-1

(d) Siguiendo las indicaciones para f(z) = cos?

mx, con la malla {0, 1,2} :
i. Considerando p; (z) = a+bz+ca?, plantiemos el problema de mfnimos cuadrados con las restricciones

de interpolacién en el intervalor [0, 1].

1
min  [(a+ bz + ca? — cos? wz)?dx
0

a=1
5.a at+b+c=1
ii. Con las restricciones:
a=1
c=—-b

iii. Replanteando el problema con 1 sola variable.
1
min  [(1+b(z — 2?) — cos® mz)?dx
0

iv. Resolviendo el problema:
1

E@®) = Of(l +b(z — 2?) — cos? wz)?dx

1
9= 2bf(1 +b(x — 22) — cos? mz)(x — 2%)dx = 0
1 1
J((z — 2?) + b(x — 2%)?)dz = [(x — 2%) cos® Tadz
0 0

1 1
[ (z—2?) cos® madz— [(z—2?)dx
0 0

=b= n
[(z—=x2)2dx
0
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Calculando las integrales:

fl(szCQ)dx = %

_ " ax2 6 15 5
= p=12 4}02 6 — -3
pi(r) =1 (50 + 3o+ (5 + 5)2?

v. Por simetria de f(x) y de la malla, pa(z) es solo una traslacién de p(z), es decir:

p2($) =pi(z—1)
= pa(r) =1 - (3= +3)(@— 1) + (5% + 5)(z - 1)?
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7
7.1

Ecuaciones No Lineales

Resumen de Materia

. Punto fijo: Diremos que una funcién g : R — R tiene un punto fijo en zg ssi: g(z¢) = zo.

Ceros de una funcién: Diremos que una funcién f : R — R tiene un cero en g ssi: f(zg) = 0.

Relaciéon entre punto fijo y ceros: Dado alguno de los dos problemas, se puede transformar en el otro
tipo de problema:

(a) Si g es un punto fijo de g(x), entonces x es un cero de la funcién definida como f(z)

(b) Si xg es un cero de f(x), entonces xg es un punto fijo de la funcién definida como g(z) =

. Teorema de punto fijo: Sea g(z) una funcién continua en [a, b].

(a) Sia < g(z) < b= g(x) tiene un punto fijo p € [a, b].

(b) Si g(x) es derivable en (a,b) y ‘dﬂ—f) < 1 para x € (a,b) = el punto fijo es unico.

. Método de punto fijo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto fijo:

(a) Partir con un zg € [a, b

(b) La sucesién definida como zx41 = g(xx) converge al punto fijo tinico de g(z).

. Método de la Biseccién: Si f(x) tiene una sola raiz Z € [a, b], entonces:

(a) Sean ay, 8, € [a,b] tal que f(ag) v f(B,) tengan distinto signo, es decir: f(ap)f(8y) < 0.Sea ¢ la
precisién buscada.
) Se define ¢, = %
) Si|f(er)| < e, terminar y T =~ e.
) Si f(er)f(ax) <0, entonces a1 = g, Bpq = €k-
e) En caso contrario, si f(ex)f(8)) <0, entonces a1 = €k, Bryq = By
) Volver a (b).
)

El numero de iteraciones serd cercano a n = logy(=2)

. Método de la Secante: Si f(z) tiene una sola raiz T € [a, b], entonces:

(a) Sean xg,z; dos aproximaciones iniciales de Z.
(b)
()
) Tp—Th—1

(d) Despejando se obtiene la sucesion: xpy1 =z — f(a:k)m

flar)—f(@r-1)

La recta que interpola a f(z) en @, xp—1 es: Ly(z) = f(zr) + (@ — ap) = =5

Se define xj41 la nueva aproximacién de & que cumple L, (zk41) = 0.

. Método de Newton - Raphson: Dada una funcién f : R — R regular, por Taylor se obtiene que

f(@) = f(a:)—l—f/(a:)(a’:—x)—l—w(af—w)? Si Z es un cero de f(z), entonces si |T — z| =~ 0 =>§:=a:—]{/((z)

(a) Sea g € R cercano a Z.

_ S(i)
(B) Zers = = 77,5

. Convergencia del Método de Newton: Sea f(x) € ¢*[a,b]. Sea Z tal que f(Z) = 0, f (Z) # 0. Entonces

existe 6 > 0 tal que el método de newton genera una sucesién {xj}72, que converge a T para cualquier
xo € (Cf‘—57£f'+(5)
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10.

11.

12.

Orden de convergencia: Sea {zj}7° | una sucesién que converge a Z, construida por un método iterativo.
Sea e, = T — x,, el error cometido por la n-ésima iteracién. Se dird que el método es de orden p si existe una
constante ¢ tal que: |e,11| < clen|”

(a) Biseccién: e, 11 = 3(e, +e, 1) =>p=1

"

(b) Secante: e;,11 = _enen—1%7 con &, € Co(Z, Tp, Tn—1), Mn € CO(Tn, Tno1) = p = 1+2\/§
(c) Newton: e, = —¢2 ;f,((i’;)), con &,, € ¢o(T,xy) = p =2

Multiplicidad de una raiz: sea una funcion f(z) con raiz Z. Se dice que la multiplicidad de la raiz Z es m
si se cumple que:
f(@)
)"

lim = Oconk = 0...m

T—T (.’IJ _
Para un método iterativo, que aproxima una raiz T con multiplicidad m, se cumple que

_m—l

Tn+1 — T
Tp — Tp—1

lim
n—o0 m

Meétodo modificado de Newton: si T es una raiz con multiplicidad m, entonces el método modificado de

newton: T,41 =T, —m J{,((Z")), converge a T en orden cuadrético.
n

13. Raices de Polinomios: Método de Graeffe

(a) Sea el un polinomio py(z) de grado n. Entonces tiene n raices, ay, ..., an, y €l polinomio se puede escribir
como:

po(x) = (z — a1)(x — ag)....(z — ay)

(b) Si multiplicamos el polinomio py(z) por el polinomio pg(—zx), el polinomio resultante tendréd las mismas
raices que po(z), pero al cuadrado:

p@)p(=z) = (-1)"(2* — ai)(2? - a3)....(z* — a})
(c) A este polinomio le aplicamos un cambio de variable cuadrético y lo llamamos p;(x), es decir:
Pi(@) = (~1)"(z — a2)(@ — a3)...(& — a2)
(d) Repitiendo este procediemiento m veces obtendremos:
P(@) = (~1)™ (2 — a2 )@ — a§").oe (& — a2")
(e) Expandiendo p,,(x) obtenemos:
Pm(2) = 2™ + b2+ .+ by

Donde ...z, son las n raices de p,,(z), y se cumple que xp = azm
(f) Los coeficientes obtenidos gracias a la férmula de Vieta tienen la forma:
ib=—(z1+z2+... +,)
il. bo = (122 + Tox3 + ... + Tp_12,)
iii. ...

iv. bn = (_1)n L1L2...Tp
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(g) En la supocisién que |a,| < |an—1] < ... < |a1] = |yn| << |Jyn_1] << .. << |y1]
Luego, podemos aproximar los coeficientes de la siguiente forma:

k
b~ (—=1)" TT v
j=1
(h) Luego, las soluciones (sus valores absolutos) las obtenemos de forma inductiva:

1. Y1 ~ —b; = \al\ ~ 2m\/ —b;
ii. k=2..n

Yk = =5 = law] & 2=
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7.2 Problemas

1. Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo, aplique el método de newton - raphson para
resolver la siguiente ecuacién: f(z) = z,donde f(z) = 1z* — sin(rz) — 3 cos(rz?). Tome zy = 3

2. Demuestre que el orden de convergencia del método de la secante es p = % .

3. Resuelva la ecuacion sin(z) —z = 0 con el método de newton, partiendo con zp = 1. Aproxime la multiplicadad
de la raiz por las iteraciones de newton. Aplique el método de newton modificado. Vea a que solucién converge
el método y vea cual es la multiplicidad de la raiz teérica. Compare ambos métodos. Use 3 cifras significativas.

4. Encuentre las raices del polinomio p(x) = 2® — 422 + x + 6 usando el método de Graeffe.

5. El polinomio de cuarto grado:

plr)=a*+2° -2 -2 -1
tiene un cero cerca de 1.1. Determine este cero aplicando los métodos de:
(a) La Biseccién
(b) Newton-Raphson
6. En la molécula diatémica de la sal comin, cloruro de sodio NaCl, el potencial de interaccién entre los iones

Na+ y Cl- estd dado por:
2
q _r
Vir) = — Voe ™
(r) dmeqr +Yee

donde r es la distancia que los separa, g es la carga del protén, g¢ es la permitividad eléctrica del vacio, y
Vo ¥ ro son constantes que dependen de la molécula. Los datos para la molécula NaCl son:
2

T _144[A-eV]  Vo=1090 [eV] 7o = 0.33 [A]
47‘(&‘0

Para que la molécula esté en equilibrio, la fuerza de interaccién entre los iones debe ser cero, y se cumple la
siguiente relacién entre fuerza y potencial:
dv (r)
£ =-=
r

Se desea encontrar la distancia entre los iones, cuando la molécula estd en equilibrio. Para esto, sigamos los
siguientes pasos (Para todo el problema, use una aritmética finita de 4 cifras significativas con redondeo):

(a) Plantee el sistema no lineal a resolver. Compruebe la existencia de un cero dentro del intervalo [2, 4]
(b) Se proponen dos métodos para obtener un punto inicial ¢ para aplicar el método de Newton.

i) El polinomio normalizado de aproximacién por minimos cuadrdados de f(r) en el intervalo [2,4] es:
p(z) = 2® — 9.552% +29.92 — 30.6

Se desea aproximar las raices de f(r) por las raices reales de p(x). Haga 2 iteraciones del método
de Graeffe aplicado al polinomio p(z), y de las tres raices obtenidas, quédese con aquella que hace
a f(r) més cercano a cero. Llame a este punto inicial 7.
Obs: (2% 4 az? + bx + ¢)(—2® + az? — bx + ¢) = —2% + (a® — 2b)z* + (2ac — b?) 2? + 2
ii) Haga 2 iteraciones con el método de la Biseccidn, y luego quédese con el punto medio del intervalo
encontrado. Llame a este punto inicial .
(¢) Aplicando el método de Newton

i) Haga 1 iteraciéon del método de Newton a partir de r;. Llame a este resultado dj.
ii) Haga 1 iteracién del método de Newton a partir de ro. Llame a este resultado dy

(d) Determine el ndmero de operaciones para calcular 71 y r9. Compare la precisién de las soluciones d; y
ds.
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7.3 Respuestas

1. Newton - raphson

To= L, Tp1 = Tp — f,(x") . Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo.
27wkt I (zk)

Se define g(z) = f(z) — z => g(z) = 2% — sin(nz) — § cos(mz?) — x

Se calcula g (z) = & — 7 cos(mx) + ma sin(7z?) — 1

%zifsin(frmk)fé cos(mal)—xy,

Th+1 = Tk — x—m cos(may)+may sin(rzy)—1
k| xg i sin(mray) cos(may)
E 8% — 0.5625 sin(73) = 112 cos(nd) = —1./2
1 % 4+ 0.2518 = 1.002 1.002%2 = 1.004 | sin(1. 0027) = —0.006 283 | cos(1.0027) = —1
2 11.002—-0.002012=1 | 1 0 —1
k | zgsin(mz?) cos(mz}) g(zr) g (z1)
0 | 3sin(x2”) =0.7356 cos(m8”) = —0.1951 g(3) = —1.078 g(3) =428
1 | 1.002sin(rL.002%) = —0.0126 | cos(xL.0022) = —0.9999 | ¢(1.002) = 0.006246 | ¢ (1.002) = 3.104
210 1 g1 =0
L | 2@k
L{tts
0 040'(2)(%2246: —0.2518
1T = 00000

La solucién es £ = 1

2. Orden de convergencia del método de la Secante
Th4+1 — Tk — f(fﬁk)mv en =T — Xp , |6n+1‘ <c |€n|p7 Ent1 = _enen—I%

Busquemos e, 41 en funcién de e, y e,_1.
f(@n) = f(Tn-1) + f/ (M (@n — Tp-1) = fl (n) = %’ 1 € co(n-1,n)
Error de Lagrange: f(x) — L,(z) = (z — 2p)(x — mn,l)fT(f), con Ly (z) = f(a,) + (x — xn)%

€

[(Z)=0= L,(Z) = —(Z — 2,)(T — 1) —5>,§ €CO(Tn—1,Tn, T)

’

Por contruccién del método, L, (zn+1) = 0= f(x,) = —(Tnt1 —zn)f (1)

+ (@ —@a)f () = (@ = 2ns1) f ()

)
) = en-&-lf/ (77) y Ln(j) = *enen—lfT(g)

/

Luego Ly, (z) = —(p41 —xn)f (0
Entonces Ly (Z) = (Z — 2n41)f (1
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Finalmente, €,11 = —enen_l%f € Co(Tp—1,Tn,T),N € C0(Ty_1,%n)

Ahora, |e,11]| < len| len—1| M <= M |ent1] < M |en| M |en—1]

Sea & = max{M |eg|, M |e1]} < 1. Entonces M |eq| < 66 = 6% < 4.

M les| < 620 = 63, M |eq] < 636 = 6°.

Si definimos ¢, € N de modo que M |e,| < 67", entonces tenemos la ecuacién M |e, 41| < 7%t = §I+*
La ecuacién recursiva queda ¢, + ¢n—1 = @n+1, con go = 1,q1 =1

Suponiendo ¢, = A", entonces A" + A" L=\ —= N2 A —-1=0

n n
Las soluciones son \; = 1+T\/g’)\2 = 177\/5 = qn=2cC1 (#) + co (172 )

S

LivE\ Pl 1_ s\ ntl 1_ v\ ntl
M |epy1] < 60+t = (561( 2 ) ) 2( 2 ) , pero como =5 ~ —0.618, entonces 5C2( 2 ) se puede

2
acotar por una constante

1+v5 )\t 14v5\"HL
Se define B,, = k;5< 2 ) . B, tiene orden de convergencia p = 1+2‘/5, va que Bpi1 = ké( 2 ) =
(1—6) (L5 (L5 . .
k\ 2 n 2 = c¢By, ? . Luego, como e, < B,, entonces e, tiene un orden de convergencia menor o
igual a p = 145,
3. sin(z) —z=0,20=1
(a) Tpt1 =) — J{/((Z’Z)) =Tf — 7225?;“3{_96{“
k Tp sin(zy) cos(zk) %
0 1 0.841  0.540 0801 = 0.346
1 1-0.346 = 0.654 0.608  0.794  2008-0.651 — ) 223
2 0.654-0.223=0431 0418 0.909 2418031 — (143
3 0431-0.143=0.288 0.284 0959 92810288 — 98
4 0288-0.098=0.19 0.189 0982 218019 —0.0556
5 0.19-0.0556=0.134 0.134  0.991 O30-0.181 — |
(b) 3434019 — 0,571 = m ~ ;—== = 2.331002331002 331 002 39
= m=2
(C) Tk+1 = Tk — 2}0/(&2)) =Tr — 28;2286}”))7_:61}E
k Tp sin(zy) cos(zy) %
0 1 0.841 0.540 38— = 0.346
1 1-2x0.346 = 0.308 0.303 0.953  2:308-0.308 — (106
2 0.308 —2x0.106 =0.096 9.59 x 1072 0.995  2:59x10 2-0.09 _ 9
3 0.096 —2x0.02=0.056 5.6x1072  0.998 5:6x10 2-0.056 — ()
(d) £ =0. Usando L’Hépital para calcular el limite
limy, o $H=E = Tim, 5 S — lim, g 5 = 0si k=2,

Luego, z = 0 tiene multiplicidad m = 2.

(e) Claramente al modificar el método de newton, la convergencia es mucho mds rapida, ya que en solo 3
iteraciones usando el método modificado, la respuesta es mucho méds exacta que al hacer 5 iteraciones
con el método original.
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4. Método de Graeffe:
po(z) = 23 —4x2+:1c+6
po(—x) = — 422 —1+6
po(x)po(— ) (2% —42? + 2 +6) (-2 — 42® — v+ 6) = 14.02* — 49.02% — 2° + 36.0 = p; (2?)
1(x) = —23 + 142% — 492 + 36
(=
(=

B

x) = 2% + 1422 + 492 + 36

pi(—z)p1(z) = (2° + 142% 4 49z + 36) (—2® + 142% — 49z + 36)

= —20 4 98z* — 139322 + 1296 = po(z?)

pa(x) = —23 + 9822 — 13932 + 1296

po(—x) = 2% + 9822 + 1393z + 1296

pa(—z)p2(z) = (2% 4 9822 + 1393z + 1296) (—a® + 982% — 1393z + 1296)
= —2% + 6818x* — 1686 43322 + 1679616

p3(z) = —a® + 681822 — 1686 433z + 1679616

3

1

z1 = 6818

— |ay| = %/6818 = 3.014443 3358905717064 ~ 3

zy = 1838833 — 247350102 669 404 517 45

— |as| = V/247.350 102669404 517 45 = 1.991425 261312245399 1 ~ 2
zy = 1578618 — 0.995957 740 390 516 551 8

— |ag] = 3/0.995957 740390516 551 8 = 0.999 493 821 698 42347109 ~ 1

p(3)=0
p(2) =0
p(=1)=0

5. Usaremos 4 cifras significativas con redondeo

px)=at+ad—a2—z—1,z2€[ll—¢1.1+¢

(a) Seazp=1, 11 =12=p(1)=—1, p(1.2) =1.2* +1.23 - 122 - 1.2-1=0.1616

i zg = % =1.1=p(1.1)=11*+11> - 1.12 - 1.1 — 1 = —0.5149
T3 = 152& =1.15 = p(1.15) = 1.15* + 1.15% — 1.152 — 1.15 — 1 = —0.2026
Ty = % 1.175 = p(1.175) = 1.175* + 1.175% — 1.175% — 1.175 — 1 = —0.02727
T5 = 117{12 1.188 = p(1.188) = 1.188% + 1.188% — 1.188% — 1.188 — 1 = 0.069 22
zg = LASSELLTS — 1 182 — p(1.182) = 1.182% + 1.182% — 1.1822 — 1.182 — 1 = 0.024 23
x7 = %2“75 =1.179 = p(1.179) = 1.179* + 1.179% — 1.179? — 1.179 — 1 = 0.002 031
xi—&-mi—fci—mk—l
4x3+3xi 2z —1
r=1.1— 1144113 -1.1%-1.1-1  _ 1.1 — L46441.331-1.21-1.1-1 _ 7 7 _ =0515 _ 17 4 () )895

(b) p(2) = 42® + 322 — 20 — | —> 2py = 2y, —

Ax1.1543x1.12—2x1.1-1 5.32443.63—2.2—1 5. 754

=z =1.19

_ o 1.19%41.19%-1.192-1.19-1 2. 005+1 685—1.416—1.19—1
Tg = 119 — 557 195 43x1.192—2x1.19—-1 =119 6.741+4.248—2.38—1 = 1.19 - 0.01104
= xo =1.179

_ _1.179%41.179%-1.1792-1.179-1 __ _1.93241.639-1.390—1.179—1 _0.002 _
r3 = 1.179 Ax1.1793+3%1.1792—2x1.179—1 — L1179 6.555+4. 170—2. 358—1 = L179 — 756 = 1.179
=x3=1.179
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6. Ecuaciones No-Lineales

(a) Plantear el sistema y existencia de la raiz

av(r
f(r):0<:>—d£):0

— V(r) = =14 £ 1090 x e~ 03

= f(r)= -0 — 144 4 3303 x 05

(4 — 3303 x e~ =0

£(2) = =41 13303 x e7955 = —3.6 + 3303 x e 6061 = —3.6 4 3303 x 0.002332 = 4.103
f(4) =~ 13303 x e~ 73 = —0.9 + 3303 x 0.000 005 443 = —0.882
como f(2) >0y f(4) < 0= 3z € (2,4) tal que f(Z) =0

Forma alternativa:

glx)=x+ 1:'24 — 3303 x e~ 0.3

g(2) =2 —4.103 = —2.103

g(4) = 4+ 0.882 = 4.882

como ¢(2) <2y g(4) >4 = 3T €(2,4) tal que g(z) ==

(b) Encontrar punto inicial

i) Aproximar la raiz por minimos cuadrados y Graeffe

A. po(z) = 2® —9.552% +29. 9z — 30.6
ag = —9.55, by = 29.9, ¢o = —30.6
a? —2b=9.55% —2x29.9 =31.4
2ac — b* =2 x 30.6 x 9.55 — 29.97 = 584.5 — 894 = —309.5
¢? = 30.6% = 936.4
B. pi(z) = —a® + 31.42% — 309. 5z 4 936.4
a; =31.4, by = 309.5, ¢; = 936.4
a* —2b = 31.4* — 2 x 309.5 = 986 — 619 = 367
2ac — b* = 2 x 31.4 x 936.4 — 309.5% = 58810 — 95790 = —36 980
? = 936.42 = 876800
C. pa(x) = —a® + 36722 — 36930 + 876800
y1 =367 = x1 = /367 = 4.376898 909 121 390 327 0 ~ 4.377
y2 = 20980 = 100.8 = x5 = V/100.8 = 3.168583 3298824423651 ~ 3.169
ys = SO80 = 23.71 = x3 = v/23.71 = 2. 206 647 123936 208 399 ~ 2.207

D. f(4.377) = — 4, + 3303 x e~ 535 = —0.745903 486 168 984 443 88
£(3.169) = — g4, 4 3303 x e 535 = —1.210866 050 531 162 066 3
£(2.207) = — 124, 4 3303 x e~ 555 = 1.158 919676231 387271 4
Hay una raiz entre 2.207 y 3.169

=il = 2.207

ii) Método de la Biseccién

A f(2)=4.103>0
f(4) =—-0.882 <0

B. 21 =3
f(g) — _1§-24 + 3303 x 67% =-1.228 <0
3+2

C. 32—

£(2.5) = — 14 4 3303 x e~ 055 = —0.610446 727820 66220821 < 0
D. 225 —2.25
=iy =2.29
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(¢) Método de Newton
flr)=—11 4+ 3303 x e~ 0

7‘2
Y — 288 10010 x e~ 5
B — 1454 13303 x e~ 0.33
g(r)=r— 258 10010 e 0.33
i) 7 =2.207
14.4 14.4
A -4 o ~ 30 —2.956
B. _O.T?,a = —%55 ~ —6.688
C. e 03 = 6688 1,246 x 1073
D. 3303 x e~ 955 = 3303 x 1.246 x 1073 ~ 4.116
E. -1 43303 x e7 0% = —2.956 + 4.116 ~ 1.16
28.8 _ 28.8
F. 258 = 355 ~ 2679
G. 10010 x e~ 355 = 10010 x 1.246 x 1073 ~ 12.47
H. 2% — 10010 x e~ 03 = 2.679 — 12.47 = —9.791
—14443303xe 038 g g5
L 5 roo0gne vh — 9791 —0.1185
J. g(r1) =2.207 4+ 0.1185 ~ 2. 326
K. =—ldi = 2. 320
i) 7o =2.25
14.4 _ 14.4 14.4
A - = T2 = 5 G = —2.844
B. —m = &3 — —6.818
C. e7o5 = e 6818 =0.001094
D. 3303 x e~ 558 = 3303 x 0.001094 = 3.613
E. -1 43303 x e" 0 = —2.844 4 3.613 = 0.769
28.8 28.8 28.8
F. 55 =555 T 1139 2.529
G. 10010 x e~ 35 = 10010 x 0.001 094 = 10.95
H. 28 - 10010 x e~ o3 = 2.529 — 10.95 = —8.421
— Uy 48303xeT 088 o769
L TS Tl —0.091 32
J. g(r2) =2.25+0.09132 = 2.341
K. =l =2.341

(d) Comparacién de los resultados
i) Numero de Operaciones

evaf = 6 ops
A r:209)+24+3+3evaf =23+3x6=41
B. r9:6+4evaf =644 x6 =30

ii) Precisién
A. Eups(di) =|f(d1) — 0| = f(2.326) = 0.2078
B. Eups(da) = |f(de) — 0] = £(2.341) =~ 0.114 3

iii) Conclusién
El segundo método, utilizando Biseccién, es menos costoso en niimero de operaciones que el método

de Graeffe, y la solucién entregada fue mejor punto inicial, por lo que el segundo método es mas
eficiente.
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8 Sistema de Ecuaciones No Lineales

8.1 Resumen de Materia

fi(z)
, 2(7)

1. Campo Vectorial: F : R" — R", F(x) = . |, donde f; : R™ — R es un campo escalar, i = 1...n.

Jal)
2. Punto Fijo: F(z) tiene un punto fijo # en D = [a1, by] X [ag, ba] X ... X [an, by] si F(Z) = &
3. Teorema de punto fijo: Sea ﬁ(x) un campo vectorial continuo en D
(a) Si F(x) € D Vz € D = F(z) tiene un punto fijo en D.

L= . . Ofi(z)
(b) Si F(x) es derivable con continuidad en D y ‘Tj

fijo es tnico

< % Ve € D,Vi,7 =1..n con K <1 = el punto

4. Método de punto fijo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto fijo:

(a) Partir con un zg € D

(b) La sucesién definida como 41 = F(z;) converge al punto fijo tinico de F(z).

~ -, -
5. Ceros de un campo vectorial: Diremos que n campo vectorial F'(z) tiene un cero en zg ssi: F(xg) = 0.

6. Método de Newton — Kantorovich: Dado un campo vectorial ﬁ(x) regular, el Teorema de Taylor en R™

nos asegura que F(z) = F(z) + VE()(@ —z)+O(|z —2|*). Si |z —z| 0 =z =2 — [Vﬁ(x)} F(z).

(a) zp € R™ cercano a T
_ -1
(b) whir = w — [VE(i)|  Fap)

7. Método de Optimizacién de Newton-Kantorovich: Dada una funcién f(Z), y un vector inicial &y que
aproxima un minimo (méximo) de f(Z), el método iterativo de Newton-Kantorovich es:

Tr1 = Ty — Hp(Tp) "'V (Ty)
8. Direccién de descenso: Dado un problema de minimizacién: min f(z)
una direccién de descenso d para f(z) en un determinado Z, debe cumplir que

Ja>0, f(z+Ad) < f(Z), 0< A< a.
Si f es diferenciable, d es direccién de descenso < Vi) - d<0

(a) Método del gradiente: d = —V f(Z)
(b) Método de Newton: d = —H;(z)"'Vf(z)

9. Paso 6ptimo: Dado un problema de minimizacién: min f(z), una aproximacién Z del minimo y una direccién
de descenso d para f(Z), el paso A 6ptimo es aquel que cumple:

ming 4 x50 f(Z +Ad) = Vf(Z+ M) -d=0
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8.2 Problemas

1. Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo, aplique el método de newton - kantorovich para

53 — 3 0.25]

encontrar ceros del siguiente campo vectorial: F'(z1,z2) = 2o — Lsing, — cosa )} . Tome zy = {0 95
(T2 — 7 1- 2 :

2. Resuelva el siguiente SENL mediante el Método de Newton-Kantorovich:
zsin(y)] [z
yeos(z)] |y

. . . - . . - 1 . .
Usando una aritmetica de 2 cifras significativas con redondeo y partiendo con Zy = {8 5] , haga 2 iteraciones.

Calcule el error absoluto de dicha solucion.

3. Newton — Kantorovich y paso éptimo

(a) Demuestre que el método de Newton — Kantorovich encuentra la solucién al problema:
min %IETQI +rTy
en una sola iteracién, y desde cualquier punto inicial zy. Suponga que @ es definida positiva.

(b) Considere el problema de aproximacién polinomial:

1
min [(e* — p(z))*dz, donde p(z) es un polinomio de segundo grado tal que p(0) = 1. Resuelva el
0

problema usando el método de Newton.

(¢) Resuelva el problema anterior usando metodo del gradiente con paso 6ptimo
4. Aproximacién del minimo

(a) Se desea aproximar por minimos cuadrados la funcién f(x) = zlnz por un polinomio p(x) de grado 2,
en el intervalo [0,1], y ademds que p(0) = 0, es decir, resolver:

min E(p) = /0 (p(z) — zlnz)*d

i. De la forma de p(z) y aplique la condicion de interpolacién para encontrar alguna constante.
ii. Muestre que E se puede expresar de la formalz!Qz + riz.
iii. Aplique el método de Newton-Kantorovich para encontrar p(z). Eliga un punto inicial de forma que
facilite los calculos.

LI n — pn Ine _ _ x
Hint: [2"Inzdr =z (an 2n+n2+1)

(b) Ahora se desea buscar el minimo de f(z) = xInz. Usando como punto inicial el minimo de p(z), itere

el método de Newton Raphsody para encontrar Z, el mfnimo de f(z). Comparare Z con e~ !.
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5. Modelacién y Optimizacién:

(a) Modelacion:
Un artesano desea contruir una tienda de genera de forma cilindrica con el techo de forma semiesferico.
El desea maximizar el volumen de su tienda, pero con la restriccién que él dispone de un capital D para
comprar el género, que cuesta C por métro cuadrado. Plantee el modelo de optimizacién, indicando
variables, funcién objetivo y restricciones.
(b) Resolucién:
El artesano saco sus cuentas y disponde de $100.000 para comprar el genero. Una costurera amiga
le ofrecié $1000 por metro cuadrado de un excelente género importado.
i. De la restriccién del modelo, despeje una variable en funcién de las demas.
ii. Plantee el modelo equivalente al original, pero sin restricciones.
iii. Intente de resolver el problema usando el método del gradiente conjugado. ;Cuél es el inconveniente
que presenta? Explique.
iv. Una estimacién rapida dice que el didmetro de la tienda es 10 metros. Encuentre la solucién éptima
al problema, y calcule el volumen de la tienda.

6. Sea f(Z)=C T+ 33"+ Q- T, con Q matriz simétrica definida positiva

(a) Determine el éptimo de f

(b) Demuestre que aplicando el método de Newton-Kantorovich para el encontrar el 6ptimo de f se necesita
solo una iteraciéon

(c) Aplique lo anterior para f(z,y) = 2% + y? — 2y + 4z + 2y
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8.3 Respuestas

53 — 3 0.25 . .
1. F(zy,22) = - L (sinay — cosas) | 20 =10 95 - Primero encontremos la formula explicita
2= 7 1= 2 .
ofr  Ofi
o 10z —2x
— 61171 6212 _ 1 2
(a) Calculamos VF(SUl, 1’2) [gfz gf2‘| |:—411 cos 1 1_ iSiH $2:|
Ty xro
1
— 1
(b) Invertimos VF(z1,22): | 0% 0 110361 12“@.2 = 1 5 2
0 1 —4 CosxTy l—zsmxg — 3 COs T 4smx2+1
1
) 1 0 ) 1 5m1 =2 o 1 L 51“33
gcoszyp 1 — 4 COS 4 sinxg + 1 0 —gsinzs — 5057 L2 COST1 +1
1 (1] 1 5;1 T2 _ 1 — Sil o
0 —%sinwz—zolzl ®p cos w1+1 0 —1 sinzy — 201_11x2 coszy +1 0 1
1 e 1 —zm _ 1o
| 0 1 0 1 0 1

5x

— [VF(z1,25)] " = [ 0

1
1 1.%‘2

sin xo—4

1 0
1
o9 cosxy+1 7 COS Ty 1

1 0
0 1
— % sin xo— 2(Jm1

1%

— [VF(z1,25)] " = [

—40x1+2x2 cos x1+10x; sin zo

COS T

—20

T T40z1 4272 cos 1 +10z1 sin z2

x2
—20x1+x2 cosx1+5x1 sin xo :|
1

—20x1+x2 cos x1+5x1 sin xo

N — —1
(¢) Zry1 =Tk — [VF(z1,22)] F(x1,22)
sinxo—4 2 T2 1 1
_— fk+1 — :E‘k_|: —40x1 422 cos x1+10x1 sin xo (51‘1 2172) 4—20m1+m2 cos x1+5Hx1 sin xo (xQ + 4 SOS T2 4 flnxl) :|
7 _ COos Ty _ x1 ES — = q]
—40x1+2x2 cos £1+10x1 sin xo 5.’E1 xQ) 20 —20x1+x2 cos x1+5x sin To T2 + 7 COS T2 4 Slnml)

(d) Como se puede ver, es extremadamente complicada la formula, entonces lo hacemos numericamente

Lo
~ 0= 10.25

Flag) = 5(0.25)% — (0.25)° [ 025
977 10.25 — L(sin0.25 — cos0.25)| ~ [0.4304
[ 10(0.25)  —2(0.25) 2.5 —0.5
VE(@o) = { 1cos0.25 1—1sin0.25) ~ |-0.2422 0.9381

0.4218 0.2248
[VE (o)™ = [0.1089 1.124]
. Jo25] [04218 0.2248][ 0.25 ] _ [0.0478
1T 1025 T |0.1089  1.124 | |0.4304] ~ |—0.261
Fla) = 5(0.0478)% — (—0.261) [ -0.0567
V7 ~0.261 — 1(sin 0.0478 — cos —0.261)| | —0.03141
VP(ay) = | 10(00478) —2(=0.03141) ] [ 0478  0.06282
)T L eos (0.0478) 1—Lsin—0.03141] ~ |-0.2497  1.008
1 [2.026 —0.1263
[VE@)] = {0.5019 0.9608}
s [0.0478] [2.026 —0.1263) [ ~0.0567] _ [ 0.1587
- %27 0261 ~ |0.5019  0.9608 ~0.08141) — [~0.2024
Fa) = 5 (0. 1587) — (~0.2024)° 0.084 96
2 -0.2024 — f(sm01587 —cos—o 2024) 0.002988
VP(zy) = | 10(0:1587) 2 (—0.2024) 1.587  0.4048
27 | ~Lcos0.1587 l—zsm 02024 —0.2469  1.050
~1 [0.5945 —0.2292
VE(2)] = {0.1398 0.8985}
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. 01587 ] [0.5945 —0.2292] [0.08496]  [0.1089
W Ts = 0.2024 =

0.1398  0.8985 | |0.002988| ~ |—0.217
Flag) = [ 5(01.10_89)2 — (—0.217) } _ { 0.01221 }
0.217 — 1(sin0.1089 — cos —0.217) —0.000034 28
F(zg) = [ 10(0.1089)  =2(-0.217) ] [ 1.089 0.434}
—1c0s0.1089 1 — Lsin—0.217] ~ [-0.2485 1.054

. [0.8394 —0.3456
[VE(z3)] " = {0.1979 0.8673}

v, g — 0.1089| 10.8394 —0.3456 0.01221 _10.09864
ST 0217 0.1979 0.8673 | |—0.00003428| ~ |—0.2194

Fla) = 5(0.09864)° — (—0.2194) _ [ 0.0005129
Y7 [-0.2194 - L(5in0.09864 — cos —0.2194)| — [—0.00001298

2. Método de Newton —Kantorovich

Gla.y) = [:p sin(y) — x}

ycos(z) —y
V6(o.y) = {sin(y) 1 xcos(y)l}

—ysin(z) cos(x) —

Gi(zy) = 0.1sin(0.5) —0.17 _ [0.1x 0.48 —0.1] _ [0.048 —0.1] _ [-0.052

077 10.5¢c08(0.1) —0.5| | 05x1—05 | |[05—-05| | 0

VG(E,) = sin(0.5) =1 0.1cos(0.5)] [ 048—1 0.1x0.88] [-0.52 0.088
%7 1-0.5sin(0.1) cos(0.1) —1| ~ |-05x0.01 1 -1 | |-005 0

det(VG(T)) = 0.088 x 0.05 = 0.004 4

- —1 [0 —0.088 0 —20
— o 1 —
[VG(wo)} = 00074 |0.05 _0,52} {11 —120}

e 6 e B ol R

- [B.é} ~|cas] =[]

0.1sin(1) — 0.1 0.1x0.84—-0.1] |-0.016
1cos(0 1)—-1 1-1 B 0

sin(1) — 1 0.l1cos(l) | [0.84—1 0.1x0.54| [—0.16 0.054
1sm 0.1) cos(0.1)—1| | —0.1 1-1 | | -01 0

det(VG(Z ) ) =0.054 x 0.1 =0.0054

0 —0.054 0 -10
[VG % } = o057 [0.1 —0.16] - {19 —30]
.o 0 —10] [-0.016] _[0.1] 0
2711 19 —30 0 | |1 19 x (—0.016)
~foa] [ o ]_[o1
1 —0.304| ~ |1.3

0.1sin(1.3) — 01|
1.3cos(0.1) — 1.3 -

—3.6441814582807035299 x 10~
—6.494 585138 566 504 075 8 X 10_3

Enk = ||G(&

=6.495 x 1073
o0
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3. Newton — Kantorovich

(a) El problema min %mTQx + rTz se reduce en encontrar un cero a su gradiente, es decir:

F(z) = 327Qx 4+ rTx, el método de Newton — Kantorovich para encontrar un cero a VF(z) queda de
la forma:

Thi1 =z — [Hp(zx)] "' VF(zr)
ahora, VF(z) = Qz +r

= app =2~ QN Qup +r] =ap —1p, Q7 lr = -Q7
entonces, dado cualquier 19 = x; = —Q~!7. Evaluando VF(z) en 2,

= VF(z1)=Q(-Q7'r)+r=—-r+r=0
y como Hp(z1) = Q definida positiva
— se encontré el minimo de F(z) en solo una iteracion.
1 1
(b) E(a,b,c) = [(e* — p(x))?dz,= [(e® — 1 — bz — cz?)*dx
0 0
1
2 [(e* —1— bz — cz?)(—x)dx
VE=| ¢
2 [(e* —1— bz — ca?)(—2?)dz
0

Integrando toda la expresién queda:
2+ 1c—1
_ 3 2

= VE= |:éb+ §c2e+134]
Forma tradicional:

2 1 1 b —60e 4 164
= et = ] - [
Usando Newton Kantorovich:

1 1
2 [2?dx 2 [x3dx
0 0

Hp =

| — |
SN

GUNRND | =
I |

1 1
2 [23dx 2 [2'dx

0 0

2 17!

_ I 24 =30
a =[] =[5 W)

T ~30 40

2 [(e* — 1 —bpx — c2?)(—x)dx

1

» by 24 —30 Of

Thy1 = xp — H (2p) VE(2y) = el T =30 40 1
2 [(e® — 1 —bypx — cpa?)(—2?)dz

0

1
2 [(e" —1)(—
o H {24 30} J(e* = 1)(=a)de B [24 30] [ -1 } B [606+ 164] _ {0.929}
1= - - - 14 | — 650 ~
07 [-30 40| 1 —30 40 | |2+ L 80¢ — 620 0.761
2 [ (e — 1)(—22)da °t €T
0

Que es la misma solucién que de la forma tradicional =)
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(¢) Método del gradiente:

2[1(6"” —1—bx — ca?®)(—x)dx
0

2 J—
VE = { 30 gc—1

1 1y —2e+
2 [(e* —1— bz — ca?)(—a?)dz + se—2et
0

)= 1o
o=~V =~ |y} 1] = | L ]

VE(zo+ ady) - dy =0

= [ sy [

:>ma+—efgae—4e + oze2 206 —

15 9
~ 0.952

de 2_ 56 +205
=>a= 79

- [3} {2; ] = o]
20.952+30.733 -1 | _ [ —0.00117
[;0.952 +20.733 — 2e + 134] ~ {6. 97 x 10—4}
VE(:cl +ady)-dy =0
[ (O952—a000117) 3(0.733 4+ 06.97 x 107%) — 1 } { —0.00117 } 0
( 2¢ + 14 -

dy = ~VE(z1) = —

0.952 — a0.001 17) + (0733+a6 97 x 1074) — " 16.97 x 1074
= 0.000000291 o — 1.85 x 1076 = 0
a~6.36

0.733 6.97 x 10 0.737
[ 20.945 + 30.737 - 1 ]N{ 0.0015 ]

By = [0.952] 16.36 { —0.001 IZJ ~ [0.945}

d2 = =VE(z2) = = |1, 845 20, 737 - 2¢ + 14| ¥ |26 x 103

VE(l‘Q + Oécrg) . d2 =0

[ 2(0.945 + 0.0015) + 5(0.737 + 2.6 x 1073) — 1 } _ [ 0.0015 } 0.
1(0.945 + 20.0015) + 2(0.737 + 2.6 x 1073) —2e + L] " [2.6 x 1073 | —

= 0.000008 1 —9 x 1076 =0

= ax1.11

0.737 2.6x1073 0.74
20947+ 3074—-1 | _[-1.33x107®
[;0.947 +20.74 — 2e + 134} ~ { 3.97 x 10~ ]
VE(x3+aJp,) ds =0
[ (0947—a133x10) (O74+a397><104)71 ]'[1.33“03}_0
(0947—a133x103) (074+a397><10 H 24 U 3.97x 1074 |
= 7.14 x 10~ 7a—1.93x106:0
= a=x2.70

= [0.945] L1 { 0.0015 ] ~ {0.947}

d3 = —VE(z3) = —
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o [00a7] o [-133x 1079)  f0.943
T 04| TE Y397 x 1074 | T 0741
2 1 —4
7 509434+ 50.741 -1 8.33 x 10
— — 3 2 ~
ds = —VE(z) [;0.943 +20.741 — 2¢ + 134] { 2 x 1073 }

VE(zs+ ady) -dy =0
2(0.943+a8.33 x 1074) + 1(0.741 + 2 x 1073) — 1 [8.33x1074] _ 0
£(0.943 + 8.33 x 107* ) + 2(0.741 + a2 x 1073) — 2e + 2x1073 |
=3.73x 10 %0 —4.69x 1076 =0

=>a~1.26
. [o.943 8.33x 10-1] _ [0.944
5= [0.741] 1,26 { 2 x 1072 } ~ [0.744}

20.944 + 30.744 — 1 _[-1.33x 1073

$0.944 + 20.744 — 2¢ + 1;] ~ [ 2.97 x 1074 ]

VE(z4 +ac&) dy =0

[ 2(0.944 — a1.33 x 1073) + 3(0.744 + 02.97 x 107*) — 1 } ' {—1.33 X 103} _o
£(0.944 — 01.33 x 1072 ) + 2(0.744 + 02.97 x 107%) — 2 + 4! 2.97x 1074 | —

=82x10"7a—1.86x10"%=0

= a~2.267

ds = —VE(x5) = — [

L [0.944 —1.33x 1073 0.941
o = [0.744] 2. 267 { 2.97 x 10~ ] ~ {0.745}

Como nos damos cuenta, esta metodo efectivamente se va acercando a la solucion, pero de una forma
muy lenta.

4. Minimos Cuadrados y Optimizacion

(a) Aproximacion

i. El polinonio que aproxima f(z) = zInz es de la forma:
p(z) = az® + bz +c
imponiendo la condicién de interpolacién:
p(0)=0 = ¢=0
entonces p(z) = ax? + bx
1

Tenemos que E(p) = /(p(x) —zlnx)?dx
0

1
= E(p) = /(aac2 +br — zlnz)?dx
0
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ii. Si nos damos cuenta, las variables son a y b, y al expandir y resolver la integral, aparecen terminos
de la forma a?, ¢2, ab, a, b, por lo que se puede expresar como una

funcion cuadratica del tipo E(p) = %xTQa: + 7T para ¢ = (Z) .
1

E(p) = /a2a¢4 + abz® — az® Inz + abz® + b?2? — bz’ Ing — az®Inz — ba?lnx + 22 In’ 2 dz

1 1 1 1 1
:a2/x4d1:+b2/szquab/2x3dx—a/2z3lnxd:rfb/2x21nxd:c+/x21n2mdw
0 0 0

— b 2b
*%+%+§+§+?+zﬁ
iii. Solo debemos hacer una iteracién del método de Newton-Kantorovich aplicado a la funcién VE(p):

Partimos el punto inicial zg = <8> , entonces:

1
2/(23:2 Yz —znz)(z?)de

VE(p) = 01
2/(%3:2 — B —znz)(z)de

2 [ ztdx 2

2 gL foa 05 -
L 21%]os 06667

~30 30.97  —29.98
1 _ ~
= Hp(p)~ [—30 24} ~ [—29.98 23.98]

2 [ z3dx 2

/
= Hp(p)=| ¢
/

Iterando con el método, partiendo de z(*) = (8)

1
2/:53 In zdx
0
1
2/z2 In zdx
0
39. 97 —29.98] (32
—29.98  23.98
1 39.97  —29.98 —0.125 1.665
~1-29.98 23.98 —0.2222 —1.581

5 1.667
) (1) — 3 ~
Obs: La respuesta exacta es x ( i9> (1' 583)

@ _ (0) _[39.97 —29.98
= No ~29.98  23.98

[

ztlng zt

_ [39.97  —29.98 Q(T “l | _ 162
~20.98  23.98 | |5 (fma o
9o

Entonces el polinomio es:

p(z) = 1.6652% — 1. 581z
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(b) Para encontrar un punto inicial, encontremos un minimo de p(x):
— ) — 9% 1.665z — 1.581 =0
— 20 ~0.4748

ii. Calculemos la 1y la 2 derivada de f(x) para iterar en el método de Newton Raphson:

flz)=znz
fllx)=Inz+1
1) =1
Thil = Tp — % =z, —xp(lnz, + 1) = —zp Inayg
k Tk In(xy)
0 0.4748 —0.7449
1 03537 —1.039
2 03675 —1.001
3 0.3679 —0.9999
4 0.3679

=el método convergio a £ = 0.3679
Eabs = [0.3679 — 7| = 2.056 x 10~°

Eyo = 1237977 ] 5 588 x 1075 < 5 x 10~

=-tiene 4 cifras significativas correctas

Eso es correcto ya que

e~1 = 0.367879441 171442 321595523770 16

y aproximandolo a 4 cifras significativas con redondeo:
fl(e™1) =0.3679 =z

5. Modelacién y Optimizacién:

(a) Los datos del problema son: el capital $D para comprar el genero y el precio del metro cuadrado de
género $C.
Sea las variables r y h el radio y la altura del cilindro respectivamente, entonces la funcién objetivo es:
V(r,h) =27 4+ r?h
Las restriciones son:
r,h >0
(2mr? + 27rh)C < D
La primera restricion indica factibilidad y la segunda es una restricién de capital, el dinero gastado en
hacer la tienda, no debe superar el capital.

Entonces el problema de optimizacién es:
max V(r,h) = %7‘(‘7’3 +7r2h

r,h>0
s.aa.  (2mr? +27rh)C < D
i. Con los datos, la restricién queda: (2772 + 2mrh)1000 < 100000
Despejando r en funcién de h : h = % —r
ii. El modelo equivalente sin restricciones es:
max V(r)=—4mr3 + 50r
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iii.

iv.

Como queremos maéaximizar la funcién objetivo, para ocupar el método del Gradiente, debemos:
max V(r) = min(—V(r)) = min V*(r)
con V*(r) = %777"3 — 50r
Obs: Tambien se puede usandando V(r),pero como direccion da %.
Entonces ocupando el método:
Partamos con le punto inicial z(9) = 0
= d’ = —%(x(o)) =50
— calculemos o(?) que resuelve:
gl;% ho(a) = (V*(0 4 «50))

y como 1) = (0 4 ad = 50a
min  V*(z™M)
i.e. se resuelve el problema original % =0
Se nos presenta el inconveniente de que volvemos al problema original.
Con el dato de la estimacién rdpida del diametro de la tienda, iteraremos con el método de Newton
Raphson para el punto inicial » =5

Sea F = ﬂ =50 — 7r? %(r) = —27r
TR 3. 142
F =50 — 3.142r2
4E — —6.284r
=5
52 =25

F(5) =50 — 3.142 x 25 = —28.55

4E(5) = —6.284 x 5 = —31.42

M) =5 2853 — 50,9087 = 4.091

(4.091)2 = 16.74
F(4.091) =50 — 3.142 x 16.74 = 50 — 52.6 = —2.6
4E(3.99) = —6.284 x 4.091 = —25.71

£ — 4. 091 — 528 =4.091 —0.1011 = 3.99

(3.99)2 = 15.92

F(3.99) = 50 — 3.142 x 15.92 = 50 — 50. 02 = —0.02
4£(3.99) = —6.284 x 3.99 = —25.07

(3 =399 — 002 — 399 —7.978 x 10~* = 3.989

25.07

(3.989)% = 15.91
F(3.989) = 50 — 3.142 x 15.91 = 50 — 49.99 = 0.01
4F(3.989) = —6.284 x 3.989 = —25.07

RON 989 + 2%- =3.989 +3.989 x 10~* = 3.989

=-el método convergi6 con T = 3.989

Solucién 6ptima:

r = 3. 989 metros
h:WO&%g 3.989 = 12 53 —3.989 = 3.990 — 3.989 = 0.001

Es decir, el volumen éptimo se alcanza cuando h ~ 0, es decir, una tienda semiesferica.
V(r,h) = 0.6667 x 3.142 x (3.989)3 + 3.142 x (3.989)2 x 0.001 ~ 133

Volumen de la tienda: 133 metros®
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6. Optimizacién
f(@) zE-f—F%ﬂE’t-Q-f

(a) Optimo de f(¥) <=V f( ) = 0 A H f(Z) definida positiva
V@)=VE@)+VEz Q- 7)=c+3Q - 7+3Q" - 7=c+3Q - 7+3iQ - 7=c+Q %
Hf(#) =Q

C+Q - F=0=7"=-Q !¢
@ definida positiva, entonces £* es minimo

(b) Usar el método de Newton-Kantorovich para el encontrar el 6ptimo de f es de la forma
Try1 =T — Hf(Tr) ™1V f(Zk), ya que se busca un cero de V f(Z). Para la forma cuadrética, queda:
Tpp1 =T —Q 1 [C+Q T = T — Q" -¢-Q QT =T —Q " C— [T}, = T —Q ' -¢—T) = -Q7!
Como se ve, partiendo desde cualquier punto inicial &y, al hacer una sola iteracién se llega a ©; =
—Q~! . & que corresponde al 6ptimo de f(¥) visto anteriormente.

2 2 —1’

—1 . "
1 9 } es definida positiva ya que [2| =2 > 0 A ‘1 9

o

-1
Partiendo con Zy cualquiera, tenemos que Z; = —Q7 - ¢ = — { 2 _1} [4} = 7% [2 1} E] =

A[H)- [
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o Diferenciaciéon e Integraciéon de Funciones

9.1 Resumen de Materia

1. Aprox. Simple de la Derivada: dfc(lio) = f($°+h}3_f(w°) — gf” (n), con n € [zg,zo + h]

df(20) _ flzo+h)—f(wo—h)
dx 2h

2. Férmula de los tres puntos: - %,zf(?’) (n), con n € [xg — h,zo + h]

3. Férmula de los cinco puntos:
2h, xg + Qh}

df (x xo—2h)—8 xo—F +8 P +} _ -, +2} 4
fé:o) _ f(zo—2h)=8f(z0o Lizhf(u) ) —f(zo+2h) %f@)(n)’ con 7 € [$0 .

4. Aprox. Simple de la 2° Derivada: diﬂ_fo) = f(IOJrh)*Qf}(LfOHf(IU*h) — %ﬂ‘”(n), con 7 € [xg — h,xo + Al

5. Férmulas de Cuadratura: f: f(z)dz =377 _ycuf(zy), donde zp, = a + k(b;a) , ¥ ¢, constantes.

6. Férmula de Lagrange: fab f(z)dx ~ f pr(x)de =37, U Lo i( )dm} f(zx), E = fa [fw(:jr(lﬁ)('JL)) H( dr

hS 1"

7. Regla del Trapecio: Lagrange de 1° grado en [xg,z1] fm [z =~ %[f(x()) + f(z1)], E = =/ ()
donde h = z1 — xg, y 1 € |20, 21]

8. Regla de Simpson: Lagrange de 2° grado en [zq, Z2] f;oz f(z o~ %[f(wo) +4f(x1) + flxe)], E =
LS F @ (n) donde h = 22320y 1) € [wg, 2]

9. Regla de Simpson 3/8: Lagrange de 3° grado en [zg, z3] : ffj flx)da = 32 [f(zo) + 3f(z1) + 3f (22) + f(z3)],
E = %f“ (n) donde h = #2352y ) € [xzg, 23]

x

10. Regla de Boole: Lagrange de 4° grado en [z, z4] : [
= 945f(6 (n) donde h = =452y ) € [wo, 4]

04 fl@)dx ~ % [7f(xo) +32f(x1) + 12f(x2) + 32f (x3) + 4f(z4)],

11. Regla del Trapecio Compuesta: Se divide el intervalo en n subintervalos, y se aplica la regla del trapecio
b

a cada uno de los subintervalos: [ f(z)dz =~ 2[f(20) + f(zn)] + h Z f(zx), E=—n;

a

hS 1"

i f (n) donde h = =2,

y 1 € [a,b]

12. Regla de Simpson Compuesta: Se divide el intervalo en n subintervalos pares, y se aplica la regla del
b n_q
trapecio a cada pareja de subintervalos: [ f(z)dz ~ %[f(zo)+4f(x1)+ f(zn)]+ 2 Z 2f(zor) +4f (x2m11)]

a

E:—H%SO (4>( ) donde h = =2,y n € [a,b]
b
13. Métodos Adaptativos de Cuadratura: Se desea aproximar [ f(z)dz con una tolerancia & > 0.

b
(a) Aproximar f f(z)dz con regla de Simpson, con paso h = }’_Ta :

f fz S(a,b) = B FO () = L [f(a) + 4f(9E2) + F(0)] — 22 F ) ()
b—a

(b) Ahora, usando Simpson compuesto con n =4y h = =t

b 75 5 _
ff(m)dw = S(a, 45%) + S(442,b) — 475 f D () = S(a, F°) + S(“F*,b) — 550V (@)

(¢) Tomando f*(7) = f )(n), entonces restando ambas ecuaciones se tiene que
5
7O ) ~ 2 [S(0,) ~ S0, 52) - S22, )]

90 20
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b
(d) Luego, ff(a:)dx—S(a,aTb)—S(“;b,b) 21—15|S(a,b)—5(a,a7+b)—5(a+b,b)‘

a

(e) Entonces, si 1= |S(a,b) — S(a, %£) 75(%“’,b)| < ¢, entonces [ f(z)dz ~ S(a, *F%) + S(%E2,b) con
E<e.

(f) En caso contrario, se repite el proceso a cada uno de los intervalos [a, “T"‘b] y [“T'H’, b], con tolerancia 5 a
cada intervalo.

14. Integracién Impropia: Se desea calcular I, = fooo flx)dx
(a) Se separaen [i° f(z)dz. = [, f(z)dz. + [{° f(z)d.

(b) Con un cambio de variables z = 1 se transforma la integral: [ f( =/ . i")du

(c¢) Ahora I, = fol (f(a:) + %%)) dz se calcula con alguno de los métodos de integracion.

15. Integracién Multiple: Se desea calcular I = f: fcdf(x,y)dydx

(a) Se aplica la regla de Simpson compuesta para I(z) = fd f(z,y)dy. Sea y; = ¢+ jh,, donde h, =

c

m

. iy hS o
(0) Se tiene 1(2) = %1 (o) +4f (7.0 Fle ) 5 (26 0s00) + 470 vk B = —mfy Sk )
con 7 € e, d]
(c) Luego I = f; fcd flz,y)dydw ~ f; I(z)dx
=
2
= ?/ f JERT dax—|—4f flz, dx—!—f [z, ym)dz] + [2[; f(x,ka)dw+4f: fx, yopy1)dw
hS b gt
y el error es B = —m+d5 [ gyf (z,n)dz,con n € [e,d]
m_g
(d) Si llamamos I = [ f(w,yx)dz para k= 0...m, = I ~ "2 [Io + 41, + I,,] + 22 k; 200y, + 411
e) Se aplica la regla de Simpson compuesta para I = z,yi)dz . Sea x; = a + jhy, donde h, = =2
Se aplica la regla de Si Li=['f dz . Sea x; ihs, donde h, = =0
71 5 o4
(f) Setiene I = Ze[f(zo, y)+4f (x1, yi)+f (T, yi) |+ 2 Zl [2f (w20, yk) + 4F (T2i41,9n)], B = —naes OL(n, yp)

con 7 € [c,d]

16. Para calcular la integral impropia:

I= [y %9 gy

P

mediante los métodos vistos en clases se realiza el siguiente procedimiento:

(a) Determinar el polinomio de Taylor de g(z) en torno a xo = 0 de orden 4: py(z) = Zk_ <k>(0) o
) 1= [} 8l gy 1 gy

1 z 1504 g(k)' 0) .k 4™ (0 o
)fop‘;(p)d fokowipk. _fozk o !() kpdx_zk Ok’(k szl)
g(z)—pa(z)
2 = ! == =2 sil0<ax <1
(d) o %d fo G(z)dz donde: G(z) = { 0 Sxip[L‘ 0 <

(e) Se calcula fé G(z)dzx mediante el M. de Simpson Compuesto con n = 4.
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9.2 Problemas
1. Encuentre el h que minimice el error de la derivada numeérica de 3 puntos, tomando en cuenta que f(x+h) =

yr+er,y f(x—h) =y_—e_, endonde e} y e_ son errores de truncacion, y se cumple que |ey| < e, le_| < e.

Calcule la siguiente integral mediante el Método de Simpson Compuesto considerando n = 8 puntos equi-
4

espaciados: I = / xIn(z)dz. Calcule el error absoluto y relativo al utilizar el Método de Simpson Compuesto

2

4
Calcule la integral mediante el Método de Simpson Compuesto: [ = / zIn(x)dz, con tolerancia ¢ =
2

10~4, usando 5 cifras significativas. Calcule el error absoluto y relativo si I ~ 6. 704 060 527 8.

. Calcule la integral doble I = fol fol cos(zy)dydz con hy, = 0.5y h, =0.5

s 1 oo
. Sea f(z,y) = s”;@ Se proponen dos métodos para calcular la integral doble I = [ [ f(z,y)dzdy.

01
(a) Calcule la integral de forma explicita solo para la varible y. Luego, aplique el método para integrales
impropias de tipo 1, con n =4, y h, = 0.5
(b) Calcule la integral usando la regla de Simpsons compuesta para ambas variables con h, = h, = 0.5.

(c) Si T ~0.239811742, determine cual de los dos métodos es més exacto.
Obs: Calcule las integrales en el orden dado. Use 5 cifras significativas.

Calcule la integral impropia I = [ (1) f/—;dm. Determine el error relativo si I = 2.9253035.

Sea f(z) = #* + 1. Sea V = {ze”,zIn(z)} una base de un espacio vectorial linealmente independiente. Se
desea aproximar f(z) usando V por el método de los Minimos Cuadrados, con peso w(z) = 1y en el intervalo
D =0,1]

Plantear el sistema matricial de ecuaciones

(a)
(b)
()

)

(d) Deje de forma explicita su aproximacién

Resolver las integrales de forma explicita si se puede, en caso contrario, usar la regla de simpson

Usando Gauss, resolver el sistema

Fugacidad f es el trabajo disponible en un proceso isotérmico. Para un gas ideal se tiene que: f(P) = P,

pero para gases ideales se tiene que:
P
P\ _ Cp)—1

donde la funcién C(p) es el factor de compresibilidad que se determina experimentalmente.

(a) Para el gas metano C(p) varia cuadraticamente si
P <10: C(0) = 1.00,C(1) = 0.99, C(10) = 0.94.
Calcule el polinomio cuadratico de interpolacién.
(b) Calcule f(P = 10) utilizando (a) y la Regla de Simpson Compuesta con h = 2.5
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9.3 Respuestas

1. Minimizar el error

zo+h)—f(xo—h ey —y_+e_ —y_ eyte_ / 2 eyte_ 2 eyte_
fxot )th( o—=h) _ yst+ +2hy te- y+2hy + +2J;L =f (330)+%f(3)(77) ++ — =1 f(3)(n)+7+t

Como se desea minimizar el error, primeros acotamos el error: E = %2]‘( (n) + e++e‘ < h TM + 1, donde
M = max |f(3)(77).| Entonces la cota del error es C(h) = %QM + 5

Ahora, min C(h) <= C'(h) =0AC"(h) >0

a2 M
— A M) b5 — 0
__ 3/3e

c’ (g/g) M >0

2. Simpson Compuesto:
4

I= /xln( Ydz, n =8
2
h=122=025

ff@ﬂwﬁ%U@w+4ﬂwﬂ+2ﬂm)+4ﬂ%)+2ﬂm)+4ﬂ%)+2ﬂwﬂ+4ﬂw)+f@@

= —z[f( )+4f(2 25)+2f(2 5)+4f(2 75)+2f( )+4f(3 25)+2f(3.5)+4f(3.75)+f(4)]
222 % 80.448 774 503032891 823 = 6.704 064 5419194076519
=zlna; f(2)=lnz+ 1L f (@)= L @) =-Li f @)= 2

5 () 5 9%z In(z
P ) = s el -

fﬁ%, con 7 € [2,4]
/ln d$—7m21nx—fx2|2—81n4 2In2 — 3 =6.7040605278392343318

2
Eups = 16.704 060527 839 2343318 — 6. 704 064 541 919407 651 9| = 0.000004 014 0801733201

|6. 704 060 527 839 234 331 8—6. 704 064 541919 407651 9| __
By = im0 = 0.000 000 598 753 569 818 061 615 47

Eqps = 0.0000040140801733201 =

2
3

23 040

: 2
= n= </231040 0:000007014 0801733201 — 2 186 038794432131 9573 € [2,4]

3. Tolerancia

4) =1 [2In(2) + 4 x 3In(3) + 41In(4)] = 3 [1.3863 + 13.183 + 5.5452] = 201145 — 67048

— 5(2,3) + 5(3,4) = pm@y+4xzmmzm+3m@ﬂ+%Bm®y+4xamm&®+4m@ﬂ
= 11.3863+9.1629 +3.2958] + L [3.2958 + 17.539 + 5.5452] = 13:345 | 26.38 _ ¢ 7042

1.
S(a,b) — S(a, “42) — S(“E2,b)| = £16.7048 — 6.704 2| = 0.00004 < 10*

1
15
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4

/xln Ydx =~ 6.7042
2

4
Erel = /a:ln(x)dx — 5(2,3) — 5(3,4)| = [6.7040605278 — 6.7042| = 0.000 1394722 & 104,
2

.Qué fue lo que pas6? Esto se debe a que se usaron 5 cifras significativas, para un ¢ = 10*, por lo que
los errores de arrastre fueron modificando el 5° décimal, provocando un error més grande del deseao. Para
asegurarnos de obtener un error menor del deseado, se necesitan trabajar con minimo 6 cifras significativas.

4. Integral doble
I= fol fol cos(zy)dydx
I(x) = fol cos(zy)dy ~ %2 [cos(z x 0) + 4 cos(x x 0.5) + cos(x x 1)] = & + 2 cos(%) + g cos(x)
h=S0ird]=
I =% [2cos(9) +4 x 2cos(%2) + 2 cos(3)] = § x 3.835488 165821 967 901 8 = 0.639 248 027
Iy = %2 [ cos(0) + 4 x ¢ cos(0.5) + ¢ cos(1)] = &x 0.841772092238271 76364 = 0.841 7720922
I~ I+ I+ I3 = L[1+3.835488 165821 967 901 8 + 0.841 772 092 238 271 763 64]
I~ L % 5.677260258 0602396654 = 0.946 210 043 010 039 944 23
I= [, [ cos(ay)dydz ~ 0.946 083 070 367 183 014 94
Eaps = 0.946 210 043 010 039 944 23 — 0.946 083 070 367 183 014 94| = 0.000 126 972 642 856 929 29

_]0.946 210043 010 039 944 23—0.946 083 070 367 183014 94|
Erel = OO D5 T e ot = 0.000 134 208 767 532 062 602 18

5. Integral Doble Impropia

1,00 .
I=[[ L;E(;)d:cdy
01

1
Primero se hace un cambio de variable, u = % = du = —gc%dm = I = [ [sin(zy)dzdy
0

Ot —

(a) Integral explicita e integral impropia tipo 1 con n =4y h, = 0.5
1

i I(y) = Ofofsin(xy)dmdyz g <—!1/cos(xy)

=1 1
_ [ l=cos(y) _ .
,) o= |y — gly) = 1 costy)

= 0
it pu(z) = Yy L Zat
A. ¢g(0)=0
B. ¢™M(0) =sin(0) =0
C. g(0) = cos(0) = 1
D. ¢®(0) = —sin(0) =0
E. g™ (0) = —cos(0) = —1
i, pa(z) =& — 2 =152 Lgd
; Lpa(@) 7., (11 1,37, @ P 1 23
iv. fonz*f()?m*ﬂxdx*sz*mO 1~ 95 = 55 = 0.23958

cos( 10.52—L10.5*
v. fo dw—f de 03[04_4 (1 0.5)~(30.5%~20.51) 4+ (1=cos(0.5) — 1 +57) | =

0.5
92 [8 — 8 x cos(0.5) — 8 x § + 8 X 37 X 1—16—1—1—008(0.5)—’%—1—%] = %2 [8-9xcos(0.5) + 5 — 5+ 55| =
$[8-9x0.87758 — &] = 1 [8 —7.8982 — 0.4375] = =0:3357 — _(.055 95
vi. 1 ~0.23958 — 0.05595 = 0.18363
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(b) Simpsons compuesta con b, = 0.5y h, = 0.5

i I(y fo sin(zy)dz ~ %2 [sin(y x 0) + 4sin(y x
i. Iy —05[ sin(9 )+4><§sm(025)+351n )] =
iii. Jo = %5 [Lsin(0) +4 x #sin(0.5) + ¢ sin(1)] =
iv. I'= 11 + 1, =0.163 + 0.07658 = 0.239 58

(c¢) I ~0.239811 742000564 72594
0.056181742 _

i. Primer método: Egps @ [0.18363 —0.239811742| = 0.056181742 = E,. = 33018792 —
0.234274 358 425 702107 61

ii. Segundo método: Egps : [0.23958 —0.239811742[ = 0.000231742 — E,q = g93028i12 =
0.000 966 349 679 408 108 381 95

.5) 4 sin(y x 1)] 2sin(Y) +
[§x0.247 4 2 x 0.479] =

x 0
1 1
6 6
F[2x0479+ 5 x0.841] = ¢

6. Integral Impropia
g(x) =€"; aP = z2

4 g®) 2 3 4
pa(®) =3 h—o* k'(O) Feltrt+ 5+ 545

o

3 5 z
Jo 2P dw fl—”” et gy = ) (:z:2+3:§+””24+$66+z23>da:

11 1 15 1
:{23024— 225 4 3: +11x6 +Rxs}0

=24 2424 L4 L= 1062230655123

22 23 4
e~ (1+at 5 +2 +57)

si0<ax<1

1 1 1
50+ 75 1o
12 12 (i)% 12 (%)%
2 3 4
R RO OR
+154 T +5e - (I+1+5+5+5)

(%)5 12

=15 X 2.1229460 x 1072 = 1.769122 x 10~*

I~3.0655123 4 1.769122 x 1072 = 3.067 281 4
Eaps = [2.9253035 — 3.067 281 4| = 0.141 9779

_ |2.9253035—3.0672814|
Ere = 3. 9553035] = 0.048534 417027 156 327 54
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7. Minimos Cuadrddos y Simpson
flz) =2+ 3
v(z) = aze® + bz In(z)

1

E(a,b) = [[z* + 1 — (aze” + bxIn(z))]*dz

(a)

0

Sistema
1
P = =2 [la 4 1 — (awe” + boln(a) Jeetde = 0

1 1 1
= [(2? + L) ze"dw = a [ 2%e**dx + b [ 2%e” In(z)da
0 0 0

1
dEg; b — 9 [[22 + 1 — (aze® 4+ brIn(z))]z In(z)dz =0

0

1 1 1
= [ (22 + 1) zIn(z)dz = a [ 2% In(z)dz + b [ 22 In*(z)dz
0 0 0

1 1 1
[2?e**dx [ 2?e®In(z)dx [ (2®+ 1) ze”da
0 0 [a} _ | o
b
J

1 1 1
[z?e®In(z)dz [ 2?In*(z)dx (22 + 1) 2In(z)dz
0 0 0

Integrales

1 1 1 1

22+ 1) zetdx = z3e® +e?)dr = [23e®dr +e— 1= z3e® - 3 [z2e*de +e—1
f( x 0
0 0 0 0

1 1
=2 —1- 3[:1:269”|(1J —2 [zetda] = 2¢ — 1 — 3le — 2(xe”|y — [ e*dx)]
0 0

=2 —1-3e—2(e—e+1)]=2¢e—1—-3e+6=5—e~2.281718171540954 7646

O%»—A

1 1 X
(2% + 1) zIn(z)ds = ({xz‘ In(z)dz + Jln(m)dm = ln(a:)‘

0

z* ! 17
= f5| —1=-1=-10625
1 L1 O
[ 2?e**dx = ;EZ% . — [ze*dx = % — [“22 . fezdx]
0 0 0

2 2 20 |1 2_q
—< 2yl ol 597964024 7326625568

0
: 2 8.0, (U F g L 3 oL,
Ja*In*(z)de = % In (w)‘ — [Z2In(z)ide = —2 [2? In(z)ds = —%[%ln(x)‘ -[=i
0 0 0 0 0 0
1

=212 | = 3 = T.407407407 4074074074 x 102

1
Ja?e” In(x)dx ~ %3[f(0) +4£(0.5) + f(1)] = £[0+ 4 x 0.5%¢%5 In(0.5) + 0]
0
= —0.190 467 750 052 500 698 78 ~ —0.1905
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()

(d)

Resolver sistema

[ 1.597 —0.1905 al [ 2.281
|—0.1905 7.407 x 1072| |b] — |-1.063

i 1 —0.1905 a 2.281
1.597 — 1.597
|—0.1905 7.407 x 102] M {1.063}
[ 1 —0.1193 al 1.428
—0.1905 + 0.1905 x 1 7.407 x 1072 — 0.1905 x 0.1193| |b]| ~ |—1.063 + 0.1905 x 1.428

1 —0.1193] [a 1.428

0 0.051 34 b = | =0.791

L 0.05134 0.05134

1 -0.1193+0.1193 x 1| |a| _ 1.428 — 0.1193 x 15.41
_O 1 bl —15.41

(1 0] [a . —0.4104

_O 1 [b] | —=15.41

Polinomio de aproximacion
v(z) = —0.4104ze” — 15.41zInz

8. Fugacidad

(a)

(b)

Polinomio cuadrético de interpolacion.
C(0) =1.00, C(1) =0.99, C(10) = 0.94.

C(a) = 1&=0=10) 4 99 (0)(r-10) 4 94 (e M) _ 1_p2 AT ;11 = (.000 444 4422 — 0.010444 = 41

Calcule f(P = 10) utlhzando ( )y la Regla de Simpson Compuesta con h = 2.5

£(10) 10 C(p)—1 10 ggbop’ —gafgpti=l 100 1 47\, _ _ 37
ln< 10 0 o ap = Jo P dp = Jo (5355P = 150590 = —iso

Simpson:

10
o (5550 — 2 )dp &~ %3 (g(0) 4+ 49(2.5) + 29(5) + 49(7.5) 4+ g(10)) = 3 (2B (04+4x25+2x 5+4 x
7.5+ 10) — 12 x §231)

_ 25 1 2.5 47 5. 37 _ ~
= 22 (5350 * 60 — 12 % g505) = %2 (% — 375) = —§ X 375 = — g ~ —0.082222

In (f“‘”) —0.082222 = £(10) = 10e~0-982222 — 9. 210674590218 218 1749 ~ 9.2107

La integral de forma explicita y de forma numérica es la misma, esto se debe a que la funcién a integrar
es una polinomio de grado 1, y la regla de simpson es exacta hasta polinomios de grado 2, por lo que el
€ITOor €s Cero.
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10 Cuadratura de Gauss

10.1 Resumen de Materia

1. Longitud de Arco: Dada una funcion f(x), la longitud de arco en el intervalo [a,b], estd dada por L =

jb‘ 1+ (df(”) dx

a

2. Area de Superficie: Dada una funcion f(z,y), el area de superficie en el intervalo [a, b] X [¢, d], estd dada
b d 2
porA:ff\/l—F(de;fL,’y)) —|—(dfzy)) dydzx

3. Grado de precisién de una cuadratura: Dada una férmula de aproximacién de una integral de f(z) en

n
el intervalo [a, b] : f f(x)dz =~ > ¢;f(x;), se llama el grado de precisiéon de una curvatura al grado maximo
i=1
de algtin pohnomlo, tal que la aproximacién sea exacta. En el método de Simpson, su grado de precisién es
igual a 2, ya que se basa en la aproximacién de la integral por el polinomio interpolante de grado 2.

4. Cuadratura de Gauss: La idea es crear un método que usando n puntos, la férmula de integracién sea
exacta hasta polinomios de grado m < 2n — 1, es decir:

b b
[ f@)w(z)dz = [ py(z)w(z)de

donde w(z) es funcién de peso y p,(x) es el polinomio que interpola en x1...z,.

Consideremos que f(z) es un polinomio de grado m < 2n — 1, entonces
n

f(@) —pa(z) = Qz)- JJEEED

—_— =

i=1
—_————
polinomio de polinomio  polinomio
grado m con de grado  de grado n
Ceros en Tj...r, Mm-—n = a(z)

b b
Nuestra condicién es: [ f(z)w(z)dz = [ p,(z)w(z)dz

a

(f (@) = pn(z))w(z)dz = 0

ie, Q(z) es ortogonal a a(z), donde los ceros de a(z) son ...z,

Entonces, dado un conjunto de polinomios ortogonales {¢g, ¢;...¢,,} para [a,b] y w(z), se toma a(z) = ¢, (),
por lo que los puntos ...z, buscados corresponden a los ceros de ¢,,(z).

n

:E,,*ZEI‘

b b b n
Luego, la férmula queda de la forma [ f(z)w(x)dz ~ Y ¢ f(x;), donde ¢; = [ L; ,,(z)w( =[1I ¢ (2 =) yw(z)da.

a k=1 k=1

k#i

5. Polinomios de Legendre: El conjunto de polinomios {¢g, @;...¢,, } de Legendre definidos recursivamente
es ortogonal en [—1,1] ¢/r a la funcion de peso w(z) = 1:

(a) ¢o=1;
(b) ¢y =2 By
(¢) (@) = (x — By) dp_1(z) — Cx@p_o(x) Vk > 2
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_ Lo (@)?de
(d) Bk N j—l1 Pr_1(x)?dz
[l ay s () (v)da
(e) Ck N fi1 ¢k—2(w)2d$

6. Férmulas alternativas de los Polinomios de Legendre:

(a) Formula recursiva: P, (z) = = [(2n — 1)aPp_1(z) — (n — 1) Py—2(2)]

1

(b) Férmula combinatorial: P,(x) = > ( ) (n—]i:—k) (752;1)1c
k=0

(¢) Férmula de Olindo Rodrigues: P,(z) = 7 D™ (22 — 1)"

(d) Férmula de Schlafli: P,(z) = 2n 2m f (t2—1)" dt

(t—m)n i1

(e) Funcién Generatriz: m Z P, (z)h™

(f) Resumen de Polinomios de Legendre:

n 0|12 3
Py(z) [ 1] x| 3Ba” 1) | 3(52° — 3a)

ol H>

5
(352" — 302”4 3) | £(632° — 702° + 15)

7. Cuadratura de Gauss y Polinomios de Legendre: Si deseamos encontrar una férmula para integrar

n
f: f(z)dx = > c;f(x;), entonces para poder ocupar la base de Legendre:

(a) aplicamos el cambio de variable z = 1 (b —a)t 4+ a + b)

— [0 fa)de = [ p(lmaditetby el gy — [T g(¢)dt, donde g(t) = f(relitattyba)

(b) Se calcula el polinomio de Legendre P, (z ) y se buscan sus raices: ri...T,

(c) Luego, se calculan los coeficientes: ¢; = f H (;l_ﬂ‘k) = W, Vi=1..n
21 k=1 (lfzi)(im )
k#i
(d) Finalmente, nuestra férmula queda de la forma: ff flz)dz ~ Z — 2 bag(boay,  afb)

h=1 (1—3??)(7“356”))2 2
8. Raices y Coeficientes de Legendre:

-2
(1_I2)(dpn(wi))

(b) zp =(1— n2 + SnB)COS(iZJré) +0(n™*)

n | raices coeficientes

2 | £0.5773502692 | 1

3 | £0.7745966692 | 0.5555555556
0 0.8888888889
(¢) | 4 | £0.8611361159 | 0.3478548451
+0.3399810436 | 0.6521451549
5 | £0.5384693101 | 0.4786286705
£0.9061798459 | 0.2369268850
0 0.5688888889

(a) ¢i =
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10.2 Problemas

1
1. Encuentre c1,c2, 1,22 tal que la férmula [ f(z)dz &~ ¢1f(x1) + c2f(x2) tenga el mayor grado de precision
21

posible, que correponde a 2 x 2 — 1 = 3. Compare los resultados con las raices del polinomio de Legendre

Py(z) = $(3z% — 1), y los coeficientes dados por ¢; = W
i dx

2. Coincidere la funcién de un paraboloide f(z,y) = 22 + y2. Se desea calcular el area de la superficie del
paraboloide en la regién [—1,1] x [0, 1].
(a) Plantee la integral

(b) Resuelva la integral usando Simpson Compuesto con n, = 2, n, = 2. Determine el nimero de evalua-
ciones que se hizo para obtener el calculo.

(c) Resuelva la misma integral pero usando Cuadratura Gaussiana con n, = 3 y n, = 3. Determine el
nimero de evaluaciones que se hizo para obtener el calculo.

(d) Si el valor de integral es I = 3.723 13, compare ambos resultados, tanto en precisién como en eficiencia.
Obs: Trabaje con 6 cifras significativas con redondeo

3. En la Cuadratura de Gauss Chebyshev consideramos el caso de la regla de tres nodos en [—1, 1]:

1
I(f) = /_1 \/%dﬂﬁ =w-_1f(z-1) +wof(wo) + w1 f(21)

Las pardmetros x; y w; (6 en total), se eligen de modo que I(f) sea exacta para polinomios de grado 2n—1 = 5.
Esto genera el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

w,1-1+w0~1+w1-1:f_11 d

f

1
W_1r_1 +wo:c0 +wixr1 = ffl V122

2 2 2 _ ol
w122 +word +wiai = [ =

8

w

<8

8
Ooo‘%oow\ﬁo 3

1=
T =
z? =

=2 = w123, +wezd +wizt = fi1
= w,11'f1 +w0xf§ + wlw% = f—ll Va2
x° =

(
(
(
f(x
(
1
f( W—lxil + (U().'Eg + wlxi’ = f—l T
Dada la simetria del problema, es razonable hacer el siguiente Ansatz:
2o =0 —T_1=x1 =\ wy =« w1=w; =0
(a) Demuestre que aplicando el Ansatz, el sistema anterior se reduce a:

2 T 4 T
28+a=71 268\ =1Z 28\* =31

y obtenga su solucion.

(b) Considere f(z) = ﬁ Con esto:

I(f) = /11 f(z)dz = /11 L

i) Calcule I(f) mediante Cuadratura de Chebyshev.
ii) Calcule I(f) mediante Simpson Compuesto (n = 6).

(c) Si el valor exacto es I(f) = 1.7339460, compare los métodos de Cuadratura de Chebyshev y Simpson
Compuesto, en cuanto a precision, facilidad de aplicacién y cantidad de operaciones.
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4. Gauss Legendre
Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con la funcién de peso w(z) = 1.

Los tres primeros polinomios de Legendre son:

n 0|1
Le,(z) | 1|z

POl DN

(322 -1)

Nos interesa encontrar una férmula andloga a Simpson Compuesto usando Cuadratura de Gauss-Legendre.
Para eso:

(a) Encuentre las raices 1 y 2 de Lea(z). Calcule los coeficientes ¢; y co de tal forma que la férmula

/_1 f(z)dx = c1 f(21) + caf(z2)

tenga el mayor grado de precisién posible. ;Qué precisién tiene la férmula?

(b) Haga el cambio de variable respectivo para poder integrar con la férmula anterior en cualquier intervalo
[a,b], y explicite la férmula general

b
/ @)z ~ dy f (1) + do f ()

(¢) Haciendo la misma analogia que con Simpson Compuesto, dado un intervalo [a,b] y un entero n (no
necesariamente par), encuentre la férmula de Gauss-Legendre Compuesto, que se basa en aplicar la
férmula anterior a n subintervalos de [a, b]. Denote h = ”_T“

Obs: con n = 1, se obtiene Gauss-Legendre Simple

(d) Calcule la integral fol x®dzx con Simpson Compuesto ns = 4 y Gauss-Legendre Compuesto n; = 2. Si el
valor real es I = 0.78343051, compare ambas cuadraturas.
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10.3 Respuestas

1. Cuadratura de Gauss

(a) Las ecuaciones son:

1
i. fd$:2:>C1+02:2
21

1

ii. f zdrx =0 = c1x1 + cox9 =0
1
; 2 2

27, _ 2 2 _

iii. flx dr = 5 = 127 + cox3 = 3
1 b G b

iv. [ 2%z =0= 12} + 23 =0
1

(b) Resolviendo el sistema:

i. de i) se obtiene c; =2 —¢;

ii. reemplazando en i) => c1z1 + (2 — ¢1)ze = 0 = x5

61—2

2
iii. reemplazando en i) => c12? + (2 — ¢1) (%)

2
iv. reemplanzado en iv) = ¢; [ — 35— +(2-0c)

2
(1-59)

3
v. despejando = ¢1 + (2 —¢1) ( 1 ) -0

6172
— -9 =0
Cl (01_2)2 -
5 — _C
1 - 6172
—c—2=0
—c =1

vi. despejando los otro términos
—c=2—c =1
2
=T = gy =
=
— To = 2%12 = —%
1
(c) Nuestra formula es [ f(z)dzr ~ f(—==) + f(Z=)

2 V3 V3
(d) Ahora, las raices de Py(z) = %(3m2 —1) son —% y
(e) Los coeficientes son:
: 2 2 2
L C (1_x%)(dP7;;w1)>2 (1_% (3%)2 %3
Hoco=— 2 =1

(o) (L5e22)”

Como se puede ver, el problema original es equivalente a buscar las raices y los coeficientes de Legendre,

pero este tltimo método es mucho mds fécil que el original.
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2. El area de f(z,y) = 2 + y? en la regién [—1,1] x [0, 1].

(a) I= fol fil 1+ 4x? + 4y2dxdy

(b) Simpson Compuesto con n, =2, ny =2 = hy, =1, hy =1
i I(y) =1 1+ 4%+ 4y2dx ~ LIF(=1y) +4£(0,9) + f(1,)]
i L= [y Lf(=1,y)dy ~ 1L [f(~1,0) + 4f(~1,0.5) + f(~1,1)]

iii.

iv.

V.

vi.

rlé;(\/1+4+4\/1+4+1+\/1+4+4)=§(\/5+4\/€+\@)=0.835224

Iy = [ 2£(0,y)dy ~ L2 [£(0,0) +4f(0,0.5) + f(0,1)]
18(\/+4\/1+ +V1+4)=5(1+4vV2+V5)=1.9762

I3 = 01% (1,y)dy =~ %% [f(1,0) +4f(1,0.5) + f(1,1)]
= 2(WVIH+4+4VT+4+1+VIF+4+4) = L(V5+4V6+V9) =0.835224

I=1+1,+13=0.835224 4+ 1.976 2 + 0.835224 = 3.646 65
La malla era de 3 x 3, por lo que se hicieron 9 evaluaciones a la funcién

(c) Cuadratura Gaussiana con ny =3y n, =3

i.

ii.

iii.

1v.

Primero debemos dejar la region en [—1,1] x [-1,1] : y =3t + 3
11 1

I= fo f71 [, y)dzdy = ffl fi1 %f(x, %)dmdt

se tiene que las raices son +0.774597 y 0, con los pesos 0.555556 y 0.888889 respectivamente:

I(t) = 0.555556 x 1 f(—0.774597, H51) + 0.888889 x 1 (0, H5L) + 0.555556 x 3 £(0.774597, L£1)

I, = 0.555556 x 0.555556 x 2 f(—0.774597, =0-TH159TEL)
+0.888889 x 0.555556 X % L £(=0.774597, é)
+0.555556 x 0.555556 x 1 f(—0.774597, 0-TH439T+HL )

2
=0.154321 x \/1 +4( —0.774597) 4 (S0TTAS0TE )
+0.246 914 x \/1 +4(—0.774597)% + 4 (%)2

+0.154321 x (/144 (—0.774507)° + 4 (01439751 )2
— 0154321 x 1. 85764 + 0.246914 x 2.09762 + 0.154321 x 2. 559 14
—1.19953

T = 0.555556 x 0.338889 x 2f( =0.774597+1
+0.888889 x 0.888889 x ; L (0, 8)
+0.555556 x 0.888889 x 1 f(0, 0-TT4597+1)

= .7
—0.246914 x \/1+4 (=0rmisrer)?
+0.395062 x \/1+4 (%)

£0.246914 x /1 + 4 (0TTITEL)?
— 0246914 x'1.02509 + 0.395062 x 1.41421 + 0.246914 x 2.036 96
~1.31476
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I3 = 0.555556 x 0.555556 x 1 f(0.774597, =%-TT1597+L )
+0.888889 x 0.555556 x %110.774597,§)
+0.555556 x 0.555556 x 3 f(0.774597, L-THA59TEL)

=0.154321 x V/l%—4(&774597)24-4(:i£ﬁééﬁil)2
+O%6m4xvﬁ+4mjmmﬂ2+4@f

+Qm4&1xvﬁ+4@7m&ﬁf+4053¥ﬁif
=0.154321 x 1.85764 + 0.246 914 x 2.097 62 + 0.154 321 x 2.559 14
=1.19953

vii =L +1o+13=119953+1.31476 +1.19953 = 3. 71382
vii. La malla era de 3 x 3, por lo que se hicieron 9 evaluaciones a la funcién

(d) Precision y eficiencia

i.

ii.

iii.

Eaqbs(Simpson) = |3.723 13 — 3.646 65| = 0.076 48 = E,;(Simpson) = 2-12313-3.61665] _ 9o 541 855

[3.72313]
911 558 285 636
Eops(Gauss) = |3.72313 — 3.71382| = 0.00931 = E,.;(Simpson) = 2:72313-3-T1382| _ (j 2 500 584
[3.72313]
185 886 606 162
Eqaps(Simpson) _ 0.07648 . 8
Eups(Gauss) — 0.00931 ~~

Como se vié, ambos métodos evaluaban la funcién en 9 puntos diferentes, por lo que la eficiencia

de ambos métodos es similar, pero la diferencia en la precisién es extremadamente grande, ya que la
relacién entre los errores de ambos métodos es cerca de 8, por lo que el método de Gauss es superior al
método de Simpson.
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3. Cuadratura de Gauss Chebyshev

(a) El Ansatz: 20 =0, —z_1 =21 =)\, wo=qa, w1 =w; =0
w71+w0—|—w1:7r:>a+25=ﬂ(*)

w122 + word + wia? = g — BN+ A = g (**)

3 3
worady +word +wiad = S = BA' + BX' = X (%)
dividiendo (***) por (**) = A? = 3= A= %
reemplazando en (**) = ZB% = 7T = = %

reemplazando en (*) = a+ 2% =1T=a= g

= fi1 f(z)de = fil ﬁdz
i) Cuadratura de Gauss Chebyshev
= f_ll flz)dz = f_ll 1) () da = f_ll h(z)w(z)dz, donde w(z) = —==

w(z) Vi—z2 1424
Aplicando cuadratura de Gauss Chebyshev
:fl h(@)w(z)ds ~ w_ 1h(:z: 1)+w0h(az0)+w1h o —g ,@ ) +h(0) + h())
_r B _7 1 O2 1_ 1 m % 1
=3 V + 2=+ + g Tt
:7;(32\2/;“) 3 (32+1) =4y 17174
ii) Simpson Compuesto n =6 = h = % = %
1
= f f(z)dx ~ %[f(—1)+4f(—§)+2f(—%)+4f(0)+2f(%)+4f(%) f()]
_1 ;! 1 1 1 1
sl +41+< A e Hmor + 2ay e o)
:%[12 + 1+16 + 1+1 +4]
_lf s lee gy
- 3{621 27 |
?5 7

=1.737
(c) Comparamon de los métodos: 1 =1.7339460
i) Precisién
Eaps(Gauss) = |1.7174 — 1.733 946 0 = 0.016 546
Eei(Gauss) = LTTAZLT3894600 _ g 009 542
Eaps(Simpson) = |1.737 — 1.733946 0| = 0.003 054

Eye(Simpson) = L LT8891601 — 001 761

E.ps(Gauss) _ 0.016 546 =54
E.ps(Stmpson) — 0.003054 — <

ii) Facilidad de aplicacién

El método de Gauss solo necesita 3 evaluaciones, mientras que el de Simpson necesitaba 7 evalua-

ciones, por lo que es menos trabajo usar el método de Gauss

iii) Cantidad de operaciones
Gauss: 3x9+2+2=31
Simpson: 6 X 7T+ 5+ 7 =54

iv) La solucién entregada por el método de Simpson es mds precisa que la solucién entregada por el
método de Gauss, claro que esto se debe por la cantidad de puntos tomados, ya que en Simpson
fueron 7 puntos, mientras que en Gauss solo fueron 3. Seguramente, si aplicamos el método de
Gauss con 7 puntos, la solucién entregada seria mucho mejor que la de simpson con 7 puntos.
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4. Gauss Legendre

(a) Raices

3322 —1)=0=>21=—3V3, zo=3V3
f fw)de = e f(—3 3)+C2f(%\/§)
r)=1=2=c+co

f(x)
fl@)=2=0=-9V3+%V3
= C1 = Cy = 1
iii. f(x):xzj(%\/gf_'_(_é\/gy:% 1
iv. f(a) =% = (1) + (-3VEP =0 = [}, a%da
1
v @) = ot = (VD (— 1B = 2 £ [ atde = 2
La precisién de la férmula es 3, ya que cualquier polinomio de grado 3 es combinacién lineal de

{1,2,2%, 2%}, y como la integral es lineal, si se cumple para la base, se cumple para cualquier
elemento generado por la base.

i.

ii.

Cambio de variable
J? f(a)dz, haciendo t = =0 — 2=b — 20-a=b _ gy — boa gy

—a

fbf (2)da = b;"ﬁ £( t(bfa)+a+b)d _ b,af(éx/ﬁ(b—a)+a+b) Mf(—%\/g(b;a)+a+b)

= dy = e,y 4y = OANEHSER (e

Gauss Legendre compuesto
n—1 a+hx(k+1)

Pi@de=Y [ fla)de

k=0 a-+hxk
n—1
a+hx*(k —(a+hxk a+hxk a+hx(k a+hxk a+hx(k
- 1;0 +hx( +1% (at )(f((f 1)(a+ )+2(\/\g+1)( +hx( +1))) +f((f+1)( + )+2(\/fg 1) (athx( +1>>))
n—1
:kgog(f(%/g(a+hzlf}g(l+\/§)h)+f(2f a+hzk)f+(f 1)h )

Calcular fol x®dx
Se usardn 8 cifras significativas con redondeo, pero para el control bastaban 5.
i. Simpson Compuesto ng =4 = h = % = %

1 . 1
Jo Tz ~ 5 [F0) +4F(5) +2f(3) + 4 () + F(D] = p5[L+4(D)7 +2(3)2 +4()F + 1]
:%[1—%4><070710678+2><070710678+4><080592745+1]

= 24603505 — ().788 862 54
= Lyimp = 0.788 862 54

ii. Gauss-Legendre Compuesto n; =2 = h = %0 = %
1
1 . \/§k+(1+\/§) fk+( 3-1)
Jo a¥dx ~ 1; 0: 72i2(f(T2) + f(Tz))

a+v3) \[Jr( +f (\F 1)

[£( 23g>+f< ) fEE ) (B
[FSE8) + F(4532) + f(“”) FEEEL)]

)]

%[ £(0.39433757) + £(0.10566243) + £(0.89433757) + £(0.605 662 43)]
110.692844 27 + 0.788 615 08 + 0.904 952 84 + 0.738 083 13]

= 31294905 — (.781 12383
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= Igquss = 0.781123 83

iii. Comparacién
Veamos los errores relativos de ambos:
Egipny = 2788862540785 43051] — 6,933 646 2272831319781 x 1073

0.78343051
Egauss = 1278128830 183430311 _ 9 944 332612218536 1405 x 102

Leime 9,355
gauss
El error de simpson es mas del doble que el de gauss, y como se hicieron la misma cantidad de

evaluaciones de la funcion
= Gauss-Legendre Compuesto es mds exacto que Simpson Compuesto
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11

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

11.1 Resumen de Materia

1.

10.

Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal: a,,(z)y™ (z)4a,_1(z)y™ D (z)+....4a1(2)y™M (z)+ao(z)y(z) =
9(x)

. EDO 1° Grado: y (z) + p(z)y(z) = f(z) = y(z) = ce(=JP@)dr) 4 (= [p@)d) [ f(z)el[ P@)dn) gy

Ecuacién Diferencial Bernoulli: 3 (z) + p(z)y(z) = f(z)y"(z) = y (2)y~"(z) + p(@)y(z)y "(z) =
flz) =

(1=n)y (x)y~"(x)+(1=n)p(z)y(z)y " () = (1-n)f(z) = u=y" ", u'(2)+(1—n)p(x)u(z) = (1-n)f(z)
(x

. Ecuacién Diferencial Ricati: y/ ) =p(x) +q(z)y(x) + r(z)y? () = y(z) = yp(x) + ﬁ7 donde y,(z) es

una solucién particular, yp( x) — E‘T; p(z) + ( (@)yp(z) + ggm;) +r(x) (yg(w) + 2yzp((§)) + Zz%m)> =

20 = 55 @) (255 + =ty) = 7 (@) = 4(@)2(@) + 2 (@)p(e)2(2) + ()

Problema de Cauchy o de Valor Inicial: Dada una funcién f : R? — R, diferenciable en ambas variables
y un punto inicial yo € R, encontrar una funcién y : R — R tal que: y(t = t9) = o, d%—f) = f(t,y(¢)),
t € [to, T]. Este es un problema No Lineal de Primer Orden No Homogéneo.

Condicién de Lipschitz:

(a) Se dice que una funcién f : R C R? — R satisface una condicién de Lipschitz en la variable y si existe
una constante L tal que: |f(¢t,y1) — f(t,12)| < Lly1 — y2|, V(& 11), (£, y2) € R

of(ty)
oy

(b) Sea R C R? un conjunto convexo. Si existe una constante L que verifica: ‘ < LV¥(t,y) € R,

entonces f satisface la condicién de Lipschitz en la variable y.

Teorema: Sea f : R C R? — R una funcién continua en R = {(t,y)/to <t < T,—00 < y < oo}. Si f
satisface una condicién de Lipschitz en la variable y , entonces el problema de valor inicial: y(t = to) = o,

d%’l—(tt) = f(t,y(t)), t € [to, T], tiene solucién unica.

Método de la Serie de Taylor para Prob. de Cauchy: y(txi1) = D, Wh’ + Error, donde
i=0

(n+1) , no ) ,
h = tgi1 — tx, Error(t) Tl(f’“)h’”‘l , pero y (t) = f(t,y(t)), luego y(txr1) = y(tr) + > yiigtk)hl =

=1

(i+1) n=l . )
y(te) + Z . (z+1()tuk)hl+1 =y(tx) +h _20 ! gi’f)(!ftk))hl
Método de Euler: Se determinan n valores y; de la funcién y : R — R en puntos t; equispaciados en
— 2
[to,T]: h=221 tp =to+kh, k=0,...,n, yo=y(t =t0), Yes1 = Yr + hf (te, yx), Error = Ly ()

n

Método de Runge-Kutta de Orden 2: Se mejora el método de FEuler

(a) Se definen
i qp = hf(te, yr)
ii. ¢f = hf(ty + ah,yx + Bhf(tr, yr))
i Yka1 =Yk + Gt + 1o}
(b) Se cumple que yrp1 ~ y(tes1) = y(tx +h) ~ y(tx) +y (tx)h+ %t’“)hQ =y(tx) + f(tk, ye)h + Mhz

() Luego, f'(tu, yi) = Gt + Sy () = LG + 8f<%k>yk>f<tk,yk>

(d) Juntando expresiones, yr+1 = y(tx) + f(tr, yr)h + af(tk’y") h2 +2 tk’yk)f( 7yk)h72 (*)
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(e) Por otra parte, yp+1 = yr + i hf (te, yr) + pohf (b + ah, yp + Bhf (tk, yi))
(f) Pero f(ty, + ah,ys + Bhf (te.yn)) = f (b yx) + ah 2L 4 ghf(1,, yk)af(tk A
h) Juntando terminos, yx+1 = Yk + (i1 + fo) hf (tk, Yr) + pocch? af(t’“’y’“) + poBh2 f (tg, yk)%’;’yk) (%)

)
)
(2) Se tiene Y11 = yx + i hf (e, y) + poh [f(tlm Yk) + ahm + Bhf(tkayk)w}
(h)
(i) Pero () y (xx) deben ser iguales por lo que se debe cumplir:

Lo (g 4 pg) =1

i, pyor =

iii. pefS =

(j) Para cualquier valores pq, o, @, 8 que cumplan lo anterior es un método de Runge-Kutta.

N[—= o=

11. Método del Punto Medio Runge-Kutta de Orden 2:

(a
(b

1:
2:
C

)
)
()
(d)
) Y
)

= L ' T
1l
NI= =

Yrt1 = Yr + hf(ti + 2 ye + 5 f (e, ur))
f) Error: O(h?)

(e
(
12. Método de Runge-Kutta de Orden 3
k= hf(te yr)

q = hf(te + & 7Yk + q’“)

@y = hf(tr + h,yk — i, — 247)

k+1 = Yk + g(qk + 4qk- +q3)
rror : O(h*)

b <

13. Método de Runge-Kutta de Orden 4
(a
(b

) f(te, i)
)
(c)
)
)
)

(
fltr+ %y + %)
Sl + %+ %)
qp = hf(te + b,y + q3)

€) Yrt1 = Uk + g(qk + 247 + 24} + qi)
f) Error: O(h®)

q

=h
¢ =h
h

=)

1
k
2
k
3 _
k
(d) g =
(
(

14. Métodos Multipaso Explicitos: Un método multipaso de paso m > 1 es de la forma:

(a) Yk+1 = Qm— 1yk+am 2Yk— 1+.. +a0yk rn+1+h[ m— lf(tk7yk)+brn Qf(tk 1, Yk— 1) ~--+b0f(tk—m+la yk'—'m-i-l)]
(b) Se necesitan m valores iniciales yo, Y1, ..., Ym—1

(¢) Los coeficientes a,,—1,am—2,..-60 ¥ bm—1,0m—2, ..., bo son las constantes del método

(d) A

15. Método Multipaso de Adams Bashforth de
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(a) 2 pasos: yry1 =Yk + h[3f(te, yx) — f(te—1,Yr-1)]
(b) 3 pasos: Y1 = Yk + 15[23f (te, yu) — 16 f(tr—1,yk—1) + 5f (tk—2, Yr—2)]
(c) 4 pasos: yri1 =Yk + 2555 (te, yu) — 59f (tr—1, yr—1) + 37f (tr—2,yk—2) — 9f (tk—3, Yr—3)]

16. Sistemas de EDQ’s: Un sistema de primer orden de edo no lineales es de la forma:
% :fl(t7$1,$27...$n> xl(to) :;C(l)
92 = fo(t,x1, @2, .. xn)  w2(to) = 29

(%n = fu(t,z1,22,...0,) Tn(to) = 20
vt € [0,T]

17. Condicién necesaria Lipschitz: Si las funciones f; son continuas y satisfacen la condicién de Lipschitz en
D:

n
‘fi(tvulvuaa ’LLn) - fi(t7v1;v27 'Un)| < L Z ‘ui - Ui'
i=1

D={(t,z1,22..2,) [0 <t <T,—c0 < z; <ooVj=1l.n}

Entonces el sistema de EDQO’s tiene solucién tnica

18. Condicién suficiente Lipschitz: La condicién necesaria Lipschitz se satisface si:

Ofi(t,ur,uz...up
fﬁ+¢;aﬁ < L, Y(t,uy,ug...un) € D

19. Método de Runge-Kutta de Orden2
h=2L 4 =kh, Vk=0..n

n?’
Zik = ;(tx) Aproximacién de Runge-Kutta
qilk = hfi(tk,xlk,xgk, -~-755'nk); Vi=1..n

1
n

@G = hfiltr + % o + 45w + B, mn + 285), Vi=1.m
Tipk1 = Tik + @y Vi=1..m
20. Edo’s de orden superior:
y™ = f(ty,y .y ") VL€ [0,T]
y P (te) =y, Vk=0.n—1
Se transforma en un sistema de Edo’s
z1(t) = yl(t) sa%(t) =y'(t)
z2(t) = y'(1) SGEt)=y"(t)
. — .
zn(t) = y(nil)(t) %(t) = y(n) ()= f(t,y. v, ~'-7y(n_1)) = fult, 21,22, ..7y)
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11.2 Problemas
1. Considere el problema de valor inicial y =y —t2+1, 0 <t < 0.2, y(0) =0.5

Demuestre que el problema tiene una tnica solucién

Resuelva de forma exacta. Hint: [t?e'dt = —2e~" — 2te™" — t?e~*

Resuelva usando el método del punto medio de Runge-Kutta de Orden 2 con h = 0.05

)
)
(¢) Resuelva usando el método de Euler con h = 0.025
)
) Resuelva usando el método de Runge-Kutta de Orden 4 con h = 0.1
)

Compare los resultados de los métodos entre si con los valores exactos que se obtienen de la parte b), y
comente

2. La fuerza del viento f causa que el mastil de un barco se desvie, siguiente la ecuacién diferencial basada en
las leyes de la mecénica:
Ly — L (L-2)2 2€[0,1]
Donde E es el nédila de elasticidad, L es la altura del mastil e I es el momento de inercia. Se cumple que
#(0)=0
Resuelva la edo através de Runge-Kutta de 2 orden, con paso h = 10, usando una carga uniforma f(z) = 50
[Lbras], [ = 30[pies], B = 1.5 x 10%[1445] ¢ I = 0.06[pies"]

3. Se desea resolver la siguiente Edo:

Para eso, se proponen 2 métodos para encontrar una solucién aproximada de la Edo.

(a) Punto Fijo

Vamos a aproximar y(z) a través del método de Punto Fijp. Para eso:

14 [ pa(t)dt
i. Demuestre que ¢(p1(z),p2(x)) = 2 Y tiene como punto fijo la solucion de la Edo,
2+ [(pa(t) —t)dt

0
donde y(z) = p1(x), %(96) = pa(x).

ii. Partiendo de p? = y(0), pJ = % (0) itere 3 veces la funcién de punto fijo para encontrar una solucién

aproximada de y(z). Llame a esta soluciéon PF(zx).

(b) Minimos Cuadrados

Vamos a aproximar y(z) a través del método de Minimos Cuadrados, resuelto con el método de Newton
Kantorovich, para eso:

i. Demuestre que el problema de optimizacién
1
min ixth +rix

donde @) es simétrica definida positiva, es resuelto en una iteracién por el método de Newton Kan-
torovich, sin importar el punto inicial. Diga cual es la solucién.

ii. Sea p(z) un polinomio de 3° grado. Determine algunas de las constantes del polinomio, aplicando
las condiciones iniciales del problema (+).
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iii. Concidere el error de aproximacién como
1 P2
E = /(T;;(x) —p(z) + 2)%dx
0

Encuentre las constantes restantes de p(z) que minimizen el error E. Para eso explique porque E
se puede expresar como %xtQm + rtz (solo explique y argumente, no lo haga). Con esto, resuelva
el problema de minimos cuadrados utilizando Newton Kantorovich, partiendo de una solucién que
simplifique los calculos. Llame a esta solucién PM (z).

(¢) Comparaciones de las soluciones aproximadas

La ecuacién diferencial tiene como solucién exacta y(x) = €* + x.

i. El polinomio de Taylor de 3° grado de y(z) entorno al 0 es T'(z) = 1+ 2z + % + ‘%3.
El polinomio de 3° grado que aproxima a y(x) = €® 4 z e interpola y(0) e 3’(0), usando los minimos
cuadrados en el intervalo [0,1] es M(z) = 1 + 2z + 0.469 122 + 0.246 823.
Compare los polinomios calculados PF(z) y PM (z) con T'(z)y M (x). Comente.

4. La ecuacién de Duffing se utiliza para modelar diferentes sistemas dindmicos (resortes, transformadores, etc).
Su forma méds general es:

d*x(t) N 6daj(t)

29 45900 4 (823(0) & wha(t)) = 5 cos(wt + 6) ®)

donde las constantes 0, 3,7, ¢, wq,w dependen del sistema bajo estudio. El caso de la ecuacién de un trans-
formador de fase nula queda:

6=1,8=1,vy=1,¢=0,wg=lL,w=m+=—
para t € [0, 1].

(a) Plantee el sistema de 2 edo no lineales asociado a (D)

(b) Resuelva el sistema aplicando el Método RK de orden 2, para las condiciones iniciales: z(0) = z¢ =
1,2'(0) = z{, = 0. Considere h = 0.5 y una aritmética de 5 cifras significativas con redondeo.
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5. Métodos para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias:
La ecuacién diferencial de Bernoulli de orden n (entero con n # 1) se define segtn:

dy(z)
dx

+p@)y(z) =q(@)y()" 0<z<1 ylz=0)=uy

Esta edo es no lineal pero integrable. Multiplicando (B) por (1 —n)y~™ se tiene:

d

W@+ (L =n)p@)y(2) " = g(@)(1 = n)

Si se define u(x) = y(x)! ™" se obtiene la edo de primer orden lineal en la variable u(z):

du
oy T (= np(@)u(z) = g(z)(1 —n)
x
Para la sgte. ecuacién tipo Bernoulli donde n = —2,p(z) = 22, ¢(v) = 2%
dy 9 x?
G tTy= g 0SSl ye=0)=3 (%)

(a) Obtenga la solucién analitica de ().

(b) Obtenga la solucién numérica de (x) mediante el método de Runge-Kutta de Orden 3 para h = 0.2:

h q1
ar = hf(zr, yk) qﬁ=hf(xk+§,yk+5k) g = hf(xk + hyyr — a5, + 2q3)

1 .
yk+1:yk+6(qi+4qﬁ+qi) Vk=0,1,2,...,n
Determine la precisién de la solucién numérica, comparando la solucién analitica y numeérica.

6. Se desea usar el método de minimos cuadrados para resolver la siguiente edo lineal:

y'(z) +y(z) —z=0

(0) =1
V) -1 )
z €10,1]

(a) Sea p(x) un polinomio de 3° grado. Determine algunas de las constantes del polinomio, aplicando las
condiciones iniciales del problema (+).

(b) Aproxime y(x) por el polinomio p(z), usando el método de los minimos cuadrados aplicado a la ecuacién
diferencial.

(c) La ecuacién diferencial tiene como solucién exacta y(z) = cosz + x. Llame a ¢g(z) el polinomio de 3°
grado que aproxima a cos(z) + x usando los minimos cuadrados en el intervalo [0,1]. Vimos que p(z)
también es un polinomio de 3° grado que aproxima a cos(x) 4+ x, ya que es la solucién de la ecuacién
diferencial. Diga cual de los dos errores cuadraticos, asociados a p(z) y a ¢g(z) es mayor. Explique y

argumente.
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11.3 Respuestas

1. Problema de valor inicial
Y =y—12+1,0<t<2, y0)=0.5

(a) flt,y) =y —t>+1, %ty’y) =1= ’%Zy) < 1= L =1 = satisface la condicién de Lipschitz =

Tiene solucién unica

(b) y/:y—t2+1:>ylfy*—t2+1:>p():71 ft)=-t>+1
= y(t) = ce S 1) (= [ =1d0) (42 4 1) U ~1dD gt = cet 4 e[ [ e~tdt — [t2e~"dl]
=cel +ell—et — (=27t —2te”t —t2e )] =cet —1+2+2t +12 =cel +1+2t+t2
y(0)=05=c+1=c=—-05=y(t) =1+ 2t +t> — 0.5¢

(c) h=0.025, yo = 0.5, Y1 = yu + hf(tw, yx)

it =0.025; y1 = yo + 0.025f (o, yo) = 0.5 + 0.025(0.5 — 02 + 1) = 0.5375

.ty = 0.05; y =y + 0.025f(¢1, 1) = 0.5375 + 0.025(0.5375 — 0.0252 + 1) = 0.57592

iii. ¢35 = 0.075; y3 = y2 + 0.025f(t2,y2) = 0.57592 + 0.025(0.57592 — 0.052 + 1) = 0.615 26

iv. tg = 0.1; y4 = ys + 0.025f(¢3,y3) = 0.61526 + 0.025(0.61526 — 0.0752 + 1) = 0.655 50

v. ts = 0.125; y5 = ys + 0.025f (ta, y4) = 0.65550 + 0.025(0.655 50 — 0.12 + 1) = 0.696 64

Vi. tg = 0.15; yg = ys + 0.025f(£5, y5) = 0.696 64 + 0.025(0.696 64 — 0.1252 + 1) = 0.738 67
vii. 7 = 0.175; y7 = y6 + 0.025f (ts, ys) = 0.738 67 + 0.025(0.738 67 — 0.15% + 1) = 0.78157
viil. s = 0.2; ys = yr + 0.025f(t7, y7) = 0.781 57 + 0.025(0.781 57 — 0.1752 + 1) = 0.825 34

(d) h=0.05, yo = 0.5, yks1 =y + hf(te + 2L,y + 2 f (ti, yr))

i. t1 =0.05; 0.025f(to,y0) = 0.025 (0.5 4 0% +1) = 0.0375

Y1 = yo + 0.05f (to + 0.025, yo + 0.025f (to, o))
=0.540.05(0.5 +0.0375 — 0.025% 4 1) = 0.576 84

ii. to=0.1;0.025f(t1,41) = 0.025 (0.576 84 + 0.1% 4+ 1) = 0.039671
Y2 = Y1 + 0.05f(t1 + 0.025,y1 + 0.025f(t1, yl))
= 0.576 84 + 0.05(0.576 84 + 0.039 671 — 0.052 + 1) = 0.657 54

iii. t3 = 0.15 ;0.025f(t2,y2) = 0.025 (0.657 54 + 0.1% + 1) = 0.041 689
Y3 = Yo + 0.05f (t2 + 0.025, 35 + 0.025f (t2, y2))
= 0.65754 + 0.05(0.657 54 + 0.041 689 — 0.12 4+ 1) = 0.74200

iv. t4 =0.2;0.025f(t3,y3) = 0.025 (0.74200 4 0.15% + 1) = 0.044 113
ys = y3 + 0.05f(t3 + 0.025, y3 + 0.025f (t3,y3))
= 0.74200 + 0.05(0.74200 + 0.044 113 — 0.15% + 1) = 0.83018

1 2
(e) h = 017 Yo = 057%]; = hf(tknyk)a q;% = hf(tk: + %7yk + %)7 qz = hf(tk + %JJI@ + %)7 ql?; = hf(tk +

hyyi + q}),
Yrr1 =y + 5 (ah + 247 + 243 + q3)
it =0.1

A ¢t =0.1f(to,yo) =0.1(0.5+0%+1) =0.15
B. qg:o.1f(t0+—,yo+015)_01(05+0075+0052+1)—015775
C. g3 = 0.1f(to + %L, yo + 215775) = 0.1(0.5 + 0.078 875 + 0.05% + 1) = 0.158 14
D. g4 =0.1f(to +0.1,50 4+ 0.158 14) = 0.1(0.5 + 0.158 14 + 0.12 + 1) = 0.166 81
E. y1 =05+ 3(0.15+2 x 0.15775 + 2 x 0.158 14 + 0.166 81) = 0.6581

ii. to=0.2
A. ¢t =0.1f(t1,1) = 0.1(0.658 1 + 0.12 + 1) = 0.166 81
B. ¢} =0.1f(t1 + %', yy + 21588L) = 0.1(0.658 1 + 0.083405 + 0.15% + 1) = 0.176 4
C. ¢ =01f(t1+5%y + 21%4) = 0.1(0.658 1 + 0.0882 + 0.15% + 1) = 0.176 88

145



Universidad De Chile Departamento de Ingenierfa Matemética
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemdticas Célculo Numérico

D. ¢f = 0.1f(t; + 0.1,y +0.17688) = 0.1(0.658 1 4+ 0.176 88 + 0.22 + 1) = 0.1875
E. y =0.6581 + %(0.166 81+2x0.1764+2 x 0.17688 4+ 0.1875) = 0.83491
(f) Los tnicos puntos que se pueden comparar son en t = 0,t = 0.1,£ = 0.2 , ya que son los unicos puntos

que en los tres métodos fueron calculados.
t Exacto  Euler Error Euler Punto Medio Error PM  Runge-Kutta Orden 4 Error RK4

0 0.5 0.5 0 0.5 0 0.5 0
0.1 0.65741 0.6555 0.00191 0.657 54 0.00013 0.6581 0.00069
0.2 0.8293 082534 0.00396 0.83018 0.000 88 0.83491 0.005 61

En teorfa, el método de Euler es el peor de los tres, luego viene el de Punto Medio y luego el de Runge-
Kutta O4, pero se ve en los datos calculados que Runge-Kutta O4 no es més exacto que el método de
Punto Medio. Esto sucede ya que al usar una aritmética finita de 5 cifras significativas con redondeo,
para calcular los puntos en Runge-Kutta O4 se hicieron muchos calculos, por lo que la cantidad de
errores es mayor, lo que produce finalmente un error bastante mayor que el esperado.

2. Viento
2
= s (30 — 2)? = 5 x 107°(30 — 2)?
n(z) =yz) _, 2518 = a(2)
z2(2) = y/'(2) P2l — £ % 107°(30 — 2)?
(a) k=0
Z1,0 = Z/(O) =0

x20=%(0)=0
at o = hfi(z0,21,0,22,0) =10x 0 =0
Q%,o = hfa(z0,1,0,22,0) = 10 X 15—8 x 1075(30 — 0)2 = 0.025

(
1 1
@ =hfilzo+ %m0+ %7’0,3?20 +20) =10 x (04 2925) = 0.125
(

G0 = hfa(z0 + 27$10+ 5, 2,0 + q22°) =10 x & x 1075(30 — 12)? = 5.
T11=r10+ ¢ =0+0.125 =0.125
To1 = Z2,0+¢30=0+0.025 = 0.025

(b) k=1
.131,1 :0.125
$271 10025
@ty = hfi(z1,210,22,1) = 10 x 0.025 = 0.25
Q%,lzhfz(zl,ﬂﬂl 1,T21) = 10 x i><10 (30 — 10)? = 90
@y =hfi(z+ 5w+ B ,:1521+qi1)—10><(4—0er)::1?(13
G50 =hfo(z1+ B, 200 + % 2 Loz + 1) =10 x 3 x 1075(30 — 10 — 10)2 = L

11 _ 31
1,2 = T1,1 +ql,l § + 3T

_ 2 1 1
T22=T21+ @1 =35 + 160 =32

(c) k=2
331,2:%
€22 = 312

_ 5

Q12—hf1(22,$12,$22)—10><3i o
hfa(z2, 212, 2,2) = 10 x & x 1075(30 — 20)2 = 7L
(

1 1
Q12—hf12’2+2»11712+ 2,m22+22) 10 % (35 + 735) = 741
1
(J22—hf2(32+27$12+ B ang +52) = 10 % 55 x 107°(30 — 20 - )% = 5
T13=T12+ ¢l = 72"’144:%

_ 2 _ 1189
Ta3=1T29+ 2= 35 + 1155 = 36000
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(d) Volviendo a las variables originales:

z1(2) = y(2)
x2(2) =y'(2)
y(0) =0 y'(0)=0
y(10) = 0.125 y/'(10) = 0.025

y(20) = %9 =0.43056  /(20) = %29 =0.03125
y(30) = 193 = 0.75694 3/ (30) = 5e55 = 0.033028

3. Aplicaciones
(a) Punto Fijo

i ¢(p1,p2) = {gj

1+ [y (z)dz
0

2+ [(y(z) — z)dzx
0

derivando la 2da ecuacion:

y"(2) — y() + 2 = 0

con y(0) =1, y'(0) =2

Que es la edo a resolver.

Solucién aproximada de y(z) ~ PF(z) =1+ 2z + “”2—2 + %3

(b) Minimos Cuadrados

i. El problema min %

2

I o8

3
24z + a2 + ¢

g -
.. |p7 1
ii. =
|15] __2]
- 11 1+ [ 2dx
p% _ Of _|: 1+2$2:|
x - x
P2 24+ [(1—x)dz 2+ —%
L o0
z 2
- o 1+ f2+z—%)d
pi _ Of( v 2).%‘ _ 1—|—2?E+L;:
P2] 24+ [(1+2z —z)dx 2+tz+ 5
L o
o 1+ [2+a+2)de
pi| _ 0 —
p3 - z 2 3 _|:
L2 2+ [(I4+22+ % — 2 —x)de
L 0

3

1.4
24T

2TQx + rTx se reduce en encontrar un cero a su gradiente, es decir:

F(z) = 327Qx + rTz, el método de Newton — Kantorovich para encontrar un cero a

2
VF(z) queda de la forma:

Tht1 = Tk — [HF(ffk)rl VF(zk)
ahora, VF(z) = Qr +r
Hp(z) =Q

= rp1 =2k — QN [Qup +r] =2k — 3k — Q7 lr = —Q 7 Ir

entonces, dado cualquier 1o = z; = —Q~1r. Evaluando VF(z) en z;

= VF(z1)=Q(-Q7'r)+r=—r+7r=0
y como Hp(z1) = Q definida positiva

= se encontré el minimo de F(x) en solo una iteracioén.

ii. p0)=a=a=1
P0)=b=0b=2
p(z) =1+ 22 + ca® + da?
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iii.

1
min £ = [(2¢+ 6dz — 1 — 2z — ca? — da® + z)%dz
0

OE _ 86, 257 _ 29
9c = 3¢t 3d—%

S =T+ G2d-5 )
c _  5.733 8.333 T —4.833 0.4342
d ~— 8.333 19.49 -9.1 ~ 0.2813

PM(z) =1+ 2x + 0.434 222 + 0.281 323

(¢) Comparacion de Soluciones aproximadas

i. PF(x) esigual a T(z), ya que el metodo de punto fijo va convergiendo al polinomio de Taylor.
ii. PM(z) se parece a M (z), ya que en ambos se minimizan un error, solo que la funcién de error es

111.

diferente, pero intentan de encontrar la misma solucion.

Graficos:

Y()=€¢"+=z

3

2
T(x)=1+2z+ %5+ %

@"*

M(x) =1+ 2z + 0.469 122 + 0.246 8z° PM(z) =1+ 2x + 0.434 222 + 0.281 323
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EM(z) =Y (x) — M(z) EPMM(z) = M(z) — PM(x)

4. La ecuacién de Duffing

d?x(t)
dt?

+ d( ) 4 o 3(t) — x(t) = cos(nt) para t € [0, 1].

t

(a) Plantee el sistema de 2 edo no lineales

Haciendo los cambio de variables

y1(t) = z(t)
ya(t) = 50

La ecuacién queda de la forma:

210 4y () + 43 () — y1 () = cos(mt)
Transformando la ecuacion al sistema de 2 edo’s:

dyi(t)
dt

dya(t)
dt

_ [ y2(t)

cos(mt) + y1(t) — ya(t) — y3 (1)

Resuelva el sistema aplicando el Método RK de orden 2, para las condiciones iniciales:
z(0) = zo = 1,2/(0) = a2, = 0. Considere h = 0.5.

Iteraciones
i. k=0
to =20
yl,O = CIT(O) =1
yg,o = .Z‘/(O) = 0

ii.

a1 = hfi(to,y1,0,92,0) =0.5x0=0

Q%,Ozhf2(t0,y107y20)705><(COS(WO)+17071):05
Q%,ozhfl(to+27y10+ 2 ,y20+m)—05x——0125
QS70:hf2(t0+27y10+ =0 ,y20+““)_05><(cos( 05) 41— %5 1) =0.22856

Y11 = Y10 T q170 =1+0.125 =1.125

Y21 = Y20 + @30 = 0+ 0.228 56 = 0.228 56
k=1
t1 =05
y1,1 = 1.125
Yo = 0.228 56
al1 = hfi(ti, i1, y2,1) = 0.5 x 0.228 56 = 0.114 28
b1 = hfa(ti, g1, y2,1) = 0.5 x (cos(70.5) + 1.125 — 0.228 56 — 1.1253)
=0.5 x (0.89644 — 1. 4238) = —0.26368

qiy = hfi(t+ 5,00 + 5 ,y21+q2—1) = 0.5 x (0.22856 — 0:20368)
—05><009672—004836

qz 1= hfa( )
= 0.5 x (cos(n0. 75) + (1 125 4 0 11428) (0.228 56 — 0-26368) _ (1125 4 0-11128)3)
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— 0.5 x (—0.70711 4+ 1.1821 — 0.096 72 — 1.1821%) = 0.5 x (0.37827 — 1.6518)
— 0.5 x (—1.2735) = —0.636 75
Yio = Y11 +¢2; = 1125 +0.04836 = 1.1734
Yo,2 = ya1 + 51 = 0.22856 — 0.636 75 = —0.408 19

5. Bernoulli

d 2 d
(a) ﬁ + 2%y = o /et 2)y* = Sd—iyz + 3z%y® = 322

du dy
= 3 -_— = 3 27
u(w) = y(o)? = T =32
d d
3902 4 3028 = 302 = ZU 4 342y = 32
dz dz
d ;
Homogenea: d—u +3%u=0= = -322dz / [ = Ihu= -2+ K = u= ce ™’
x
d d
Particular: ﬁ + 32%u = 322 / x e/ Batdr _ n® ﬁezg + 322ue® = 3a2e®”

.3

3 _.3 3 .3
=3z = u=e" [l dr=e"¢e" =1

. d [uemg}

dz |
u(x) = cem® 41 = y(z) = [ce*w3 + 1} ’
y(0)=3=[c+1]7 = ¢c=3"—1=26
y(z) = {266’””3 + 1}%
(b) Runge-Kutta de Orden 3 para h = 0.2; yo = 3; f(z,y) = % — 2%y
k=0 z; =02

95 = 0.2f(z0,y0) = 0.2 [*—023} =0
1
a8 =0.2f(zo+0.1,y0 + 30) =0.2 [Oé%f —0.12 x 3} = —0.2x 2.889 x 1072 = —0.005 778

Yo — qb + 223 =3 —0—2 x 0.005 778 = 2.938
@ =0.2f(zo+ 0.2, 90 — ¢t +2¢3) = 0.2 [7(2 257 — 0.22 % 2.988] : —0.2x 0.1150 = —0.023

<
N
no

1
y1 = o+ (ah + 403 +a) = 3+ £(0+ 4 x (~0.005778) - 0.023) = 2.992
k=1 22 =04
@ =0.2f(z1,31) = 0.2 [2 20 0.22 x 2.992} = 0.2x 0.1152 = —0.023 04
1
yi+ I — 9,992 — 002804 _ 9 g8

2
1
q%:O.Qf(xl-l—O.l,zh—&-qu)—OQ[ 982—032><298]:—0.2><O.2581:—0.0516
Y1 —q +2¢7 =2.992 +0.02304 — 2x005162:2.912
@ = 02f(x1 + 02,5 — g} +2¢2) = 0.2 [2 4042 % 2. 912} = 0.2 % 0.4471 = —0.08942

1

vo = 1 + ¢ (g} + 407 +qf) = 2.992+ §(~0.02304 — 4 x 0.051 62 — 0.08942) = 2.939
i, k=2 23 = 0.6

G = 0.2f (22, y2) = 0.2 [2 L2 0,42 x 2.939} — 0.2x 0.4517 = —0.09034

1
Yo + ?2 =2.939 — 009034 — 2 894
1
@2 = 02f (2 + 0.1, 90 + q;) —0.2 [2 5 0.5% 2.894} — —0.2% 0.6937 = —0.1387
v2 — g} + 203 = 2.930 +0.00031 2 x 0.1387 = 2.752
@ = 0.2f(x2 +0.2,y2 — gb +22) = 0.2 [2 L0 0.62 x 2. 752} — 0.2%0.9432 = —0.1886
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iv.

1 1

Yo =2 + (g} + 403 + g) = 2.939 4 (~0.00034 — 4 x 0.1387 — 0.1886) = 2.8
k=3 24=08

0 = 0.2f (25, ys) = 0.2 [ £5; — 06> x 2.8 = ~02x 09621 = ~0.1924

ys + %3_28 01924 _ 9 704

1
@ = 0.2f(z5 +0.1,y5 + q23) —0.2 [2 T~ 0.7% X 2.704} — —02x1.258 = —0.2516
Y3 — g3 +2¢2 =2.8+0.1924 — 2 x 0.251 6 = 2.489
G = 0.2f (w5 + 0.2, — g} +23) = 0.2 [ ;%45 — 0.8 x 2,489 | = ~0.2 x 1.49 = —0.298

1 1
ya = s + (g} + 403 + ¢3) = 2.8+ (01924 — 4 x 0.2516 — 0.208) = 2.551
k= 4 Is = 1
ah = 0.2f (w4, 1) = 0.2 [ 3555 — 0.8 x 2.551] = ~02 x 1.534 = ~0.3068
1
ya+ S = 2.551 — L2068 — 2,308

1
¢ = 02f(z4+ 0.1, ys + 1) = 02 [ 5557 —0.9% x 2.398] = —0.2 x 1.802 = —0.3604
ya — gl +2¢3 = 2.551 + 03068 — 2 x 0.3604 = 2.137
@3 = 0.2f (24 +0.2,y4 — g} +22) = 0.2 {W 122, 137] = 0.2x1.918 = —0.3836

1 1
(g} + 403 +4}) = 2.551 + (~0.3068 —4 % 0.3604 — 0.3836) = 2.196

y5:y4+6

(c) Precisién

y(x

1
)= [26e" + 1)
y(0) =30  yo=30 Fo=3-3=0

y(0.2) = 2992 y; = 2.992 Fy=2.992-2.992 =0
y(0.4) = 939 Y2 = 2.939 Ey=2.939-2.939=0

y(0.6) = ys = 2.8 E3=2.8-2.8=0
4(0.8) 72 55 Yy =2.551 E; =2.551 — 2.55 = 0.001

y(1)=2.194 y5=2.196 FE5=2.196—2.194 = 0.002

max Ej = 0.002

=—>el método tiene 3 cifras significativas exactas de 4, y los errores son pequefios

6. Minimos Cuadridos

(a) p(z) = a+ bz + cx? + da?
0)=a=a=1
"0)=b=b=1

OE
Jc
OE
ad

p(r) =1+ z + cx? + da?

Concidere el error de aproximacién como

2

S8
’E

5 ( (z) — z)%dx

1
o=
0

&.

T

1
minE:f(20+6d:c+1+:c+cx2+d:c3fx)zdm

_166 49 14 _
— 166, L 4954 14—
_ 49 1018 13 _
=3¢t 35d+5 =0
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LW D] -8 ol _ |- —0.5366
3 — — 78 | o
e 1) - [Se] = o] - ] ~ [ 50
p(z) =14z —0.53662% + 7.783 x 107223
(c) q(z) = a+ bz + cx? + da?
ro1 1 1 1 . ro1 7
[dz  [zdx [2?dx [23dx J(cosz + z)d
0 0 0 0 0
1 1 1 1 a 1
Jxdx [2?dz [23dz [2'dx [ z(cosx + z)dx
0 0 0 0 bl _|o
1 1 1 1 c 1
[a*dz  [2Pde [atde  [aSdz| |, [ 2?(cosz + z)dx
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
[23dx [ zdx f:c5dsc fodx [ @3 (cosz + z)dx
Lo 0 0 Lo i
a 780 cos 1 + 356 sin 1 — 720 0.9995
N b| —9240 cos 1 — 4620sin 1 4 8881 - 1.011
c 22860 cos1 4+ 12060sin1 — 22500 —0.549 2
d —15120cos1 — 8260 Sin 1+ 15120 7 880 x 1072
)

anr T

00T

-0 T

Verde:(cos(z) + x) — q(z))
Rojo: (cos(z) +z) — p(z))
Azul: & Q(x) +q(z)—=x
Cafe: 396(2 2) +p(x) —
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0°4) 1 g(z) — a)?da ~ 1.451 564 x 103
821;(2?6) +p(z) — x)2dz ~ 9.822779 x 104

1
0
1
0
Como podemos ver, la aproximacién de cos(z) + x a priori, p(x), es muy similar a la aproximacién a
posteriori, ¢(x), siendo esta tltima superior a la primera, ya que se tenfa mayor informacién, pero la

primera es mejor que la ultima vista desde el punto de vista de la EDO. Esto se debe ya que son distintas
funciones de error, pero el resultado es muy similar.
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