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1) Interpolacién Polinomial:

Para interpolar una funcién f(z) en los puntos (zg, o), (x1,91), (22, y2) se utilizard una spline
cuadratica S(x) definida por:

[ So(x) = ao +bo(z — m0) + co(x — 20)* x € w0, 71]
S@) = { Si(zx) =a1 +bi(v—z1) +c1(x —11)? 7 € [11, 2]

(a) Determine la cantidad de ecuaciones que se necesitan para obtener en forma tnica un
spline cuadrético que interpola los puntos (xo,yo), (€1, ¥1), (T2, Y2)-
Determine las condiciones que debe verificar el spline cuadrético.

(b) Determine las ecuaciones que debe verificar el spline cuadrético y construya un unico
sistema lineal para todos los coeficientes a;, b;, c; para j =0, 1.

(¢) Calcule el spline cuadratico definido por los puntos (0,1),(1,2),(2,0). Para esto, con-
struya la iteracion de Gauss-Seidel para resolver el sistema.
i) Determine si el método converge.
ii) Resuelva el sistema lineal mediante el método de Gauss-Seidel.
(d) Como puede calcular el error del spline cuadratico ? Explique en detalle.
(e) Compare el spline cuadratico calculado en (c) con el polinomio de interpolacion de
Lagrange considerando:
i) Complejidad del método
ii) Errores de punto flotante
iii) Aproximacién de j f(z)dx y %(w) en los puntos 0, 1, 2. Compare los resultados si
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f(x):1+sin7—§(a:—1)
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Hint: [sin (%) do ~ 0.343415 68
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1) Solucién interpolacién mediante splines cuadréticos:

(a) Como solo existen dos intervalo: [zp,z1]y [21,22], solo se necesitan 2 S;(x) : So(z) y Si(z), y
como cada uno tiene 3 constantes que son incégnitas:

So(m) . ap, b(), Co

Sl<$) . ag, bl, C1

entonces, para encontrar estas 6 incégnitas, se necesitan 6 ecuaciones linealmente inde-
pendientes.

(b) De forma andloga con la spline cibica, la spline cuadrada debe cumplir:

i. Interpolar zg, x1 ¥y x2

So(xo) = ag + bo(zo — o) + co(xo — 20)* = f(20) = yo
So(z1) = ao + bo(z1 — o) + co(@1 — x0)? = f(21) = w1
Si(x9) = a1 + bi(xg — x1) + c1(z2 — 21)% = f(22) = Vo

ii. Continuidad: So(z1) = S1(z1)

ao + bo(z1 — 20) + co(z1 — 20)? = a1 + bi(z1 — z1) +er(z1 —21)? = a4
iii. Continuidad de la derivada: S{(z1) = S} (z1)

bo + 2co(w1 — wo) = b1 + 2¢1(z1 — 21)
iv. Continuidad de la 2° derivada:

260 = 261

El sistema queda:

1 0 0 0 0 0 ag Yo
1 (3}1 — 3?0) (.’1?1 — .%'0)2 0 0 0 bo Y1
0 0 0 1 (z3—m1) (22 —21)2| |co L
1 (iL‘l — $0) ($1 — .%'0)2 —1 0 0 al - 0
0 1 2z —z0) O —1 0 by 0

0 0 2 0 0 -2 | lal [o0]

eliminando algunas ecuaciones faciles de despejar obtenemos:

0 (2 —x1) (w2 — 1) [bo Y2 — Y1
(x1 — x0) 0 (1 —20)?| |b1]| = |1 — yo
1 -1 2(xe —z1)| |co 0

a():l,a1:2,61260

(c¢) Reemplazando en (zo,yo) = (0,1), (z1,y1) = (1,2), (22, y2) = (2,0) en el sistema anterior
y permutando la primera y la segunda fila para no tener elementos nulos en la diagonal

se obtiene:
1 0 1] [b 1
0 1 1| |b| =1]-2
1 -1 2| |c 0

Para el método de Gauss-Seidel definimos las siguientes matrices:
M = (diag(A) + low(A))
N = —up(A)
Entonces, definimos la iteracién del método de Gauss-Seidel como: z 41y = Bxg + h

=B=-M"1!'Ny h=M"1b



Para nuestro sistema:

0 0 -1 1
B=1({0 0 -1 h=1] -2
00 O —-1.5

i. Para que el método converga es necesario que p(B) < 1. calculemos los valores
propios de B :
0— A 0 -1
0 0-X —1|=(-A)(-A-=A)=0=A=0 con multiplicidad 3
0 0 0—A
p(B) =0<1= el método converge

0
ii. Tomamos como punto inicial: x¢ = [0
0
[0 0 —1] [0 1 1
x1=Bxg+h=1[0 0 —1| [0+ | -2 =] -2
00 o] lo] |-15 [-15
[0 0 —1][ 1 ] [ 1] [ 2.5 ]
ro=Bx1+h=1(0 0 -1 -2+ -2 =1]-05
00 o] |-15] [-15] |-1.5]
[0 0 1] [25] (1] [ 2.5 ]
x3=Bxo+h=1|0 0 —1| |-05]+| -2 | =1]-05
00 0] |-15 [-15] [-1.5]
2.5
Como ||zg — z3]] =0 = La solucién del sistema es z = | —0.5

-1.5
= S() :{ So(x) =1+ 2.50 — 1.522 , z €10,1]
Si(x) =2—-05(zx—1)—15(z—-1)° zell,2]

(d) Como no se conoce nada de la funcién, sino solo la evaluacion de ella en los puntos zg, z1
y X2, entonces no se puede encontrar una cota del error, ya que la funcién puede ser lo
mds alejada de nuestra Spline como se quiera. El tnico error que se podria calcular,
serian errores del tipo numérico al calcular la Spline, ya que sabemos cuanto debe valer
la Spline en los puntos xg, 1 y x2, y compararlas con el valor numerico que se obtiene.
Ademads se puede verificar si se cumplen las condiciones de continuidad, de primera y
segunda derivada continua.

(e) Calculemos el polinomio de interpolacién:

xi | fxs) | fles, xiva] | flos, xivo]

O 1 2-1 =1 —2-1 — _3
10 50 2

1|2 e )

2 0

=p@)=1+2—3z(z 1)

i. Complejidad de operaciones
Lagrange: 9 operaciones para calcular las constantes, y 6 operaciones para el poli-
nomio
= 15 operaciones



ii.

iii.

Spline: 10 operaciones en plantear el sistema . Para calcular B y h se necesitan
como minimo 12 operaciones (son més, pero esa es una cota inferior), y luego cada
iteracién tiene 5 operaciones, y se hacen 3 iteraciones, mas 12 operaciones para
calcular S

= 49 operaciones

Lagrange es més fécil de calcular que la Spline

Errores de punto flotante
Como la Spline tiene mds operaciones, y ademds invierte matrices, este tiene mas
errores de punto flotante que calcular el polinomio de Lagrange

Calculemos los valores reales:
2

J(1+sin ™ — Z(z — 1))dz ~ 2 + 0.34341567836369824220 — + ~ 2.010082345

/ 2 2

030364908 9 ,

& :i:l.—kwcosl =-1=-05

de — 2 2 2 ’

dfd—f) 3 —2+2mcos2m =2 — 3 ~ 4.783185307 179586 476 9

Calculemos ahora las aproximaciones de Lagrange
2

J(l+2—3z(z—1))dz=3

Calculemos ahora las aproximaciones de la Spline
1

2 2
[ S(z)dx = [(1+ 2.5z — 1.5a*)dx + [(2 —0.5(x — 1) — 1.5(x — 1)?)dz = 1.75 + 1.
0 0 1
25 = 3.0
ds(z) dsjf) =2.5—-3z x €10,1]
d @) — _05-3(x—-1) zel,2

dS(0

aS(1)
o2 = 35

Como podemos ver, las aproximaciones de p(z) y de S(z) son las mismas. Esto se

debe ya que en realidad, p(xz) = S(x), es decir, es el mismo polinomio:
S(z) = { So(r) =1+ 2.50 — 1.522 z €0,1]
Si(x) =2-05(x—1)—1.5(x—1)2 x€ll,2]
[ So(x) =1+25x— 1522 ze€[0,1]
N { Si(z) =1+ 250 — 1.522 =z € [1,2] = p(2)
Luego, son equivalentes en su exactitud de aproximacion.

3—2.010082 3450303649089
Erel(I) 2.010082 3450303649089 0.4925
Erel(DO

) — 2.5(;50.5 = 4.0
Era(Dy) = 222452 = 0.0
)

_ 4.7831853071795864769—3.5 .
ET@Z(DQ T 4.7831853071795864769 0.268

Luego, la tnica aproximacion exacta es D1, luego Dy, luego I y finalmente Dy




