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Interpolacion y Aproximacion de
Funciones . Temario

1) Motivacion
2

) Interpolacion de Lagrange, Newton, Hermite
3) Interpolacion por Spline Cubicos
)

)

4) Aproximacion de Taylor

5) Aproximacion por Minimos Cuadrados:
Discretos y Continuos

6) Interpolacion y Aproximacion Trigonométrica
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Interp. y Aprox. de Funciones: =
1) Motivacion 1: Interpolacion Polinomial

GHO

-

Dados (n+1) puntos (x;, ;)
Encontrar un polinomio de
grado n tal que:

plx)=y Vi=l,..,n+1

IA - MA-33A




Interp. y Aprox. de Funciones:
1) Motivacion 1: Interpolacion Polinomial

y,=p(x)Vi=1,.,(n+1)

k=0
1 x x? x" a
1 1 1 0 Vi
1 x2 X3 X5 aj V2
1 x5 x3 x4 as = V3
1 2 n
Xn+l  Xptl Xn+1 tn Y+l
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Interp. y Aprox. de Funciones:
1) Motivacion 1: Interpolacion Polinomial

Interpalacion gruesa y fina de 3.f=}:sin[}{2]|
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T 3t Equi-esp. 0.25 i
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'-"-1- 1 1 1 1 | 1 1
a 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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Interp. y Aprox. de Funciones:
1) Motivacion 1: Interpolacion por Splines

So(x)=5,(x)) OS2 (X,1) =5,,(%,)
y 1 So ') =8,'(x)) S,'(x)=8,,'(x_)
Sy "(x) =8, "(x) S.,"x )=S, , "(xn—l)/? y =00

| | | | | | " X

S, (x)=a, +bk(x_xk)+ck(x_xk)2 T dk(x_xk)3




Interp. y Aprox. de Funciones:
1) Mot. 2: Minimos Cuadrados Continuos

= Sea f €([a,b]. Se quiere determinar un
polinomio p (x)de grado n segun MCC:

i+l it
mine, = [f(x) - D, (X)]2 dx 5 b a
. a S it
o -
" Ecuaciones Normales: S5 Matiz o Hibert
IZxodx j:xldx j:xzdx J'andx — “ — IZxof(x)dx
ijldx I:x2dx j:x%{x J‘anﬂdx ai ) _[lef(x)dx

J'andx J'anﬂdx J‘an+2dx jzx2ndx B Ay _ J‘anf(x)dx



Interp. y Aprox. de Funciones:
1) Mot. 2: Minimos Cuadrados Continuos

" Sea f(x)=sin(zx). Determinemos p;(x)

1 12 13 1/4
12 173 1/4 1/5
173 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

ao
a
a

as

polinomio de grado 3 segun MC:

ol sin(pi*x) v/s -1/20+103/25x-103/25x>

l/r
(n> -4/
(n? —6)/r°

pi(x)=—4.12x° +4.12x—0.05|

GHO

2

/
ol/
/

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1



Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Lagrange

" Teorema: Si X, ,X4,...,X, son (n+1) puntos
distintos y si f es una funcion que se evalua

en esos puntos = 3! polinomio de grado a lo
mas n que interpola f en estos puntos:

p,(x)=f(x) Yk=0,1,.,n

= Donde: p, (x) :Zn:f(xk)l‘n,k(x)
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Lagrange

= Y asuvez:

L, (x)= (X=X ) x—x)..(x—x_)x—x_,)-.(x—X )

(%, =X )06 =)0 =%, )0 = X)X —X,,)

" Es facil ver que: sij=k
Ln,k(‘xj) = .- .
Os1j#k

= Error de interpolacion Lagrange:
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Lagrange

" Teorema: Sean Xy,X,...,X, reales distintos
en el intervalo [a,b]ly fe"'[a,b]
Entonces: Vx €|a,b|3&(x) €(a,b) tal que

J(xX)=p, () + R, (x)

(n+l)
Error Polinomio ||R () = S (6(x)
Lagrange L (n+1)!

(x=%,)(@=3)..(xx,)




Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Lagrange: Ejercs.

=  Determinar el polinomio de Lagrange de
las siguientes funciones:

£ (x) = cos(x), xsin(x), xe*, In(x* +1),(1+ x)"”
en los puntos x =0, 1, 2, 3, 4.

Utilice este polinomio para evaluar:
f(x)=-0.5,0.5,1.5,2.5,3.5,4.5

Obtenga una cota del error en [0,5].
Determine error absoluto y relativo.
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Lagrange: Ejercs.

" Parala funcion de error estadistico erf:

erf (x) = %_‘j e dt

1) Determine el pol. de Taylor de orden 4.

2) Determine el pol. de Lagrange en x=0.2, 0.4,
0.6, 0.8, 1.0, utilizando 1).

3) Determine cotas del error de estas
aproximaciones.
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Hermite

= El polinomio osculante satisface:
Dados:
X, ,X4,---,X, (N+1) reales distintos en [a,b]
m, ,m,,...,m_ (enteros no negativos)

Si feld” [a,b] (m zmaxml.)

0<i<n

p(x) es el polinomio de menor grado tal que:

dkp
dx”

k
(xl.)— d f(xl.) Vk=0,...m Vi=0,...,n

o k
dx 14




Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Hermite

= Observacion:

1) Si n =0 el polinomio osculante es el
polinomio de Taylor

2) Sim.= 0 Vi=0,...,n, el polinomio osculante
es el polinomio de Lagrange.

3) Sim. =1 Vi=0,...,n, el polinomio osculante
es el polinomio de Hermite.
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Hermite

" Teorema: Si f€{"[a,b] y Xo.Xq,-..,X, SON
(n+1) reales distintos en [a,b], el unico
polinomio de grado a lo mas (2n+1) que
interpola f(x) y f'(x) en los puntos x; es el
polinomio de Hermite H,,,,(x) definido por:

Hap (¥) = 2 S G)H, 0+ £ G, ()
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Interp. y Aprox. de Funciones:
2) Interpolacion de Hermite

Donde:

H,(x)=(1-2(x-x)L', (x)L; (x)

H,,(x) = (x=x)L, (%)

L. J-esimo pol. de Lagrange de grado n.

= Si fe§2”+2[a,b]:>Vxe[a,b] 1&(x) e(a,b):

J(x)=H,,.,(x)+

(r=2) (=3 e x =,

(2n+2)

S E)




Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

SO(‘XI) = Sl(xl)
Y1 |8,'0x)=5"(x)
SO "(xl) — lSl "(xl)

Sn—2 (‘xn—l) = Sn—l (xn—l)
Sn—2 '(xn—l) = Sn—l '(xn—l)
Sn—2 "(‘xn—l) = Sn—l "(‘xn—l)

y=f(x)

I "¢

S, (x)=a, +bk(x_xk)+ck(x_xk)2 +dk(x_xk)3




Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

= Dada una funcion f definida en [a,b] y (n+1)
puntos x,=a, Xx,, X,, ..., X,=b, el spline cubico S de
f satisface las siguientes condiciones :

a) S(x) es un polinomio cubico en el subintervalo
[X;; X;4+4] denotado por Si(x) para j=0,1,...,(n-1)

S()(X) = do + bo(x —X()) + C()(x —X())2 + d()(x —X())3 X € [xo,xl]

Sl(x) = aj +b1(x—X1)+01(X—X1)2+d1(X—X1)3 X € [xl,X2]

Sn—l(x) = ap-1 Tt bn—l(x —xn—l) T Cp-1 (x —Xn—1)2 +dy (X _xn—1)3 X € [xn—l,xn]

GHO n incognitas 19




Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

b)
C)
d)

Si(Xj41) = Sivq(X44) VI=0,1,...,(n-2): Continuidad
S(x) = Si(x) = f(x;) Vj=0,1,...,n: Interpolacion
S'i(Xj41) = S'ie1(X41) VJ=0,1,...,(n-2): Continuidad
primera derivada

S”i(Xi+1)=S"41(X41) VJ=0,1,...,(n-2): Continuidad

segunda derivada

Condicion de frontera:

1) S"(Xy)=S"(x,)=0 (Frontera libre o natural)
i) S'(xg)=f(xy) S'(x,)=f(x,) (Frontera sujeta)



Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

GHO

Para construir un spline cubico de f se tiene
que V] =0,1,...,(n-1):

S, (x)=a, +bj(x—xj)+cj(x—xj)2 +a’j(x—xj)3

Aplicando la condiciéon c¢) Vj = 0,1,...,(n-1):
S.(x;)=a,=f(x,) Vj=0,l,..n
aj+1 = j+1(xj+1) :Sj(xjﬂ) —

:Clj +bj(xj+1

3
j+ j+ _xj)
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

= Definimos: |, =x,,, —x, Vj=0,1,..,n—1

= Luego: |a,, =a,+bh +ch’+d i@

" Se define b,=S'(x,) y b=S'(x;) vj=0,1,...,n-1
Aplicando la condicion d) Vj=0,1,...,n-1:

b, =b,+2ch +3d 1’| @

= Se define ¢,=S"(x,)/2 y aplicando la cond. e):

Ciy=¢;+3d h, Vj=0,1,.n-1 9

GHO 22




Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

" Despejando d, de 6 y sustituyendo enc

y Q se obtienen las ecuaciones:
2

4 =a,+bh+=- Qe+ e,) V=001 (4

b.=b+h(c,+c,)Vj=01.,n-1 @
) \

* Despejando b, en @): (También b,

1 h, .
b, :h—(azj+1 —aj)—?J(ch +¢,0) V] =O,1,...,n—1@

J 23




Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion por Splines Cubicos

" Se obtiene el siguiente SEL Vj=1,...,n-1: 0

3 3
h h,

= A estas ecuaciones se debe adicionar las
condiciones de frontera: Libre o Sujeta

" Este sist. de ecs. tiene variables: c¢,,C,,...,C,
= Tiene solucion tnica @) ?
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion Spline Cubico Libre

" Teo: Sise define fen a = xy<x;<...<x,= b,
entonces f tendra un unico spline cubico
natural (libre) que cumple con las
condiciones de frontera S”(x,) = S”(x,,) = 0.

" | a forma matricial de aes

" Ejercicio: Determinar el spline cubico libre
de f(x)=sin(nx) en los puntos: 0, V4 , %2, %, 1
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Interp. y Aprox. de Funciones: T
3) Interpolacion Spline Cubico Libre | ¢
" Forma matricial Spline libre a:
] 0 0 0 0
ho Z(h()-l—hl) hi 0 0
0 hl 2(h1 -I—]’lz) hz 0
0 hn—3 2(hn—fﬁ +hn—2) hn—2 0
0 Mo 2(hp2+hp-1) hya

0 0 1

GHO IA - MA-33A




Interp. y Aprox. de Funciones:

3) Interpolacion Spline Cubico Libre

Forma matricial Spline libre 03
_ ; ~
%(Clz —ap) — h—30(611 — do)

%(Cﬁ — Clz) - 731(“2 — 611)

h:—_l(dn — an—l) — ﬁ(an—l — an—z)

0

—
Vector Lado Derecho

J

Incognitas
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interp. Spline Cubico Libre: Ejemplo
|

" Dados los puntos equiespaciados:

Xo=0,x1 =L xy=dL x3=2x4=1

4 M 2 9 4 M
yo = sin(0) = 0,y = sin(£) = 2y, = sin(%) = 1,y3 = sin(3=) = 2y, = sin(x) = 0

" Se deben calcular primero:

ho=h =hy=hs =1 ay=0,a1 = 2 a,=1,a5 = a4 = 0
1 0 0 0 0 Co 0

3(az—ay)  3(a1—ao)
ho Z(h() +h1) hq 0 0 C1 hy ho
0 hl 2(h1 +h2) h2 0 (o) = 3(a}:a2) — 3(6271)
0 0 h» 2(hy + h3) hj C3 3(ag—a3)  3(az—ay)

h h

0 0 0 0 1 Ca 3 0 i




Interp. y Aprox. de Funciones:
Interp. Spline Cubico Libre: Ejemplo
- o - - 4 ~ |

3)

GHO

A= =

oS O O

0
1
1
4

oS O

N . ) =)

-

S = m=- O O

0
0
0
1
4
1

Co
C1
C2
C3

Cq

3.1344
2.2164

0

—-2.2164

0
—4.9706
—7.0294
—4.9706

Co
Cl

Co =

0
-3.6723
-5.1933
-3.6723

0
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion Spline Cubico Sujeto

" Teo: Sise define fen a = xy<x;<...<x,= b,
entonces f tendra un unico spline cubico
sujeto que cumple con las condiciones de
frontera S'(x,) = f'(Xy) , S'(X,) = f'(X,)-

" | 3 forma matricial dea es ...

= Ejercicio: Determinar el spline cubico sujeto
de f(x)=cos(nx) en los puntos: 0, %4 , V%, %, 1

J
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion Spline Cubico Sujeto

" Forma matricial Spline sujetoa:

2h

0

GHO

ho

h() 2(1’[0 + hl)

hi

0
hi
2(/11 -I—]’lz)

hn—3
0

0
0

ho
2(h n-3 T hn—2)

h n—2
0

IA - MA-33A

h, > 0
2(hn2+hp-1) hy
hn—l 2h n—1
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion Spline Cubico Sujeto

" Forma matricial Spline Sujetoﬂ:

/ I

%(01 —ao) — 3f(xo)

%(Clz —611) — h—30(611 — ao)

%(03 —612) — 731(“2 —aj

—dy— 1)______(an 1 —

3f(xn) - _(an — dn-1)

)

an—2)

——
Vector Lado Derecho

000
0000
0000
o000
o0
o
Co
C1
Cn—1
Cn
Y,
Y
Incognitas
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Interp. y Aprox. de Funciones:
3) Interpolacion Spline Cubico Sujeto

Sea ' € C*[a,b] con max |f™ (x)| = M. Si S es la spline sujeta determinada en los puntos

a<x<b
Xo=a<Xx] <xp<-+<Xxp1 <X, =b, entonces:

SM

max [f(x) —S(x)| < 2L max (xj —x;)?

Cota del Error
SC Sujeta

Sea g € C?[a,b] cualquier funcion que satisface las condiciones de interpolacion sujetas en:
Xo=a<Xx; <X <-+ <Xy <X, = bparauna funcion f:

g(xy) = flxx) Vk=0,1,...,
g'(xo) = f'(x0),g'(xn) = f'(xn)

n

Entonces, s1.S es la spline sujeta determinada en esos mismos puntos:

IseoPdx < [le() P
b b

Minima Oscilacion
SC Sujeta

La spline sujeta S es la que oscila menos de todas las funciones "suaves" que interpolan a f



Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Interpolacion v/s Aproximacion:

Interpalacion y Apraximacidn j,f=}u:|:|5|:}{2]|

3
3,f=}u:|:|5|:}{2]|

5L =pline Cubica 20 ptos)
Fol. Std Aprox. Grado B

3 C0s (%2
=

'-|I|'=

GHO ¥




Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Resultado Teorico Basico

" Teorema de Aproximacion de Weierstrass: Sea
f :[a,b]— R una funcion continua:
(Ve >0) (3p(x)) polinomio tal que:

y=p(x)K

| f(x)—p(x)|<e Vxe[a,b]

y=f(x)+e

gy = f(x)
y=Jx)-¢€

- X

GHO

IA - MA-33A
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Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio Taylor:

= Teorema de Taylor: Suponga que:
feC [a,b],f(”“) existe en [a,b],x, €[a,b]

Para cada x € [a,b] 3 §(x) entre x y X, tal que:

f()=p,(x)+R,(x)

&S (%) N AR (< €9)
pn(x)_; x (x_xo) Rn(x)_ (n+1)! (x_xo)




Interp. y Aprox. de Funciones:

4) Polinomio Taylor: Ejemplo 1

x |1+x 1+x+x—2 1+x+x—2+x—3 1+x+x2+x3+x4 e’
2 2 6 2 6 A4
1 2 2.5 2.666666 2.7083333 2.718281828
0.5 1.5 1.625 1.645833 1.6484375 1.6487212707
0.3 1.3 1.345 1.3495 1.3498375 1.34985880757
0.1 1.1 1.105 1.10516667 1.10517083 1.10517091807
0.01 1.01 1.01005 1.01005017 1.01005017 1.010050167
0.001 | 1.001 | 1.0010005 | 1.00100050000 | 1.00100050017 | 1.00100050016

GHO

IA - MA-33A
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Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio Taylor: Ejemplo 2

= Determine el polinomio de Taylor de quinto
orden para la funcion:

f(x)=In(x* +1)
en tornoa Xy = 0

= Utilice estos polinomios que aproximan a f
para calcular:

/(0.5), ps(0.5) y f(1.0), ps(1.0)
" Cual es el error relativo ?

GHO IA - MA-33A 38



Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio Taylor: Ejemplo 2

GHO

Aproximacion de Taylor de f(x)=|n(x2+1)

12 J
1t ) |
i f(x)=In(x" +1)
0.8 \ -
. x4
P 2
S o6 - pr(0)=x"—— .
g | 2
:' 0.4 ; i
0 :
) |
502+ ; -
e |
0 -
“ Funcion
-0.2 — e Taylor i
04 | | | |
1.5 1 0.5 0 0.5 1

1.5

39



Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio de Taylor: Ejercicios

= Ejemplos Polinomio de Taylor de f en
torno a x,=0:

£ (x) =sin(x),cos(x),sin(x?), x sin(x*)
1 X

J(X)= 55—,
x“+1 x"+1
f(x)=In(x*+1),xIn(x* +1)

k—1
/()= e = P9 = X (] (Wk jx"

GHO IA - MA-33A 40




Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio de Taylor: Ejercicios

GHO

f(x), 9(x)

1.5

Aproximacion de Taylor para f(x)= x*sin(xz)

0.5~

£(x) = xsin(x?)

7
X

pT(x) =x’ _Z

1
e — - 1
05/’ N I
= - N
o ~
7’
’ \ 1
/ \
’

f(x) =Ix*sin(x2)
******* Taylor f(x)

-1 05 0 0.5 1

1.5

41



Interp. y Aprox. de Funciones:
4) Polinomio de Taylor:

1

2

3)

GHO

El polinomio de Taylor no entrega una buena
aproximacion de una funcion en un intervalo.

Si se quiere aproximar una funcion en un
Intervalo, se puede utilizar:

) Interpolacion o aproximacion polinomial
(Standard, Legendre, Chebysheyv, etc)
) Interpolacion Aproximacion Trigonometrica

ecnicas recientes

IA - MA-33A 42




Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Método MC Discreto

= Regresion Cuadratica y Cubica:

mingy = Z[yk — (Bo + Bixi + ﬁzxi)]z
k=1

mingr = Z[yk — (Bo + Pixg + Poxi + ,33?6;?2)]2
k=1

= Ecuaciones Normales: Sol. unica para Xx; #S

n Zzzlxk Zzzlx% Zzzlx/% Po ] Zzzlyk
DXk DXk 2%t 2 Xk B > XV
Zzzlx% Zzzlxi Zzzlxi Zzzlesc P2 Zzzlx%yk
DXk Dy Xk 2y Xk 2o X ps D it Vi




Interp. y Aprox. de Funciones:

5) Aproximacion Método MC Discreto

= Regresion Polinomial: (n < m—1)

M§

mmgT—Z[y, pn(x,) =

=1

- =
— E apxt
k=0 _

= Ecuaciones Normales: Sol. unica para x; #s

n 2o X 2 xXi o 2o
lexz Z;”lﬂ 271’63 Z;’;x;ﬁl

ZZ xn ZZ xn+1 Z n+2 .. ;”1x2n

GHO IA - MA-33A
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ai

2 Vi
Zm XiVi

Z,_ X!y
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Interp. y Aprox. de Funciones: be

5) Aproximacion Standard MC Continuo

|
=" Sea f €l[a,b] . Se quiere determinar un

polinomio p,(x) de grado n segun MC:
Matriz tipo Hilbert !

b
mlng j f(x) pn (x) 5 _ bi+j+1 _ai+j+1
. y & U
i S ,j=0,...

" Ecuaciones Normales: o&"‘/ W ’”m
i - - LS
[oatax [Ixtax [Mxdx o [arae (P | | a0
jledx jszd_x jjx3dx szn+ldx ai - J'lef(x)dx

fo”dx fzx”“dx jix”*zdx szzndx | G [ x"f(x)dx




Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aprox. Standard MC Continuo: Ejemplo

" Sea f(x)=sin(zx) . Determinemos p; (x)|
polinomio de grado 3 segun MC std. en [0,1]:

112 13 14 || a Un (o) vis 20+ 10325610325¢
12 13 U4 15 || a I/ =
13 14 15 16 || a (% — 4/

1/4 15 16 1/7 a3 (n? - 6)/13

pi(x)=—4.12x° +4.12x—0.05

2

/
ol/
/

GHO
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Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aprox. Standard MC Continuo: Ejemplo

= Sea f(x)=xcos(x’) . Polinomios de gradc|>
Ds10(X) 8,10 MC standard en [0,4]:

Apraximacion palinomios std 3,f xxxxxx (x)
T T T

4 T
o 3 I
=
g 2 .
[as}
=3
=R T
w
z 0 §
. KA |
2 -1t . R
= . ] |
= |
= \/
jor
o
= S
R —3,f=}{|::|:|5(}{2)
—pol ap td grado B
sl pol. ap td grada 10
GHO -B ' 47




Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Méetodo MC Continuo

|
= El conjunto de funciones {¢,.4,,....4, } €s
linealmente independiente en [a,b] si:

Cofp(X) + @ (X)) +...+¢,0,(x) =0 Vxela,b]
" Implica que: ¢, =¢, =...=¢, =0

" Si ¢, es un polinomio de grado j V j=0,...,n
= {¢y.4,-...4,} €s un conjunto linealmente
independiente para cualquier intervalo [a, b]

GHO IA - MA-33A



Interp. y Aprox. de Funciones:

5) Aproximacion Méetodo MC Continuo
|
= Una funcion o(x) es una funcion de peso en

a,b] si o(x) > 0 para xe[a,b] y o(x) # 0 en
cualquier subintervalo de [a,b]. o

" Por ejemplo:

W(x) =

= Sean {¢,.4....4,} (n+1) funciones L.i en [a,b].

GHO A-33A



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Método MC Continuo

= Sea f €([a,b]. Se quiere determinar una

funcidn p(x) de la forma:

P =Y a4, ()

Por -+ P

funciones l.i.

= que aproxime f (x) segun el criterio de MC

para el peso m(X):

g ...,

min &, = j ()] £(x)— p(x)] dx

GHO IA - MA-33A



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Méetodo MC Continuo

ag,...,a,

min &, = J‘a)(x){f(x) - Zn:ak¢k (X)} dx

@) [ @popdr - [ @opn)0)ds
Ppigo)@d [@sDwd - [ @pign)xdx

[ @pap0)@ds [ @pup)@dx - [ (@h?)(x)dx

ao

aj

%

I (@fpo) )
I @)

| (@fpn) )

= Si las funciones {4,,4,.,....4, } son ortogonales

con respecto a o(x) en [a,b] se tiene que:

GHO IA - MA-33A
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Interp. y Aprox. de Funciones:

5) Aproximacion Méetodo MC Continuo
|

‘ | Osij=k

J (@4, (x)dx = {% ik

a

a, = j (@@ )(x)dx >0

" En este caso, las ecuaciones normales
guedan diagonales:

[ 0 0 T 1| T@so)ds
0 [opwd 0 a | | [em)@a
0 0 [eghar LM 1| @)
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Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Méetodo MC Continuo

|

= Teo: El conjunto de polinomios {¢,,,....4, |
definidos recursivamente es ortogonal en [a,b]
con respecto a la funcion de peso ®(X): (cualquiera)

#(x)=1 @(x)=x-B
9. (x)=(x—B,)¢_,(x)-C,9_,(x) Vk=2

jj xo(x)| @, (x)]2 dx ) j ab x(x)P,_, (X)@,_, (x)dx
Jj () [¢k—2 (x)]zdx

k

[ 0(0)[g, ()] dx




Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Legendre

|
= Teo: El conjunto de polinomios {¢,,4,,...,4, |
de Legendre definidos recursivamente es
ortogonal en [-1,1] c¢/r a la f. de peso w(x)=1:

¢O(x) =1 ﬁ(X) :X—Bl
9. (x)=(x—B)¢, ,(x)—C9 ,(x) Vk22

Ijlx[¢k—1 (x )]zdx jj1x¢k—2 ()@, (x)dx

. _“_11 [¢k—2 (x)]zdx

k J‘_ll[¢k—1 (x)]zdx




Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Legendre

= Polinomios de Legendre {¢0,¢1,¢2,¢3,¢4}

9 (x) =1
B (x)=x
&, (x) =X" -
B(X)=x" —
?,(x) =x" -

1

3

3x

5
2
7

6 3
X +33

phi1 ,phiz,phiS,phi4

1

IR=)

06 F

0.4r

0.2

OF

02

0.4

06

08+

-1

b, (x) = d—k

s

1)"]

dLgdphphphph

| | | | | | | | |
-1 8 0B 04 02 a 02 04 oe 08 1
X

Formula
De Rodrigues 55



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Legendre
= Teo: El conjunto de polinomios {¢,,4,.....4, |

de Legendre definidos recursivamente es
ortogonal en [-1,1] c¢/r a la f. de peso w(x)=1:

| @=1 py@=x

Gram | ) 1 .
schmidt |1/, (X) =3 (3x" —1)  w;(x)=3(5x" —3x)
W () =(22) sy, (x) — (25 ) W, (¥) Wk >2

1 dk 2 k Formula
6Ho W (x) = L1 gy [(x -1) ] De Rodrigues




Interp. y Aprox. de Funciones:

5) Aproximacion Polinomios de Chebyshev

|
= Teo: El conjunto de polinomios {T;,T,,...,T, }

n

de Chebyshev definidos recursivamente es
ortogonal en [-1,1] c/r a la f.p. a(x)=(1-x")"":
L(0)=1 T(x)=x

T, (x)=2xT, (x) -1, ,(x) Vk=1

= Se utilizan para ubicar los puntos interpolantes
debido a que minimizan el error de
interpolacion de Lagrange

GHO IA - MA-33A 57



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Chebyshev

Polinomios de Chebyshev

Polinomiosde | = T,
1\
Chebyshev SN N

0.5

T0,T1,T2,T3,T4
o

\\
[ \ / f
05 | /]
N/ T,
1 7 N
| | | | | | | | |
GHO 1 08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Chebyshev

|
= Teo: El polinomio de Chebyshev T (x) de
grado n>1 tiene n ceros simples en [-1,1]
definidos por:

X

_ (21«—1
= COS

2n

ﬂj k=12,...n

= Adicionalmente 7,(x) alcanza sus extremos

en.

GHO

N

X, = COS

|

ki

n

j T (x)=(-=D" k=0,1,2,....n

IA - MA-33A
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Interp. y Aprox. de Funciones:

5) Aproximacion Polinomios de Chebyshev
" Teo: Sip, -(x) es el polinomio de Lagran|ge de
grado n definido en los ceros del polinomio de

Chebyshev T (x), se tiene que:

max ‘f(x) Dic (x)‘ > (n N 1)132%11)5 ‘f(nﬂ) (x)‘

Para cualquier fe¢"'[-1,1]

GHO IA - MA-33A 60



Interp. y Aprox. de Funciones:
5) Aproximacion Polinomios de Chebyshev

= Ejemplo: Interpolacion de f(x) = xe" en [|O,1 5]

x [ f)=xe'| p,(x) [[fO-pE| Prc®) ||[f@-p®)
0.15| 0.1743 | 0.1969 | 0.0226 | 0.1868 | 0.0125
0.35| 0.4967 | 0.5121 | 0.0154 | 0.5064 | 0.0097
0.75| 1588 | 1.572 | 0.016 | 1.571 0.017
115| 3.632 | 3650 | 0.018 | 3.644 | 0.012
135| 5208 | 5237 | 0029 | 5224 | 0.016

GHO

IA - MA-33A
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Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Interpolacion Trigonométrica

" Teorema de Interpolacion Trigonomeétrica:
Considere 2m puntos (x,,»;) j=0,1,...,2m-1,
con: x, =—z+ jz/m (dist. uniforme en [-n,n]).
Dados los coeficientes:

a, Vk=0,..n b Vk=1,.,n-1
Se define la funcion de interpolacion

n—l1
S, (x;)=a,+a,cos(nx;)+ Z(ak cos(kx;) + b, Siﬂ(kxj))
k=l
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Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Interpolacion Trigonométrica

"| os coeficientes a,,b, que minimizan el error

de interpolacion trigonometrico :
2m—1

ming, = Z [yj —Sn(xj)]2

b
i >Op =0

= Estan dados por:

2m—1

a, = Z():yj cos(kx;) Vk=0,1,2,..,n
a

2m—1

b, =Y ysin(kx) Vk=12,.,n—1
j=0

63



Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Aproximacion Trigonoméetrica

® Teo: Las funciones F, ={¢,,4,,....4,, , } son orto-
nales en [-r,n] para la funcion de peso a(x) =1:

|
9, (x) = 5

@, (x)=cos(kx) k=12,..,n
¢ .. (x)=sin(kx) k=1,..,n—-1

" El conjunto de funciones generado por F se
denomina polinomios trigonométricos 11

GHO IA - MA-33A 64



Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Aproximacion Trigonoméetrica

" Para una funcién f € {[—x, 7] la aproximacion
de minimos cuadrados en Hn es de la forma:

S (x) = % +a cos(nx)+ ni(ak cos(kx) + b, sin(kx))

" donde los coeficientes a, ,b, estan dados por:

a, = 1 j f(x)cos(kx)dx | b, = 1 j 1 (x)sin(kx)dx
T T

k=0,1,...,n k=1,2,...,n-1 65




Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Aproximacion Trigonoméetrica

f(x)=abs(x) y S(x)=1/2n - 4cos(x)/r - 4/9cos(3x)/n

Aproximacion
trigonometrica =
de: '2 \ /
f)=lx £
xe|-n,r] ) 1 | /
S;(x) = r_4 cos(x) — —cos(3x)
2 O \

0l

| | | |
-3 -2 -1 0 1 2

GHO



Interp. y Aprox. de Funciones:
6) Aprox. — Interp. Trigonométrica

= Ejercicios

1) Determine los polinomios trigonomeétricos
continuos de S,(x) y S;(x) de x2

2) Determine el polinomio trigonomeétrico
continuo S,(x) de e*

3) Determine el pol. trigonometrico discreto
S4(x) de f(x) = e*cos(x) para m = 4 en [-n,7]

4) Determine el pol. trigonomeétrico discreto
S,(x) de f(x)= x?sin(x) para m = 5 en [0,1]

GHO IA - MA-33A 67




Interp. y Aprox. de Funciones:
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