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MN para SEL: Temario

1) Motivacion — Aplicaciones SEL:

a) Interpolacion Polinomial

b) Minimos Cuadrados

c) Método Simplex — Optimizacion Lineal
2) Definiciones y Resultados Basicos

3) Métodos de Pivoteo (Directos) para SEL:
Gauss y Gauss-Jordan

4) Analisis de Error del Método de Gauss
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MN para SEL: Temario

5) Matriz Inversa y Determinante

6) Factorizacion de Matrices

7) Métodos lterativos para SEL
a) Método de Jacobi y Gauss-Seidel
b) Método de Relajacion SOR y Gradiente
Conjugado
c) Analisis de Error de los Métodos lterativos
d) Métodos para Vectores y Valores Propios
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:

1) Motivacion 1: Interpolacion Polinomial
|

< Dados (n+1) puntos (x;, ;)
Vi T {(X,-) = Z akxl-k Encontrar un polinomio de

k=0 grado n tal que:

\ px)=y Vi=l..,n+l
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:

1) Motivacion 1: Interpolacion Polinomial
|

y,=px) Vi=l..,(n+1)

k=0
1 2 n
2 n
I x, x5 X5 aj V2
1 x3  x3 X" a | =] ;3
1 2 n
Xntl Xpp1 70 Xpyd n Y+l
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 2: Minimos Cuadrados

X

Dados n puntos (x;, y:)
Encontrar la recta que mejor
los “representa”:

Nube de puntos
con tendencia

Yif------

rﬂlonﬂrllg[yk — (G, + :lek)]z
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
Motivacion 2: Minimos Cuadrados

1

Puntajes Estandarizados Prueba Comun

Puntaje Prueba Comun vs Puntaje Calculado por Metodo 1

4 | | | | 1

Fisica
linear

y =0.581" + 1.33-014

«coef de cor=0.93084

ra
1

0 1 2 3

Puntajes Estandarizados Metodo 1

GHO

SEL - MA33A

Puntajes Estandarizados Modulo Electiva

-

Puntaje Modulo Electivo vs Puntaje Calculado por Metodo 1

Fisica
— lingar

¥ =0.934"% - 3.14e-016

«—coef de comr=0.93357

-1 0 1 2 3 4
Puntajes Estandarizados Metodo 1



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 2: Minimos Cuadrados

" Sea f €[a,b]. Se quiere determinar un
polinomio p (x) de grado n segun MCC:

i+l it
mine, = [f(x) - D, (X)]2 dx 5 b a
. a S it
o -
" Ecuaciones Normales: Goe,{\o@ Matriz tipo Hilbert !
IZxodx j:xldx j:xzdx J'andx — “ — IZxof(x)dx
ijldx I:x2dx j:x%{x J‘anﬂdx ai ) _[lef(x)dx

J'andx J'anﬂdx J‘an+2dx jzx2ndx B Ay _ J‘anf(x)dx



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 2: Minimos Cuadrados

" Sea f(x)=sin(zx). Determinemos p;(x)

1 12 13 1/4
12 173 1/4 1/5
173 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

ao
a
a

as

polinomio de grado 3 segun MC:

ol sin(pi*x) v/s -1/20+103/25x-103/25x>

l/r
(n> -4/
(n? —6)/r°

pi(x)=—4.12x° +4.12x—0.05|
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 2: Minimos Cuadrados

Ejemplo 1:

1
i
05 -

J (x) =sin(x) p(x) =2 a.x'

GHO SEL - MA33A k=0 10




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 2: Minimos Cuadrados

Ejemplo 2:

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1+

0

0.1+
|~

0.2

0.3}

0.4}

y=x/(x2+1)
7th degree

9th degree | |

-0.5
-5

X

xt+1

f(x)=
p(x) = Z akxik

9
p(x)=> a.x/'
k=0
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
1) Motivacion 3: Programacion Lineal

minc'x

xeR”

Ax<b
x>0

-~
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
2) Defs. y Resultados Basicos 1

" Resolver un sistema de n ecuaciones lineales y
n incognitas consiste en determinar los valores
de las variables: x4 , X, , ..., X, tales que, dados:
A=(g;)yb=(b)(i=1..n;j=1,..,n) se satisfagan
las ecuaciones: Ax =Db

(a a \ x) /bl\

11 a12 1n 1

Ay, dy, 0 dy, || X, bz

\anl an2 o ann J \xn) \bn] 1

GHO



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
2) Defs. y Resultados Basicos 2

" Todo SEL se puede resolver bien
numericamente ?

= Sea A € R™" invertible y b € R™M. Entonces
es posible demostrar que si se perturba Ao b

5 oA
reon < MG O
o) ob

e a2



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
2) Defs. y Resultados Basicos 3

= La norma de C € R™" se define segun:

HCH = Max Z‘ l]‘ r = Max Z‘Cl}

i=l,...n i=l,....n
\]1 \]1 y,

= Se define el numero de condicionamiento™
de A segun:

cond_(A) = HAHoo 'HA_IHOO

= Se tiene que: cond (A) > 1.

*Revisar calculo del cond(A) en Matlab 15



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
2) Defs. y Resultados Basicos 4

" Veamos un ejemplo:
(0550 0.423) (0.127 ) (1)
A= b= > X =
0.484 0.372 0.112 1
oA 0550 0.423 ) (0.127 | -0.4536
+ = = X =
0.48(3) 0.372 0112 =7 0.89

= Se tiene: cond(A) = 0.973x7833.3 = 7621.8 !l

" El sistema es mejor condicionado si se tiene
gue cond (A) esta cerca de 1 (Mat. de Hilbert)

GHO SEL - MA33A 16



MN para Sist. de Ecs. Lineales

3) Método de Gauss 1

Sin Anulacion de Pivote: _

* Parte 1: Eliminacion de variables A"
bajo la diagonal en las ecuaciones mediante
operaciones elementales:

->Multiplicar una ecuacién por un real
->Sumar dos ecuaciones
Se entonces producen ceros bajo la diagonal.

= Parte 2: Sustitucion backward de las variables
en las ecuaciones




MN para Sist. de Ecs. Lineales sece
3) Método de Gauss 2 oo
Sustitucion Backwards:

x = un(n+1)

’ ul’ll’l
1 n
X, = —(uk(m) — Z uijj] k=(n-1),...,1
Uk =k +1

Veamos un ejemplo.

GHO SEL - MA33A
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
3) Método de Gauss 3

Estrategias de Pivoteo

" En la iteracion k de la primera etapa del
metodo de Gauss es posible que el pivote
ak. (elementos de la diagonal de la ecuacion
1) se anule. En este caso se permuta la
ecuacion i con la ecuacion m de mayor
pivote en modulo (pivoteo parcial):

| @k, | > | a¥ | paratodoj=i+1,...,n
" |nvestigue la estrategia de pivoteo completo

GHO SEL - MA33A 19



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
3) Método de Gauss 4: # de Ops

= Una medida de la eficiencia de un algoritmo
es el tiempo que demora en ejecutarse, €l
cual es proporcional al numero de
operaciones aritmeéticas (ops)

'\

Parte 1
Ops_Gauss(n Z )(2n - 2i + 6) "O(n3)

=1

-~/

= _ Parte 2
(2i-1) & 5‘{:2)

GHO SEL - MA33A 20
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
3) Método de Gauss - Jordan:

= El método de Gauss — Jordan consiste en
aplicar 2 veces la primera parte del metodo
de Gauss, es decir: triangularizar superior e
iInferiormente la matriz A

n-1

'\

Parte 1

Ops_G-J(n) = Z (nN-0)(2n-2i +6) r 53

GHO

SEL - MA33A

-~/

Parte 2
>

O(n?)
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
4) Analisis de Error del M. de Gauss:

" Es posible hacer un analisis de propagacion
de errores, que se obtienen al realizar las
operaciones aritmeticas de la primera y
segunda etapa del méetodo de Gauss o
Gauss — Jordan

= Se demuestra que esta propagacion de
errores disminuye si se utiliza alguna tecnica
de pivoteo (parcial o completo)

GHO SEL - MA33A 22



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
5) Matriz Inversa y Determinante 1.

= Matriz inversa A: Se aplica el método de
Gauss — Jordan al SEL aumentado con las
columnas de la matriz identidad

a an a, , 1 0 - 0

an a»n - ay | 01 - 0
I

dnl dp2 Aun : 0O 0 - 1

GHO SEL - MA33A 23



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
5) Matriz Inversa y Determinante 2:

= El det(A) se puede definir recursivamente
mediante |la formula de Laplace:

det(4) = i(—l)”" a; det(4; )

| /-t |
Formula valida Matriz Cofactor ij de A
para cualquier Se obtiene eliminando
filai o columna j filaiy columnaj

GHO SEL - MA33A 24



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
5) Matriz Inversa y Determinante 3:

Propiedades del Determinante:

a) Si todos los coeficientes de una fila o
columna de A son ceros = det(A) =0

b) Si dos 0 mas filas o columnas de A son
linealmente dependientes = det(A) =0

c) Si se reemplaza la fila i (F;) por la fila j (F))
donde i # ] entonces = det(A’) = -det(A)

d) Si se reemplaza la fila i (F;) por (F; + AF;)
donde i # | entonces = det(A’) = det(A)



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
5) Matriz Inversa y Determinante 4

Propiedades del Determinante:

e) Si Ay B son dos matrices cuadradas de
igual tamano: det(AB) = det(A)det(B)

f) det(A!) = det(A)

g) Si A es invertible: det(A") = 1/det(A)

h) Si A es una matriz triangular inferior,
superior o diagonal:

det(4) =[] a,
k=1

26



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
5) Matriz Inversa y Determinante 5:

= Para calcular el det(A) se aplica el método de
Gauss y la descomposicion A = LU:

= Efectivamente, si se puede triangularizar la
matriz A, entonces:

PA = LU = det(A) = det(PTLU)
det(A) = det(P")det(L)det(U) = det(P")det(U)

det(U) =] | u,,
k=1

GHO SEL - MA33A 27



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Factorizacion de Matrices 1: A=LU

= Descomposicion A = LU (Alg. Gauss)

f

000
000
(X X X
| X X
[ X |
[ )

N N
0 Uy  Ugp Uina  Uqg
0 0 Uy, Uohq Uy
0 0 0
: : : Un-1n-1
1 ] 0 0 0 unn/
ARG ),

GHO

A=LU

SEL - MA33A
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Factorizacion de Matrices 2: Crout

|
= Una matriz A cuadrada es tridiagonal si sus
coeficientes no nulos se ubican en las
diagonales principal y secundarias

aijlr] di» 0 O
azy ar» azy 0
0 a3 az asg

0 0 a4 au

o O O O

0 O O Apun—1 Ann

GHO SEL - MA33A 29



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Factorizacion de Matrices 3: Crout

= Una matriz A cuadrada tridiagonal puede| ser

factorizada segun A=LU donde:

[lv O O - 0 0 1 up O

121 122 0 0 0 1 Uo3

0 132 133 0 0 0 1

0 0 143 144 0 . . U,

' ' ' ' ' ' o 0 - 0 1
B 0 0 0 lnn—l Lan B _\ ;
~ Y —~ e

U

L

GHO SEL - MA33A 30



MN para Sist. de Ecs. Lineales:

6) Factorizacion de Matrices 4: Crout
= Méetodo de Crout para matrices tridiagon|ales:

Paso1: /11 = an
ajp

Up = —=

[11

Paso 2: Parai=2,....n-1 [lii-1)

lii

UiGi+1)

Paso 3: ln(n—l) A p(n-1)

lnn = dnn

GHO SEL - MA33A

ai(i-1)

dii — li(z’—l)u(z’—l)i
diGi+1)

lii

- ln(n—l)u(n—l)n

31



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Fact. de Matrices 5: Cholesky

= Una matriz cuadrada A es definida positiva
si y solo si: xX!Ax > 0 para todo x € R"

= Teorema: Si A es definida positiva:
a) det(A) =0
b) a,, > 0 para todo k=1,...,n

Ak ‘

2 . .
l.j) <asa, Vi# ]

C) max

1<k, j<n
d) (a

GHO SEL - MA33A 32

a,.| < max

1<k<n



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Fact. de Matrices 6: Cholesky

= Teorema: A es definida positiva si y solo si
los determinantes de las matrices cofactores
principales son positivos: det(A,,) > 0 para
todo k=1,...,n.

Matriz cofactor

A = principal k

GHO SEL - MA33A 33



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Fact. de Matrices 7: Cholesky

= Teorema: A es definida positiva si y solo si
puede factorizarse como A =LLT donde L es
una matriz triangular inferior con . > 0 para
todo i1=1,...,n.

"= En este caso para resolver un SEL Ax=Db
se debe aplicar la sustitucion forward -
backward

GHO SEL - MA33A 34



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Fact. de Matrices 8: Met. Cholesky

Paso 1: i1 = Jau

Paso 2: Para j=2,...,n ljl — aj1/l11

i1 1/2
Paso 3: Para i=2,....n-1 li = (al-i - Z l?k)

i—1
(aji — ljklik)
Para j=(i+1),...,n I; el

n—1 1/2
Paso4: 1, = (a,m - zgk>
k=1

35



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
6) Fact. Matrices 9: Ortogonalizacion

= Factorizacion QR:
A=QR
Q matriz ortogonal: Q'Q = | (Gram-Schmidt)
R=QA
= Factorizacion SVD:
A .., = USV
U..., V.., Mmatrices ortogonales
S, matriz valores singulares (raiz v.p. A¥A)

GHO SEL - MA33A 36
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 1.

Métodos lterativos:

Los métodos para SEL son de |la forma:

[F(x“‘)) =Bx" +h ]

donde B € R"" ., h ¢ R"

H SEL - MA33A 37




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 2:

" En general se construyen By h de la
siguiente forma:

Sean My N € R" " tales que:
M es invertible y A=M-N
Entonces:
Ax=b<o Mx=Nx+b < x=M"'Nx+M"b
= Esto sugiere definir:
B=M'N y h=M7"b

GHO SEL - MA33A 38



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 3.

" Luego, si descomponemos A = (a; ) invertible
segun:

A = diag(A) + low(A) + up(A)

= Donde diag(A) , low(A) , up(A) € R"" se

definen segun:

Ca;  sii=]

diag(A); = <

L0 sii#]

GHO SEL - MA33A 39



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 4.

Kl SIi>]
low(A); = =

-0 sii<)

Kl Sli<]
Up(A); = <

L0 sii>]

" En base a estas definiciones se tienen los
metodos de Jacobi y Gauss - Seidel

GHO SEL - MA33A 40



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 5:

= Jacobi: define M y N segun:
M = diag(A)
N = -[low(A) + up(A)]
B = - diag(A)™ [low(A) + up(A)]

h = diag(A)"b




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL ©:

= Sj xk) =

1=1,...,n es el vector de la

(X)) 1

iteracion k del método de Jacobi, entonces
satisface la siguiente formula iterativa:

-

-

/ N
(k-1)
—Zayx] +b,
j=1
(k) _ \ J# J

a;; -

GHO

SEL - MA33A

1<i<nk=12,3..
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 7:

= Gauss - Seidel: define M y N segun
M = [diag(A) + low(A)] N= -up(A)
B = - [diag(A) + low(A)]" [up(A)]
h = [diag(A) + low(A)]" b

= Jy G-S convergen VxV si A es estrictamente
diagonal dominante:

n
‘Clkkf‘::> :Ei:hjzﬂ,j;ﬂ% (lkj‘ \g/}%—'_'il,...,A’z

GHO 43




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 8:

= Si x® =(x®)i=1,...,n es el vector de la
iteracion k del meétodo de Gauss-Seidel,
satisface la siguiente formula iterativa:

4 )
(k1)
( Z% =Y apx, +b]
1 .
55, = i 1<i<n,
aii

)

GHO SEL - MA33A 44



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 9:
= Si x® =(x®)i=1,...,n es el vector de la

iteracion k del método de SOR, satisface
la siguiente formula iterativa:

4 \
( ZZJJ Zaljxj(kl)_l_bj

=i+l

XY =1-0)x"" +w ;

17}

1<i<mk=1,23..
\_ /

GHO SEL - MA33A 45




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 10:

= Para matrices tridiagonales y definidas
positivas, el valor optimo de o esta dado
por la formula:

{E - 1+J12—p(T) J

; =—{Diag(A)]" (Low(A4)+ Up(A))
T. =—[Diag(A)+ Low(A)] ' Up(A)

GHO SEL - MA33A 46




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 11:

= Si A es definida positiva, el método del
gradiente conjugado esta dado por:

ming(x) =4+ x'Ax—x'b < Ax=b

xeR

Paso 0: x"eR", g’ =Ax"-b,d’ =—g°
(g")'d"

(d") Ad"*

Paso 2: x' =x"+a"d"

GHO SEL - MA33A 47
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MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 12:

= Metodo del gradiente conjugado:
Paso 3: g = Ax""' b

Paso 4: " = (g7)' Ad"
(dk)tAdk
Paso 5: d“"' = —g"' + B*d"

= Si no hay errores de redondeo el metodo
del gradiente conjugado converge en a lo
mas n iteraciones.



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 13:

Analisis de Error de los Métodos lterativos

= Es posible hacer un analisis de propagacion
de errores que se obtienen al realizar las
operaciones aritmeticas de las iteraciones del
metodo de Jacobi y Gauss — Seidel

= Si x® es la iteracion k de J 0 G-S y Ax = b:

LR

& — [l
6HO cond(A) 49

lx—x




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 14

= Si A es una matriz cuadrada, el polinomio en
A definido por:

[ p(L) = det(A- Al) ]

es el polinomio caracteristico de A

= E| polinomio p es de grado n y tiene a lo mas
n raices distintas (complejas). Estas raices
de p se denominan valores propios de A.

GHO SEL - MA33A 50



MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 15;

= Definicion: El radio espectral de A: p(A) se
define como:

P(A) = max | 2]

..... n

donde A es un valor propio de A
= Proposicion: Si A es una matriz cuadrada:
a) || A ll, = p(A'A)%
b) p(A) <[ Al

GHO SEL - MA33A 51



MN para Sist. de Ecs. Lineales:

/) Métodos lterativos para SEL 16:

= La relacion entre metodos iterativos para
SEL y valores propios la establece los
siguientes resultados:

" Proposicion: Si xk es la iteracion k de un
metodo iterativo para un SEL que tiene la
forma:

[Xk+1=TXk+C y Ax=b]

Entonces:
Para k — o [ || X —x

< p(Ty 10 =x |

GHO SEL - MA33A 52




MN para Sist. de Ecs. Lineales:
/) Métodos lterativos para SEL 17:

" Proposicion: Si xk es la iteracion k de un
metodo iterativo para un SEL que tiene la
forma:

X*1=Txk+c y Ax=b
Entonces: xkK — x ssi p(T) < 1

= Proposicion: Si los métodos de Jacobi y
Gauss-Seidel convergen se tiene que:

0<p(Tgs) <p(Ty) <1
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