Pauta Examen MA-33A-1

Dr. Gonzalo Herniandez Oliva

UChile - Departamento de Ingenieria Matemaética

1) Se desea interpolar la funcion de dos variables f(z,y) = sin(% (22 +y?)) y su gradiente V f(z,y), usando

los puntos g = —1, 1 =0, 2 =1, yo =0, y; = 1. Para esto, siga los siguientes pasos:
a) Calcule el polinomio pg(z) que interpola la funcién f(z,0) y a W.
Of(x,1)
ox

(c
d
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( (z)

(b) Calcule el polinomio p;(x) que interpola la funcién f(z,1) y a =52,
() ST

( )

Calcule el polinomio ¢;(x) que interpola a

)

)

) Calcule el polinomio go(z) que interpola a
) i
)

Calcule los polinomios Ly(y) v L1(y) para los puntos yo = 0, y1 = 1. A partir de Lo(y) v L1(y),
encuentre los polinomios de Hermite Hy(y), Ho(y), Hi(y) y Hi(y). {Cuales son sus propiedades?

(f) Encuentre el polinomio p(z,y), que interpola a f(z,y) y su gradiente V f(z, y) en los puntos dados,
es decir, p(z,y) = f(z,y) y Vp(z,y) = Vf(z,y), Vo =20, 21,22 Yy = yo, y1-

Hint: Suponga que p(z,y) = > v(z)u(y), usando p;(z), ¢;(x), H;(y) v flj (y),j=0,1

i=1

2) Fugacidad f es el trabajo disponible en un proceso isotérmico. Para un gas ideal: f(P) = P, pero para
gases reales se tiene que:
P
P C(P)—
1n(_f<P>)_/0 cn-lip (F)

donde la funcién C(P) es el factor de compresibilidad, que se determinado experimentalmente.

(a) Para el gas metano C(P) varia cuadraticamente si P < 10 (P medido en [atm)):
C(0) = 1.00,C(1) = 0.99,C(10) = 0.94. Calcule el polinomio cuadrético de interpolacion.

(b) Calcule f(P = 10) utilizando (a) y la Regla de Simpson Compuesta con h = 2.5

(c) Justifique el error obtenido..

3) La ecuacién de Duffing se utiliza para modelar diferentes sistemas dindmicos (resortes, transformadores,
etc). Su forma mas general es:
d?x(t) dx(t)

T + 0=+ (B2%() + wia(t)) =y cos(wt + ¢) (D)

donde las constantes 9, 3,7, ¢, wg, w dependen del sistema bajo estudio. Para un transformador de fase
nula se tiene que § = 1,8=1,7y=1,0 =0,wp =1L, w=my t € [0,1].
(a) Plantee el sistema de 2 edo no lineales asociado a (D)

(b) Resuelva el sistema aplicando el Método RK de orden 2, para las condiciones iniciales: x(0) =
xo = 1,2/'(0) =z = 0. Considere h = 0.5.



Repuestas

o= (S2EER)

mycos 57 (2% +y
(a) po(z) interpola a f(z,0) = sin(32?%) y a afgzo) = 1 cos(§a?)
z  f(z,0)
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= po(z) =140z +1)— 1z +1)2 +2(z + 1)%x — 1(z + 1)%2? = 222 — 24
(b) pi(x) interpola a f(z,1) =sin(F(z? +1)) y % =z cos 37 (v 4 1)

z  flz,1)
l—m __ —1—147 __ 2—mw __ T
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= pi(@)=0+7mz+ 1)+ (1 -m)(z+1)*+ (r—2)(z + 1)%z + (1 — 5)(z + 1)%z?

(c) qo(z) interpola a 6f(x 9 = 70 cos im (22 +0) =0
= qo(z) =0

(d) ¢1(z) interpola a %ﬁ’l) =mcosm (22 +1)

of(z,1)
T oy
— =T __
-1 - T i =7
0 0 -
1 -

= qz)=—-n+nz+1)—n(z+ 1)z
(e) Lo(y) =1 — y polinomio de lagrange para y = 0
L1(y) = y polinomio de lagrange para y = 1
Ho(y) = (1 =2y = 0)(-1) (1 —y)* = (1 — )" (2y + 1)
Hoy) = (y—0)(1-9)* =y (1 —y)°
H(y) = (1-2(y —DW)y* =y*(3-2y)
Hi(y)=@-y*=y*(y—1)
Estos polinomios cumplen:
HJ—@»:{ b
Wl {0 si j=iVj#i
y)={ 0 si j=ivVj#i

de(yi)_ 1 si j=i
dy T 0 st j#d



(f) Finalmente:

p(z,y) = po(z)Holy) + pi(x)Hi(y) + qo(x)Ho(y) + a1 (x)Hy(y)
= 222 -1 -y’ Q2+ +

(re+ 1)+ (1 — )@+ 12+ (7 —2)(z+ 1%+ (1 - g)(z +1)22

(—m+7m(x+1) —7(z+ 1)z)y* (y — 1)

2) Fugacidad

(a)

()

n (£52) :/OP c-1ip

Polinomio cuadritico de interpolacién.

C(0) = 1.00, C(1) =0.99, C(10) = 0.94.

)y

3—2y)+

(P—-1)(P-10) 99 (P)(P—10) 94 (P=1)(P) _ 248 9947
C(P) = I+t 75— 95— *t 3060 — = 1125P2 -l +1=0. 22044P2 — 2.

2104P 41

Calcule f(P = 10) utilizando (a) y la Regla de Simpson Compuesta con h = 2.5.

El calculo exacto es:
fa0)\ _ 10 c(p)-1 _ plo AEpP_9dipin-g
In % = Iy Gdp = Jo HE—R d

F£(10) = 10e11082

1125 4500

El calculo aproximado es:

p = 0 (248P 9947)dp _

450

4987

SRSy — 9T g~ 25 (g(0) + 49(2.5) + 29(5) + 49(7.5) + g(10)) = 23 (ZE(0+4 x 2.5+ 2 x

5+4x7.5410) — 12 x 241

4500
_ 2.5,248 B 0947\ _ 25,992 9947\ _ 5 _ 4987 _ _ 4987 ..
=5 (3725 X 60 — 12X 555) = 57 (55 — 55) = —§ X 335 = — 1m0 ~ —11.082

In (f““)) —11.082 = f(10) = 10e~11-982 = 0,000 153 868 086 005 899 727 25

La Regla de Simpson es exacta para polinomios de grado menor o igual a 3.

3) La ecuacién de Duffing

d? dxz(t)

dez

(a)

+ 220 4 53(t) — w(t) = cos(rt) para t € [0,1].

Plantee el sistema de 2 edo no lineales asociado a (D):

Haciendo el cambio de variables:

yi(t) = xz(t)

ya(t) = 5

La ecuacién queda de la forma:

L2l 1 y5(8) + () — g1 (t) = cos(rt)

Transformando la ecuacion al sistema de 2 edo’s:

) _ y2()
duz() cos(mt) +y1(t) — ya(t) — yi(t)

Resuelva el sistema aplicando el Método RK de orden 2, para las condiciones iniciales: x(0)

xg = 1,2'(0) = 2, = 0. Considere h = 0.5.

Las iteraciones son:



i.

ii.

k=0

to =0
Y10 = :L'(O) =1
Y2.0 = Jil(O) =0

Qio = hfi(to,¥1,0,92,0) =0.5x0=0

(15,0 = hfa(to, ¥1,0,Y2,0) = 0.5 X (cos(m0) +1 —0—1)=0.5

o= hfilto+ byro+ 52, ya0 + 520) = 05 x &2 = 0125

qg,o = hfa(to + %7311,0 + qiT’O,yQ,o + q%TO) =0.5 x (cos(r%2) +1— %5 — 1) = 0.22856
Luego:

yii = yro+aie=1+0.125 =1.125
Y21 = Y20+ dhe=0+0.22856 = 0.22856
k=1
t, = 0.5
y1,1 = 1.125
y2,1 = 0.228 56

@ty = hfi(ty, Y1, y2,1) = 0.5 x 0.228 56 = 0.114 28

qil = hfa(t1,y1,1,921) = 0.5 x (cos(m0.5) +1.125 — 0.228 56 — 1.1253) = 0.5 x (0.896 44 — 1.

4238) = —0.263 68
1 1
@2y =hfilt+ 2y + Bl gy + L) = 0.22856 — 226368 — 0,096 72

1 1
@By =hfa(ts+ Ly + L ya + L) = 0.5 x (cos(m0.75) + (1.125 + L1L128) (0,228 56 —

0‘262368> _ (1125 + 0‘112428>3)

= 0.5 x (—0.70711 4+ 1.1821 — 0.096 72 — 1. 18213) = 0.5 x (0.37827 — 1.6518) = 0.5 x (—1.

2735) = —0.636 75
Luego:

Yiz = Y11 +qi, =1125+0.09672=1.2217
Yoo = Yo1+q5, = 022856 —0.63675 = —0.40819
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