Dado un conjunto de datos (x;,1;),7 = 1,...,m con T3 < Ig < ... < Iy,

bl

Queremos determinar una funcién

f(x)

talque f(x;) =y, i =1,...,m

Esta funcion se denomina funcion interpolante




Usos de la Interpolacion

15

v Graficar una curva suave a traves de

1

un conjunto discreto de datos

v Obtener valores entre los datos de una ‘”_

tabla _
v Derivar e integrar datos de una tabla

v Reemplazar una funcion complicada -

por una sencilla 155




Interpolacion

Interpolacion vs Aproximacion

v La funcion interpolante pasa por todos
los datos de la tabla

v La interpolacion no es apropiada si los
datos tienen mucho error. En estos
casos es mejor suavizar primero los
datos con, por ejemplo, el método de

cuadrados minimos.
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Interpolacion

Aspectos importantes de |a interpolacion

v Determinar cuales son las mejores funciones para interpolar un
conjunto de datos.

v Especificar como se debe comportar la funcidon entre los datos.

v Considerar la posibilidad de derivar e integrar los datos.

v Determinar si la funcion debe representar propiedades de los
datos como suavidad, monotonicidad, convexidad y/o

periodicidad.




Funciones Interpolantes

Polinomios

Polinomios por intervalos
Funciones trigonométricas
Funciones exponenciales

Funciones racionales




Funciones Base

Consideremos un conjunto de n funciones  &1(x), ¢o(2), ..., du(T)

Elegimos la funcidn f(x) como la combinacion lineal

fng%m@

Si f(x) es la funcion interpolante, entonces se debe cumplir que

fla) =D ajoir) =y, i=1,...,m
j=1

Sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas a




Yy = (y11y2:'"':ym)

Existencia y Unicidad de la Solucion

v Sim > n, la funcién interpolante no existe
v Sim < n, la solucidon no es unica

v Sim = n, la solucion existe y es unica




Base Monomial  ¢;(z) = 2/~

Matriz de Vandermonde

. .
pn.—l(_:l':) — 1 + g + ...+ O:.'nfljﬂ




Interpolacion Polindmica

Método de Lagrange ¢;(z) = [ (z— ) H — z)
k=1,kj =1,k
[10 ...0)
01 ... 0 ; ; ;
A= C. Pr—1(7) = y101(x) + y202(x) + ... + Y dn(x)
\0 0 ... 1)
Oo(r) = (v —mxo)(x — x3) /(11 — 29) (771 — 73)
Ejemplo n=3 Oo(x) = (xr—a1)(x — 23) /(29 — 1) (109 — 73)
O3(r) = (v —mxy)(x—x9) /(23 — 1) (203 — 79)
r— xo)(r — r—ux)(r— r—r)(r—ox
@-w)o—m)  @-n)e-m) | (@-n)e-m)

ol ) = 1 Y
P2() = 1 (r1 — 29) (11 — 13) (9 — x1) (19 — 3) & (g — x1) (23 — T9)




Método de Newton - d1(z) =1

djlz;) =0 i< » A matriz triangular

Pnot1(r) = ar+ag (r—u1)+as(z—x) (x—x0)+. . Ay (x—21)(2—29) . .. (2—2_1)




Interpolacion Polindmica

Comparacion entre las distintas bases

Las distintas bases polinomicas nos dan distintas representaciones
del mismo polinomio, ya que existe un unico polinomio de grado n-1
gque pasa por los n puntos

v Base Monomial: A matriz de Vandermonde, se requieren O(n®)
operaciones aritmeticas. La interpolacion se realiza sin
problemas pero es muy dificil obtener valores precisos de los
coeficientes ya que los algoritmos son inestables.

v Método de Newton: A matriz triangular, se requieren O(n?)
operaciones aritméticas (se resuelve por sustitucion).

v Método de Lagrange: tenemos el polinomio en forma explicita,
pero es poco practico ya que requiere mas operaciones que la
base monomial y resulta mas dificultoso el calculo de derivadas
e integrales.




Ejemplo para 3 puntos: (-2,-27) , (0,-1), (1,0)

Monomial A = (

— O W=

(x+2)(xr—1)

Lagrange A (+2)(=1)

Newton

0
1
0
1
0
0
2
3

LW o O — o O




Evaluacion de Polinomios: Método de Horner

Consideremos un polinomio de 4% grado (n=5)

4
3

a1 + or + anr? + oyt + azr 4 sumas + 10 productos

a1+ x (a2 + asz + aur? 4 asx
a1+ T (ag + T (arg + Q4T+ CE5;132))
a1+ 7 (a2 + 2z (ag+ x (g + a5z))) 4 sumas + 4 productos




| Funfcién de Rufnge |
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Interpolacion Polindmica

Interpolacion con polinomios de alto grado

v Son muy costosos de evaluar.

v En algunas bases los coeficientes son muy dificiles de obtener
(base monomial).

v El polinomio pasa por los datos, pero tiene grandes oscilaciones
gue no necesariamente reflejan el comportamiento de los datos.

v Si los datos son equiespaciados tiene problemas en los
extremos del intervalo.

v La interpolacion polinbmica no necesariamente converge a la
funcion continua que queremos representar cuando aumenta el
orden del polinomio.




Interpolacion Polindmica

Interpolacion por Intervalos

En vez de interpolar con un unico polinomio, interpolamos entre cada par
de datos con un polinomio de menor grado. Los polinomios usados entre
cada par de datos son entonces diferentes.

v Cada punto donde cambia el polinomio |
interpolante se denomina nudo (knot).

v El caso mas simple es unir los datos | ]
por rectas (curva verde). osk 4

v Los polinomios por intervalo eliminan i = ‘K\‘ .
P P DJ-_—_—_—_-:"!‘:'::—::{ _____________ i _______ sp———

las oscilaciones, pero pareciera que la
funcion resultante no es suave.

v Tenemos que imponer condiciones I |
adicionales para asegurar la suavidad | i
de una funcion que se armo por
pedazos. 13 03 0 0.5 1




Interpolacion Polindmica

Condiciones Adicionales

v Funcion y derivada primera continua: Hermite
v Funcion interpolante es polinomio de grado k
con k-1 derivadas continuas: Splines

Splines Cubicos

Ejemplificamos con tres puntos: (x.,y,), (X,,¥,), (X5Y.)

(21, 20) — pi(2) = a1 + av z + azz® + oy 2°

(29, 23) — polx) = B1+ Fox+ Fga*+ Fya?




1) Continuidad de la funcion

a4+ Ty + a3t +agrt =

pi(r
3

)
P1 (1172) 1 + o o + (g il'?% -+ vy Ty Y2

(23) = 51+ Poxg+ Baa5+ 3415 Yo
(x3) 31+ Boxg+ By ai + 3,3 Y3

2) Continuidad de |la derivada primera en X,

as + 20319 + 3y 75 = Bo + 233 19 + 334 73

3) Continuidad de la derivada segunda_en x,

2(1.’3 -+ 6(1{4 To = 2,63 + 6/34 I

Tenemos 6 ecuaciones con 8 incognitas




Interpolacion Polindmica

Necesitamos 2 ecuaciones mas !

Posibilidades

v Especificar la derivada primera en los extremos (si la
conocemos).

v Hacer nula la derivada segunda en los extremos
(spline natural).

v Si la funcion es periddica imponer la continuidad de
las derivadas primera y segunda en los extremos.

Spline Natural: 2009 + 6oy = 0

20s + 63 a9 =0




Interpolacion Polindmica

Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales que parece muy
complicado. Sin embargo la matriz de coeficientes resulta ser
tridiagonal.

;, Que ganamos ?

v Tenemos que resolver un sistema de ecuaciones para el cual
hay algoritmos muy robustos.

v Calculamos los coeficientes una sola vez.

v En forma adicional obtenemos el valor de |la derivada en todos
los puntos
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