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Series de Fourier

10.1 DESARROLLOS

Al estudiar las series de potencias en el capitulo 9 vimos que una funcién analitica
J puede ser representada por una serie de potencias

-]
S(xX)= 2] calx = a)" (10.1)
n=0

para todos los valores de x comprendidos dentro del radio de convergencia de la se-
rie. Recordemos que f tiene derivadas de todos los érdenes y que los coeficientes
ca de (10.1) vienen dados por f™(a)/n!. En este capitulo nos interesaremos por des-
arrollos en serie de funciones que pueden no ser derivables. Es decir, vamos a consi-
derar funciones que pueden tener solamente un numero finito de derivadas en algu-
nos puntos y ser discontinuas en otros. Desde luego, en tales casos no es posible es-
cribir desarrollos enserie de potencias de (x — a) como el de (10.1). Para obtener
representaciones de funciones no derivables recurrimos a desarrollos en serie cuyos
términos son funciones trigonométricas tales como

1,c08x,€C082X,..+5,C08NX, ...
senx,sen2x,...,Sennx,...

Una serie trigonométrica es una serie de la forma

1 = J
< 4o+ Y (@ncos nx + basen nx) (10.2)
n= ] )
en la que los coeficientes [a.] y [ba]} son constantes. Sea funa funcidn real definida
en/= [(x: —w < x< 7). Los coeficientes @, y ba, n =0,1,2..., han de ser deter-
minados de forma que f quede representada por (10.2). Para ello tenemos que utili-
zar las denominadas relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas:

% T Si m=n

L2
COS mxcos nxdx = .
0 si m#n

-

sen mxsen nx dx = {

-
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L g
J . cosmxsennxdx =0 para mn=1,2,...,

-7

cuva validez se confirma facilmente mediante métodos de integracion elementales.
Con la ayuda de estas formulas se pueden obtener expresiones explicitas para los
coeficientes an, U del desarrollo (10.2).

Teorema 10.1. Sea fcontinua en [/ = {x: —x <x < 7}, con f(—x) = f(x). Su-
pongase que la serie

322 + 2, (ancosnx + b,sennx) (10.3)
n=1

converge uniformemente a f para todo x € /. Entonces

1 r
anz#\[ S()cosntdt, n=0,1,2,... (10.4)
m™ -

I
9

s LJ. f(t)sen nt dt, n 5 PR (10.5)
™ -7

DemosTrRACION. Definamos las sumas parciales
0
1
Sk(X) = -=do + 2, (@mcosmx + b sen mx).
2 m=1 -
Como la sucesion sk (v) converge uniformemente a f(x), la sucesion sx(x) cos nx
convergerd uniformemente a f(x) cos nx cuando & — oo para cada n fijo. Basta con
observar que

|5¢(x) cos x = (x) cos nx] = [se(x) = f(9)] - |cos x| < [sx(x) = S()].

Andlogamente, sk sen v converge uniformemente a f(x) sen n1x para cada n fijo. Por
lo tanto

do =
S(x)cosnx = 5 cosnx + 2, (@mcosmycosnx + b, sen mx cos nx).
m=1
Esta serie uniformemente convergente puede ser integrada término a término entre
-TYy 7w :

.

J.'_ % f(\) cosnyvdy = T,

De forma andloga, repitiendo el mismo argumento para f(x)sen nx, obtenemos la
formula (10.5). O

Los numeros a, y b, se denominan coeficientes de Fourier de f. Si los a, y b, vie-
nen dados por (10.4) y (10.5) la serie trigonométrica (10.3) recibe el nombre de serie
de Fourier de la funcion f.
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Sea funa funcién integrable cualquiera definidaen / = (x: -7 < x < 7). Enton-
ces los coeficientes a, y b, pueden ser calculados mediante las férmulas (10.4) vy
(10.5). Sin embargo, no hay garantia de que la serie de Fourier (10.3) converja a
JSsi ésta es una funcion integrable arbitraria. En general, escribimos

I -l

f(x) ~ 7+ >3 (@ncos nx + b, sen nx)
n=1

para indicar que la serie del segundo miembro puede no converger a fen algiin pun-

to x € /. Uno de los problemas centrales del estudio de las series de Fourier consiste

en la identificacién de amplias clases de funciones que tienen la propiedad de que

sus series de Fourier si convergen a los valores correctos.

Definicién. Se dice que una funcidén fdefinidaen /7 = (x:a < x < b) es continua
a trozos en [ si y sélo si (i) existe una subdivision

Q=X S XXy v S Xn=Db
tal que fes continua en cada uno de los subintervalos /x = {x: xx - < X < Xk ] y (ii)
en todos los puntos de la subdivision xp, x1, ..., x, existen los limites unilaterales
de f.

Una funcién continua a trozos tiene un nimero finito de puntos de discontinui-

dad, en xp, x1,...,Xs. En cada uno de estos puntos los limites
lim f(x) y lim f(x)
F S ' F S

existen; se los denota por f(xx —) y Sf(xx +), respectivamente. La magnitud
Sf(xx +) — f(xx —) se denomina salto de fen xx. Los coeficientes a, y b,, dados por
integrales, no resultan alterados si se cambia el valor de f en un nimero finito de
puntos. Por lo tanto, dos funciones f; y f> que difieran solamente en un nimero
finito de puntos tienen la misma serie de Fourier. Sea f una funcién continua a tro-
zos dada. Decimos que festd estandarizada si su valor en los puntos de discontinui-
dad viene dado por

1
J&i) =5 Sl +) + Sl =)

La estandarizacion de una funcion continua a trozos no modifica sus coeficientes
de Fourier. Véase en la figura 10.1 un ejemplo de funcién estandarizada. En el estu-
dio de las series de Fourier normalmente supondremos, por comodidad, que las fun-
ciones continuas a trozos han sido estandarizadas.

Definiciones. Diremos que una funcidn fes continuamente derivable a trozos en
I=[x:a<x<b)siysolosi (i) fes continua a trozos y (ii) f* existe y es continua
a trozos en todo subintervalo [y = [x: Xk < x < x|, A =1,2,...,n. Se dice que
una funcién fes continuamente derivable en [ si y sélo si fy /' son continuas en /.

Postponemos hasta la seccion 10.3 la cuestion de la convergencia de las series de
Fourier; ahora vamos a estudiar el proceso formal de determinacion de los coefi-
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Figura 10.1

cientes de Fourier para diversas funciones. Sea f una funcién continua a trozos en
I'=[x: —x < x< ). La extension periddica f de f se define mediante la férmula

7i6) = S(x) para —-r<x<m,
x) = Sf(x—2x) para x ¢l.

[ se estandariza en —r, = y en todos los demas puntos de discontinuidad de forma
que esté definida para —eo < x < =,

Erempro 1. Hadllese la serie de Fourier de

Jix)i=x; xel=[x:—-x<x<7].

/~2'r -:r

ﬂ—-.-
[N
>
d
»

Figura 10.2
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Solucidn. Formamos J, extensién periddica de f, y la estandarizamos (véase la figura 10.2). Por (10.4)
y (10.5), .

| ) O
ay = —I xcos nx dx, ba = —J xsennxdx.
] P - o e
Integrando por partes obtenemos o =0 y
a=1 2
a, =0, ba=(-1)"""'— n=172....
n
Por lo tanto,

» - T<X<T.

sen2x  sen3x ]
+ -_—. s

f(x)~2[scnx— 3 3

La serie del segundo miembro representa f para todos los valores de x. Veremos mds adelante que esta
serie converge a x para —r < x < r y, evidentemente, es nula para x = =+r.

El cdlculo de coeficientes de Fourier frecuentemente se puede simplificar aprove-
chando las propiedades de las funciones pares e impares en la integracién. Se dice
que una funcién f es par si

JS(=x) = f(x)

para todo x. Nétese que cos nx es una funcién par para todo n. Una funcién g es
impar si '

g(—x) = —g(x)

para todo x. Las funciones sen nx son impares para todo n. Siendo ¢ un nimero
cualquiera, si f es par y g es impar, entonces

r_c Jx)dx=2 J: S(x)dx, J‘c_‘g(x) dx = 0.

El producto dc dos funciones pares es par, el producto de dos funciones impares
es par y el producto de una funcién par por una impar es impar.

En el ejemplo | podemos observar que f(x) = x es impar. Por lo tanto f(x) cos nx
es impar, de forma que, sin necesidad de cdlculos, sabemos que a, = 0 para todo n.

Erempro 2. Hdllese la serie de Fourier de la funcién

S = |x], xel=[x: —vx<x< 7).

.

Solucidn. Formemos la extensién periddica de f segiin se muestra en la figura 10.3. Como f es par,
las funciones f(x) sen nx son impares. Por lo tanto, b, = 0 para todo n. Ademds, go = 7 y

¥ g - "
ay = —J. f(x)cos nxdx = ;J xcos nxdx.
T Jo

T Jo

Integrando por partes,
—4
2 2 PR
@, = ——[cosnx — 1] =——[(-D"=11=4 2%k + Ir
n
nE * 0 n =2k
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-2 - x 2x Ix

Figura 10.3

para k =0,1,2,.... Asi pues, la serie de Fourier de f viene dada por

x 4| cosx coslx cos (2k + 1)x
2 T

x| = — = — == T+--‘4-——;5;;—---':—])2—+ -:l' -r<x< T

Suponiendo por el momento que esta serie converge a |x|, hacemos x = 0 y obtenemos la interesante fér-
mula

. SN W

it | e e e b e

8 TS LI S
Esta férmula es correcta y puede ser utilizada para calcular = con el grado de precision deseado. No obs-
tante, se dispone de serics muy superiores para calcular numéricamente x.

Problemas

En los problemas 1 a 10 hdllese la serie de Fourier de la funcién f dada.

1 f(0) = 0 para xel;=[x: —x<x<0].
ST 1 para xelh=[x:0<x<n].
para xel, = [x: -7 <x< w/2),
para xel,=|(x:n/2<€<x< 7).

2 f(9) = [?

3. f(x)=x? para xel=[(x: —w<x< 7).

: =[x: —-x < ,
4. f00) = 0 para \jeh Ix. x ‘x-:OI
X para xelp=|[(x:0<x<w).
5. f(x) = |cosx| para xel=(x: -r<x< )
6. f(x)=x' pata xel=[x: —v<x<7)
7. f(x) = e para xel=[x: —7r<x< 7).
] " i
8. f(x) = 0 para AtE]l [x: —xr <x<0],
senxy para xelh=[x:0<x< ).

9. f(x) = sen’x para yel=[x: —r<x< ).
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10. f(x) =xsenx para xel=[x: —7v<x<n).
11. Compruébense las férmulas

T

E 4
J‘ cos mxcosnxdy = J

T Si m=n,
0 si m#n.

senmxsen nvdy = [

12. (@) Hallese la serie de Fourier de

() = -x/4 para xel,=[x: -7 <x<0],
7 w4 para xel,=(x:0<x< 7).
(b) Suponiendo que la serie del apartado (a) converge a f (estandarizada), demuéstrese
que
T 1 )| 1
(1) T—!_?'F'—S"—-_}'-l--
T 1 1 1 1 |
T o o e o
(i 3 5 7 11 13 17
TR WO U S L I .
§T A TEYF ST N

13. (a) Hallese la serie de Fourier de
fX)=x+x* para xel=(x: —v<x< 7|

(b) Suponiendo que la serie del apartado (@) converge a f (estandarizada), demuéstrese
que 72/6 = Sy /0.

10.2 SERIES DE FOURIER DE SENOS Y COSENOS. CAMBIO
DE INTERVALO

Supongamos que queremos hallar la serie de Fourier de una funcion f cuyo dominio
esJ = [x:0 < x< «]). Como los coeficientes de Fourier a, y b, vienen dados por in-
tegrales entre — 7 y , necesitamos cambiar el dominiode fa/l= [x: — v <x < 7).
Para ello basta con que definamos f arbitrariamente en el subintervalo /' = [x:
: =7 £ x < 0]. Como lo unico que nos interesa es fen J, las caracteristicas de con-
vergencia de la serie en /' carecen de importancia. Por ejemplo, podemos hacer f= 0
en I'. Sin embargo, una eleccidn que es util en la mayor parte de los casos consiste
en definir f como funcion paren /. Puesto que b, =0,n=1,2,... para funciones
pares, la serie de Fourier constard solamente de términos cosinusoidales. Damos a
tal serie el nombre de serie de cosenos; como la funcidn original tiene dominio J,
el desarrollo de Fourier se denomina serie de medio recorrido.

Una funcién f definida en J puede ser extendida a / como funcidn impar. Enton-
cesa,=0paran=0,1,2,...,ylaserie resultante se denomina serie de senos. Ilus-
traremos el procedimiento de obtencion de series de senos y de cosenos mediante
los dos ejemplos siguientes.
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Figura 10.4

Erempro 1. Dada la funcién

0 para L=[x:0<x<x/2)
1 para L=|xtx/f2€<xK 7],

Jx) = {
hdllese su seric de cosenos.

Solucidn. Extendemos fcomo funcién par, segin se muestra en la figura 10.4. A continuacion estan-
darizamos la funcién de forma que /(}) =7(%) =f(-3)=}- Como Jespar, by=0,n=1,2,....
Ademais,

2 v
a,.=—j f(x)cos nxdx, n= 002 »
x Jo

Ficilmente se calcula que

a=1,
5 ; 02( e si n espar
'a"'rj.,,“’m" "= 'PT%F o waidlead ket e
Por lo tanto,
1 2| cosx os3x  cosSx
ﬂ.\‘)-i—:[ : —CJ - —] xehUlL.

EJempro 2. Hallese la serie de senos para la funcion f del ejemplo anterior.

Solucion. Extendemos fcomo funcidén impar, como se muestra en la figura 10.5. En la funcién estan-
darizada f(-3%/2) = f(x/2) = --- = 12, /(-0 =f(x)=---= 0y f(-x/2)=f(3x/2)=--+= —1/2.
Entonces a, =0 paran=0,1,2,... ¥

0 [ 2 (T
ba=— _[ f(x)sen nxdx = — I sen nx dx.
T Jo L

w2
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¥
4 ‘r
o o l =, O}
1
. _— .
2
— + ¥ — + < - X
x - _X 0 g T Ix
2 2 2 2
o — .
2
Oo—a0 |+ Oy
Figura 10.5
Asi pues,
— si n esimpar
n
ba = 5
2 . .
— =1 =1] si n=2k ¥y k=1,2,....
kx
Por lo tanto
2 | senx sen2r senldx senS5v  2senfy sen 7x
Jx)~— -2 + + - + + e para xel Ul
x 1 7 3 5 6 7

Si f es una funcidn continuamente derivable a trozos definida en un intervalo
J={x:c—-w<x<c+ r], podemos formar la extension periddica de fy calcular
los coeficientes de Fourier [a,] y [ .) mediante las formulas (10.4) y (10.5). Puesto
que las funciones trigonométricas tienen periodo 2, es evidente que estos coeficien-
tes vienen dados también por

I c+rT ] j‘(i-r

a, = — S(x) cos nxdx, b= — S(x)sen nxdx.

T Je-=x m Je-r

Esempro 3. Dada f(x) = x para xe /= [xv: 0 < x < 2rx], hdllese la serie de Fourier de /.

Solucidn. Extendamos y estandaricemos f, segin se muestra en la figura 10.6. Los coeficientes son
2a

1o |2
g = — xdx = 2rx, Oy = — xcosnxdy =0, n=1,2...
2x Jo * Jo
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-+
4

-2x - ir
Figura 10.6

v

e 2

b= - | ysennvde= - =, n=1,2,...

T Jo n

Por lo tanto,
=, senny
,r~r--2}_, == para 0<x<2rx,
A n

Una funcidon f que sea continuamente derivable a trozos en un intervalo [ =
=[xt =L < x< L) para algin nimero L > 0 puede ser representada mediante una
serie de Fourier modificada. Introducimos un cambio de variable y definimos y y

£g(y) mediante
. T AN - Ly N B X
12 () a= o)

La transformacion aplica 7 sobre /' = [x: —w <x < 7]}, y entonces g es una fun-
cion continuamente derivable a trozos en /’. Por lo tanto,

g(y) - r;-"— + Z (@ncosny + b,sen ny), yel’ (10.6)

n=1

¥

con

1" i
An = — J. g(»)cosnydy, bn = — J g(y)sennydy.
™ T m E

Volviendo a la variable x y a la funcién J obtenemos
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La serie (10.6) se convierte en

f(X)-EZO—+ 3 (ancosfz—x+b,,senm>, xel.

n=1

Esempro 4. Dada la funcidn

f(t)—[x"'l para xel; = [x: -1 €x<0]
i x—1 para xeh=[x:0<x<1],

héllese la serie de Fourier de fen I =1, U/.

-+

y "

- X

c\Hq-

-1

Figura 10.7

Solucién. En la figura 10.7 se muestra la grafica (estandarizada) de la extension periddica de f. Obsér-

vese que f es impar y que, por lo tanto, a, = 0 para n = 0,1,2,.... Ademas,
1 . bl
nry 2
b,.=2.[sen—-——-—dx=-—-——. 7
0 | nr
Entonces
2 2, sennxx
S(x) = —— ): ——— para xel.
T -l n
)
Problemas

En los problemas 1 a 4, desarrdllese la funcién f en serie de cosenos. Dibujese la extension
estandarizada de f.

1 para xel,=[x:0<x<7/2]
0 para xeh=[xiwx/2<x< 7],

3 f(.r}=[

2. f(x) =senx para xel=(x:0<x<7].
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. fl)=x para x el=[xv:0< < 7).
4. /() =x" para vel={x:0<x<rl.
En los problemas S a &, desarréllese la tuncién fen seric de senos. Diblijese la extensidn estan-
darizada de /.
1 1 velh=(v:0<v< 5,2
- para \.e 1 {\” \ .r;
=1 para vel;=(x:w/2< v 7).
6. f(x) =cosx para xel= [x:0< v g 7).
7. f(x) =x para xel= [x:0gx<g 7).
8. f(x) =x? para vel=[x:0<x< 7).

En los problemas 9 a 12, hillese la serie de Fourier de fen el intervalo 7 = [¥: =L <x <L)

: I para xel, = |x: -2 x <0}
9. j(".j = # . . i |
) =1 para xely=(x:0<xg2).
; 0 para ve/l, = [x: =2 £r<0)
.oy = {,\- para vely = [(x:0< g2
1L /() =x* para vel=(x: -1 <x<1).
12. f(\) =1 - |x| para xel= [x: -] Sxy<l]

10.3 TEOREMAS SOBRE CONVERGENCIA

Es importante disponer de criterios sencillos que permitan determinar si una serie
de Fourier es convergente. En esta seccion vamos a ver como obtener clases de fun-
ciones que tienen la propiedad de que la serie de Fourier converge a f(x) para todo
x del dominio de la funcién I

Empecemos por’establecer una desigualdad que serd 1itil a lo largo de todo el estu-
dio de las series de Fourier.

Teorema 10.2. (Desigualdad de Bessel.) Supongase que el dominio de f es
I=[x: —r<x<7) y que [ es integrable en /. Sea

l o
5 + 2. (@ncos nx + by sen ny)
n=] v
la serie de Fourier de /. Entonces
l = b 2 l = ) .
= as+ Y, (a2 + b} < --—j J7(X)dx  (desigualdad de Bessel). (10.7)
n=| T -%

DEMOSTRACION. Denotemos por s,(x) la n-ésima suma parcial de la serie: esto es,

l n
Sn(x) = a0 + 2 (axcos kx + by sen kx).
Fa k=




TEOREMAS SOBRE CONVERGENCIA 275

Escribamos ahora
2L/ = st = [Z.fwde-2 |2 fOsayde + [T _siwydr.  (10.8)

De acuerdo con la definicion de los coeficientes de Fourier,

1 S = &
—ag+ 2, (ai + bk) = -I—J S(O)sa(r) dr. (10.9)

2 k=1 ™

Ademas, efectuando la multiplicacién de los términos de s7(¢) y teniendo en cuenta
las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas,

[T siwar=["_sws.ar. (10.10)
Combinando (10.8), (10.9) y (10.10) se obtiene
0< _[ [f(t) = sa(D)* dt = f S ) dr - «{%as + 2, (ai + bi)}. (10.11)
-T -T k=]

Si f? es integrable podemos hacer que n tienda a infinito en (10.11), con lo que re-
sulta

1 2 9 5 1 L 4 5
—aj+ 2, (ak + bi) s—j Sfi) dr < co. &
2 K=l 7)o

La desigualdad de Bessel muestra que a, y b, tienden a cero cuando n — < para
toda funcién cuyo cuadrado sea integrable en / = [x: =7 < v < 7).

Una expresion que aparece con frecuencia en el estudio de la convergencia de se-
ries de Fourier es el niicleo de Dirichlet, D,, definido por

Dot o sen!n + ;k
n: .

2senjx

Teniendo en cuenta la identidad trigonométrica

1 i + 1)
L3 st 5 (10.12)
2 " wa 25&1’12-.\'

se encuentra que el nicleo de Dirichlet tiene las siguientes propiedades:

(i) Dn(x) es una funcién par de x.
(i) [, Da(x)dx = .
(iii) D, tiene periodo 2.

Lema 10.1. Supdngase que s, es la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier
de una funcién continua a trozos f con periodo 2x. Entonces

Sa(x) — %[f(x+) + f(x=)] = —:; j'if(.\- + ) = f(x+)]D.(10) du +
0

+ij [f(x = 1) = f(x=)]Da(1d) due. (10.13)
m Jo
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DEMOSTRACION. Como sa(x) = Lao + 24, (axcos kx + bk sen kx), sustituyendo
- 2 l
las expresiones de ak Y b obtenemos

Sa(X) = -:? j f{r)[—lz— + ‘Z, (cos kt cos kx + sen ktsen k.\')] dt =
- k=1

et _1_5' f{r)[—l- + 3, coskir— .\')] dt.
™ - k=1

2

Haciendo t = x + u en esta integral,

sa(x) = S'_ ) Sl + u)[—;— + ki_',l cos ku}du = j.

-k

=

f(x + u)Da(u) du.

- -

Puesto que D y f son periddicos, con periodo 27, se puede cambiar el intervalo de
integracion a [ = {u: —w < U < 7). Entonces

0 x
sa(x) = —:r— X‘ f(x + v)Da(v) dv + —l‘; L f(x + u) Da (1) du.

Sustituyamos v por —u en la primera integral (recordando que Da(—v) = Da(v)),
de forma que

1 T
salx) = — \[ (fx+ ) + flx— 1)) Da(u) du.
T Jo
Teniendo en cuenta la propiedad (ii) de D, obtenemos (10.13). Ll
Teorema 10.3. Supongase que f es continuamente derivable a trozos, estandariza-
da y periodica, con periodo 2. Entonces la serie de Fourier de f converge a f(x)

para todo x.

DEMOSTRACION. Probaremos que Sa (x) = f(x)—~0 cuando n — co para todo valor
de x. Escribamos la expresion (10.10) del lema 10.1 en la forma

sa(¥) = () = —L— L [fle+ u) = flx + ) Dn(u) du +
+ —1' [' [fx=1)— f(x —)1Da(1) du =
T Jo

= Sa(x) + Talx).
Por la definicion de Da(u),

Tali) = -:; L I(—'\'—:-If)—:ﬂi:lsen (N + i)u du =

1
2senju

1 (Fflx—u) —Jflx— '
= L ff—{——ﬁ{—f-—l(sen nucos s u + cos nu sen Lu)du. (10..14}
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Definamos g1 y g2 por las férmulas

Sf(x —ju) "]f (x-) Blen
= 5en 5 u S
&2(x, u) = %(f(x —u) = f(x-).

Entonces g y g2 son continuamente derivables a trozos, con la posible excepcidn
de g1 en u = 0. No obstante, por la regla de I’"Héopital,

gailx,04+)= =f'(x =),

luego g, es continuamente derivable a trozos en todo punto. Escribiendo ahora
(10.14) en la forma

gilx,u) =

Talx) = % L (g1(x, u)sen nu + ga(x, 1) cos nu) du,

vemos que el segundo miembro es el n-ésimo coeficiente de Fourier de la serie de
senos de } g, mds el n-ésimo coeficiente de la serie de cosenos de }82. Segun la des-
igualdad de Bessel, estos coeficientes tienden a 0 cuando n — . Por lo tanto,
Ta(x) = 0 cuando n — . Andlogamente, S,(x) = 0 cuando n —+ . [J

Un criterio de convergencia no tan restrictivo como el del teorema 10.3 se puede
obtener mediante el lema de Riemann-Lebesgue, que ademas tiene otras aplicacio-
nes importantes.

Teorema 10.4. (Lema de Riemann-Lebesgue.) Sea f una funcion definida en
I=(x:—7w<x< 7], ysupdngase que |f] es integrable en /. Sean (a,], {b.] los
coeficientes de Fourier de f. Entonces a,, b, — 0 cuando n — .

DEMOSTRACION. Supongamos que |f| es integrable en sentido impropio.t (En
otro caso, f2 también es integrable y la desigualdad de Bessel demuestra la tesis.)

Definamos

(/@ s 1SN,
”m‘h s 1/l > N,

donde N es un numero positivo cualquiera. De acuerdo con la definicidn de integral
impropia, para cada ¢ > 0 existe un N suficientemente grande como para que

|70 = feldy < e,
Puesto que | /v(x)| estd acotado por N,

Jt ) | fn()|2 dx < Nr_r |/n(x)| dy € N J'_ S dy < oo,

t Véase en la seccién 11.2 un estudio de las integrales impropias.
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Por lo tanto, por la desigualdad de Bessel, los coeficientes de Fourier de fy(x) tien-
den a 0 cuando n — . Es decir, para cada e > 0, existe un no tal que

“r_'f\-(.\‘) cos n,\‘dxl < %e. Hirfy(.\‘) sen nxd.\‘| < ée para n > np.
En consecuencia, para n > ng y N suficientemente grande
“t_ rf(x) cos n.\‘d.\“ < Hi'f,\-(x) cos nxdx| - |I: '(f(x) — fnv(x)) cosnxdx| <
<je+ '[ir [f(¥) = fn(¥)| - [cosnx|dx < Je+ 1e=e.

El resultado para la serie de senos se obtiene de la misma forma. O

Con la ayuda del lema de Riemann-Lebesgue podemos establecer el siguiente cri-
terio de convergencia de las series de Fourier, algo mds general que el del teore-
ma 10.3.

Teorema 10.5. (Criterio de Dini.) Supdngase que fes una funcion estandarizada
y periddica, con periodo 27, y que las integrales

J" Six+u) - flx +) du J" S(x—=u) = f(x =) dia

1 1
sen 5 u sen; u
son finitas para algun valor de x. Entonces la serie de Fourier de f converge a f(x).

(10.15)

DEMOSTRACION. Se repite la demostracion del teorema 10.3 hasta la ecuacion
(10.14). Entonces, dado que las integrales de (10.15) son finitas, podemos aplicar
el lema de Riemann-Lebesgue a las funciones g, y g2 definidas en la demostracion
del teorema 10.3. Como se supone que festd estandarizada, se llega a la conclusion
de que f(x) — sa(x) = 0 cuando n— . O

Observaciones

(i) Como la magnitud | (sen ; u)/u| esta acotada, las condiciones (10.15) pueden
ser sustituidas por

L g
j— x
L3
J— x
(ii) Es interesante disponer de criterios acerca de la propia f, en lugar de condi-
ciones como (10.16), generalmente dificiles de comprobar. Obsérvese que si
S tiene una derivada acotada, entonces las integrales de (10.16) son cierta-

mente finitas; de hecho estdn acotadas por 2rmax - << x| f'(X)].

(iii) Una funcion es continua en el sentido de Hélder si y solo si para cada x exis-
ten constantes Al y «, con 0 < a < 1, tales que

| /() =S| < Mx - y|

fix+uw)—f(x+)

u

S —u)=Jx~)

u

du < o,

du < «, (10.16)
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paratodoyde/= [y: —w <y < m].Sifescontinua en el sentido de Holder,
entonces las integrales de (10.16) estdn acotadas por una integral de la forma

AJ": ul* " du

Esta integral es finita si « es positivo; toda funcién continua en el sentido
de Hdolder satisface la condicién (10.16).

Es 1til saber cudndo una serie de Fourier puede ser derivada o integrada término
a término. Para ello sirve el siguiente lema.

Lema 10.2. Supdngase que ftiene periodo 27 y es continuamente derivable a trozos.
Entonces sus coeficientes de Fourier, a,, b, n = 1,2, ..., satisfacen las desigualdades
G

1

C
|aﬂ{s_—' |bn|-§. ’ ”:1.2,...,
n I

donde C es una constante que depende sélo de f.

DEMOSTRACION. Supongamos que el salto de fse produceen —r=xp <3y < -+ - <
< Xr-1 <X, = w. Entonces

A

I [* I
an = —J S()cosnrdt = — S(t)cos nedt.
Ly T

-7 1=1 LY
Integrando por partes,

: [f(r)senm]"‘

n

2

r
=1

I i
- J S(t)sen ne dr.

s ) 1
[ o =
;o) Xi -1 T -1

=1
Como fy f* estdn acotadas, la acotacion para a, es inmediata. El resultado para
b, se obtiene de forma andloga. I

Corolario. Supongase que fy sus p — 2 primeras derivadas son periddicas, con
periodo 27, y que f* " es continuamente derivable a trozos. Entonces los coefi-
cientes de Fourier a,, b, de f satisfacen las desigualdades

8 C

laal < -5+ bl <

=" ) e W

donde C no depende de n.

Para demostrar el corolario seguimos el mismo método que en la demostracion
del lema 10.2, integrando por partes p veces. El corolario indica que, cuantas mds
derivadas tenga la funcidn, mds rapidamente converge la serie de Fourier.,

Teorema 10.6. (Derivacion término a término de series de Fourier.) Supdngase
que f es continua en todo punto y periddica, con periodo 2. Supdngase que f* ¢
continuamente derivable a trozos y estandarizada. Entonces
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(i) La serie que se pbtiene derivando término a término la serie de Fourier de f
converge en todo punto a f'(x).
(ii) La serie de Fourier de f converge uniformemente a f(x) para todo x.

DEMOSTRACION. Supongamos que los saltos de f* se producenen —7 = xp < X1 <
< s < Nro <X, = 7. Definamos

g) = | S0

y observemos que g es continua. Ademds, como g' — f' =0 para xi-; < x < xj,
i=1,2,...,r lafuncion g — ftiene que ser constante en cada subintervalo. Puesto
que g v f son ambas continuas, g — f es idénticamente constante. Denotemos los
coeficientes de Fourier de /' por Aa, B.. Para n=1,2,... escribimos

L]

Z f(t)cos nt dt.

Xi-1

1
Ti
Integrando por partes,

X

an =

-l_ Z Sf(x)senny; — f(xi-1)sennxi_, e Z [ 7 -

7 n nr._l LA

s J* B
— J S'U)sennrdt = —
nw

Andlogamente,

Derivando la serie

l -
S = 5 ap + Z (ancos nx + b,sen nx)
n=1
término a término se obtiene la seric de Fourier de /. El hecho de que la serie de
Fourier de /' sea convergente es consecuencia del teorema 10.3.
Para demostrar que la serie de Fourier de fes uniformemente convergente, aplica-
mos ¢l corolario del lema 10.2:

o

II:. = l
2} ancosnx + basennx| <2C 3, —-
n=1 n

n=1

Como la serie de constantes del segundo miembro es convergente, la serie de Fourier
lo es uniformemente. ([0

Teorema 10.7. (Integracion término a término de las series de Fourier.) Suponga-
se que f es continuamente derivable a trozos y periddica, de periodo 27. Supdngase
que ¢l coeficiente de Fourier ao es cero y definase

Fo = [ f@yd.
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Entonces la serie de Fourier de F se obtiene integrando término a término la de f,
salvo el término constante Ao, que viene dado por

Ao = —~l—j xf(x)dx.
™ -

DEMOSTRACION. La condicién ap = 0 se impone para que F tenga periodo 2«. La
relacién entre la serie de Fourier de Fy la de fes entonces consecuencia del teorema
10.6. Para hallar 4,, observemos que

1 x x 1 x [ »x
—I j f(r)drdx=-—J. f(!]l J ay|de =
™ - - w e 3 L {

LJ“ (r = 0)f()dt = —iJ‘,r tf(e) dt. o
™ -x ™ -r

Ao

Observaciones

(i) Si la funcién f no cumple la condicion ao = 0, definimos g(x) = f(x) - ;au.
a la que si es aplicable el teorema 10.7.

(ii) El teorema 10.7 no requiere la convergencia uniforme de la serie derivada
F'(x) = f(x). En general, la serie integrada tendrd mayor velocidad de conver-
gencia que la serie original.

Esempro. En el ejemplo 1 de la seccién 10.1 obtuvimos ¢l desarrollo

a n=-1
fW=x=2% (=1 sennx

Xel=|[x:—r<x<r].
Utilicese este resultado para hallar la serie de Fourier de F: v — xten I

Solucion. Tenemos que g = 0 en el desarrollo de f; la funcidn es continuamente derivable a trozos.
Por lo 1anto, es aplicable el teorema 10.7. Hagamos

Fiix)=4 2

LN} n

(-1)""'senny

donde F(x) = x* — x*. Entonces

z = _ln_ v
F(.\‘)=%——+4 53 1l cosns,

n-

P'mblemns

1. Hallese el desarrollo de Fourier de f:x—-(!/.’.)(w’.\' —xYenl=|vi—g<g<yv<Aly
pruébese que 7., n~ ¢ = x°/945.

2. Utilicese el teorema 10.7 para encontrar el desarrollo de Fourier de f:x—|x| en [ =
=[x: -vr<x< 7).
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3. Hillese el desarrpllo de Fourier de la funcidn f dada por

%(.rz - ) 0<x<g,
Sfix—
0.

N

- % (x? + 7x) -TEX

4. Utilizando el resultado del problema 1, hallese la serie de Fourier de f: x = (1/12)(x - x})?
en/=[x: —r <y < 7).

5. Hallense las series de Fourier de las funciones / y F dadas por
Six—|sena], -wgx<n,

2
) -—I+cos.\'—-;_—.\' para ;= [x: -7 <x<0],
Fix—

I
E}
o
AN
=
N
B

2
I —cosy——x para [;
T
6. Hallese la serie de Fourier de la funcién f dada por
—(r+2x) para [ = {.1‘: -r<x< _%,,],
l
2

I
Sfix—=<x para !z={_r:-—xg1-g

Il

1
T—-X para [y {x:?:rg.\‘sw]-
7. Supdngase que f. funcién periddica con periodo 2, tiene derivadas continuas de todos

los Ordencs para —o < X < . Sean aa, U, los coeficientes de Fourier de f. ;Cémo se

comportan los cocientes @./n*, ba/n" cuando n — o, siendo & un entero positivo?



