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Algunas cosas que deben saber para el Control 2:

¢ :Campo escalar R® — R

f:Campo vectorial R® — R®

° V‘(¢Ji)=¢(v‘jf)+V¢0/:’:

o Vxlgf)=oVx7)evexs

o Ve(Vg)=V?4 (Laplaciano)

o rot(f)szf (%_%’%_% af_Z_%j
e div(f)=ve f_f 581;2 £

e Teorema de Stokes

J.rot(f)o ds = J.J.rot(f)o ndx = J.(Vx f)o dx = §f odr
e Teorema de Gauss: (0 de la divergenC|a) (

[divl 7y = [(V e Flav =§Foiiaz
E E 2z
Obs: E es el espacio encerrado por la superficie cerrada X.

Todos estos puntos estan demostrados en clases, salvo el segundo que demostraremos
aca.
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Ahora, probaremos que en cualquier superficie X cerrada, seccionalmente regular que
esté contenida en un conjunto simplemente conexo E — R®, y en donde se define un
campo vectorial f de clase C'(E) se cumple que:

f(v>x 7)o raz = 0

z

Sol: Resulta simple observar que la integral del ejercicio tiene la forma del Teorema de
Stokes, pero nos enfrentamos a un problema: ;Cudl es la frontera de una superficie
cerrada?. La respuesta es que no tiene, por ende no tenemos una curva para poder
calcular su parametrizacion, entonces ¢Qué hacemos?.

El leer nuevamente el enunciado se nos dice que la superficie es seccionalmente regular,
asi que de esta forma seccionaremos la superficie original en dos superficies, las cuales
tienen como fronteras la misma curva. Entonces tenemos:

jf:f(wf)oﬁdz=3£:lf(wf)oﬁd2+ﬁ(wf).ﬁdz

z 5,

aplicamos Stokes...

Pero recordamos que si bien la frontera es la misma, cuando se trata de darle el sentido a
las fronteras de las distintas superficies, estas deben ser inversas, y por ende las
parametrizaciones de la misma curva tienen distinto sentido, y como sabemos, cuando
se invierte el sentido de una curva en una integral de linea, lo Unico que cambia es el
signo de la integral de linea, por ende:

§f.c};+ f¥]706};’= ff]?oczf_ ff]?.c;;:o

0%, o, 0%, 0%,

:ﬁ(fo)szdZ:O

En general existen muchas igualdades respecto a esta area del célculo, asi que
probaremos una de ellas.

Sea ¢ un campo escalar. Probar que:

w Vgav = fppids

z



Sol: El tipo de igualdad se parece a el Teorema de Gauss, pero hay una complicacion,
ya que el Teorema de Gauss tiene un campo escalar dentro de la igualdad, y de hecho
resulta esencial, ya que ¢Cual seria la divergencia de un campo escalar?. Frente a esta
complicacion debemos “parchar” nuestro problema, y lograr “transformar” de alguna
forma un campo escalar a uno vectorial. ;Alguna idea?

La forma de pensar frente a esta situacion es de qué forma logro transformar el campo
escalar al vectorial sin que al momento de calcular la divergencia queden términos que

no me ayuden para continuar con la igualdad. Bajo ese aspecto, ocupamos un pequefio
“truco” ya utilizado anteriormente de multiplicar una de las integrales por un vector

constante & , de esta forma se obtiene:
fppids |ek = fpoi o kdx
> >
obs: demostramos en una auxiliar anterior que el producto punto de un vector

constante con una integral podia ingresar dentro de esta.

Entonces...
ﬁquﬁdz ok = .ﬁ5¢ﬁ o kdY = h@gﬁ/? o HdY
z z z

y ahora si notamos que ¢k es un campo vectorial, y lo denominamos £, es facil ver
que podemos aplicar el Teorema de la Divergencia. Asi que:

§f pic o iz = [[[div(ge)av
b3 R
pero (ver primera pdgina por la identidad)

div(¢l€):¢div(/€)+v¢0/gzv¢01€ ya que div(k)=0

= i eias=[[ a0 - jgw.m:( jkﬂwwjoé

Como el producto punto con el vector constante esta en ambos lados de la igualdad,
implica que lo que lo acompafa es idéntico, es decir:

— ijdr/ = {pgiiaz

)y



El siguiente ejercicio, consta de verificar el Teorema de Stokes para el campo vectorial
definido por f(x,y,z)= (xy,z3,x3) si X es la superficie definida por las ecuaciones:

X¥+y’=9 0<z<2 0<x O0<y

Sol: Es facil notar que la superficie se trata de un cuarto de cilindro de radio 3, centrado
en el origen, de altura 2, ubicado en el primer octante. (si no lo cree, dibujelo).

Tenemos que verificar Stokes, quien nos dice:

— il — =
J.(fo)oa’Z: i;foa’r
z oX

para verificarlo, resolveremos la primera integral, y luego la segunda y veremos si
Ilegamos a resultados idénticos.

rot(f) = (-3z%,-3x2,—x), entonces:
.[(V X f)o a5 = '[rot(f) o ndx = ”(—322 —3x%,—x) e nd%

pero ¢quién es n en coordenadas cartesianas?

Notamos primero que no tiene valor en el eje z, y que ademas se dirige en forma radial
al punto, por ende:

30 o)
xX“+y

n=
entonces

z

I(V X f)o s = ” (—3z%,-3x%,—x) e ndx

=_U (—3z%,-3x%,—x) ® % (x,»,0)dZ
:”(— z%x— xzy)dZ

Ahora, por resultar méas comodo, cambiaremos a coordenadas cilindricas, en donde:

x = Rcos(¢) = 3cos(g)
y = Rsen(¢) = 3sen(¢)

zZ=z

d% = Rdgdz = 3d¢dz



j(fo)o '[( zzx—xzy)dZ

P z
z’V
| J' 223¢05(¢) - 9 cos? (¢ j3sen(p ) Bd =
00

N

—_9 ! ! 2% cos(¢)dgdz — 81] j cos? (¢ )sen( d gz
o[ ) el - =)

3 0
= 9@)(1) - 81(2)(— %} =78

Veamos ahora la otra integral:

fodr

&)‘e

de partida la frontera de X es una curva seccionalmente regular, compuesta de 4 curvas

regulares, cuyas respectivas parametrizaciones son: (haga el dibujo para darse cuenta de
esto)

7,(1) = (3sen (1).3cos(1),2) 1 0,74]
7,() =(3,0,2-1¢) t < [0,2]

7.(t) = (3cos(#),3sen (1),0)  te [o%]
7.(t) =(0,3,1) t e 0,2]

7. (1) = (3cos(1),~3sen (1),0)  te [0,%]
7, ()=00-1) ref0.2]

7, (1) = (- 3sen (0),3c08(1),0) 1€ 0,74]
7, (=001 refo2]

Asi que ya tenemos casi todos los datos necesarios, faltaria evaluar las distintas
parametrizaciones en el campo vectorial, lo que queda de la forma:



f (1)
1 (7,)
f(7s)
f(7s)

(QSen(t) COS(t) 8,27sen’ (t))

21)

(9sen(t) cos(t) 0,27 cos (t))

0.%0)

asi que:

Fodr= [ 1G)e7, @+ j F7)o7, (@t + j N ATACE j FG) 7, Wt

Q)
™M

Il
S

(QSen(t)COS(t)827sen (¢))® (3c0s(r),~3sen(r).0)dt + j (0.(2-1),27)e (0.0,-1)dt

(9sen(t)cos(t)027cos (£))o (~ 3sen(r),3¢0s(1),0)dt + j (0,£,0)e (0,0,1)dt

ot o'—;\h‘ o—

(27sen(t)COS (1) — 27sen’ (£) cos(t) — 24 cos(t) )it — j 27dt

_ {27(_ cos (1) _ sen (f)j - 24sen(t)} —27(s)

3 3

_ 20, 2T oy 54— 78
3 3

0

Por ende se verifica el Teorema de Stokes en este caso.

El ultimo ejercicio se trata de un campo escalar ¢ que tiene la propiedad de que

HV¢H2 =4y div(¢V $) =104 . Calcular la integral de superficie ﬁ%dz ,donde X esla
2

o

superficie de la esfera unitaria con centro en el origen y 2 es la derivada direccional
n

del campo escalar ¢ en la direccién y sentido de 7.

Sol: La Ultima linea nos dice que:

= g%dz =£§v¢-ﬁdz

Ahora queda mas evidente observar que podemos ocupar el Teorema de Gauss para
resolver todo de forma mas facil.



fivpends = [[[div(Ve)dr

z R
El problema es que no conocemos el campo escalar, y por ende desconocemos su
divergencia, asi que ocupamos el resto de informacion que nos da el enunciado.

(ver primera pdgina por la identidad)

div(gV ¢) = gdiv(V$)+ VeV
=gdiv(Ve)+ |V
= gdiv(V §)+ 44

= ¢div(V )+ 4¢ =104 = div(¢V ¢)

Asumiendo que ¢ no es nulo en todos los puntos, podemos dividir por el campo y hacer
algebray llegar a:

= div(V$)=6

= {vgpends = [[[div(Vp)dv =6[[[ar
z R R
pero al tratarse de la esfera unitaria, el volumen de esta es %72’ , asi que todo queda:

= f{vgends=6[[[dV =8z



