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Problema 1.

Encuentre una solución u = u (t, x) de la ecuación:

utt − uxx = 0 t > 0, 0 < x < 1
(1)

bajo las condiciones:
u (t, 0) = u (t, 1) = 0 t > 0

u (0, x) = f (x) =

{
x

1− x
0 < x ≤ 1/2
1/2 < x < 1

ut (0, x) = 3 sin (2πx) 0 < x < 1

Solución.

hacemos separación de variables
u (t, x) = φ (x)ψ (t)

imponiendo (1)
φ′′ (x)
φ (x)

=
ψ′′ (t)
ψ (t)

= λ

luego
φ (x) = Ae

√
λx +Be−

√
λx

ψ (t) = ae
√

λt + be−
√

λt

[0.5 ptos.]

imponemos la primera condición de borde

u (t, 0) = u (t, 1) = 0 t > 0

u (t, 0) = 0:
u (t, 0) = (A+B)

(
ae
√

λt + be−
√

λt
)

= 0 (2)

de donde
A = −B
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u (t, 1) = 0:
u (t, 0) =

(
Ae

√
λ −Ae−

√
λ
) (

ae
√

λt + be−
√

λt
)

= 0

de donde
A

(
e
√

λ − e−
√

λ
)

= 0
[1 ptos.]

de acá notamos que si λ ≥ 0 hay solo soluciones triviales (A = 0) aśı que supondremos que λ < 0.
[0.5 ptos.]supongamos que

λ = −k2

la condición (2) queda como

sin (k) = 0 ⇒ k = nπ n ∈ N

luego
un (t, x) = A

(
einπx − e−inπx

) (
ane

inπt + bne
−inπt

)
=

(
Ane

inπt +Bne
−inπt

)
sin (nπx)

[0.5 ptos.]
entonces

u (t, x) =
∞∑

n=1

((
Ane

inπt +Bne
−inπt

)
sin (nπx)

)
[0.5 ptos.]

ahora notamos que
Ane

inπt +Bne
−inπt = Cn sin (nπt) +Dn cos (nπt)

con esto

u (t, x) =
∞∑

n=1

((Cn sin (nπt) +Dn cos (nπt)) sin (nπx))

imponemos la tercera condición

ut (0, x) = 3 sin (2πx):

∞∑
n=1

((Cn cos (nπ0)−Dn sin (nπ0))nπ sin (nπx)) = 3 sin (2πx)

esto es
∞∑

n=1

(Cnnπ sin (nπx)) = 3 sin (2πx)

multiplicamos por sin (mπx), integramos entre [−1, 1] para obtener

Cn =

{
0 n 6= 2
3
2π n = 2

[1.5 ptos.]

ahora para imponer la segunda condición de borde, debemos hacer una extensión impar de la función f (x):

f̂(x) =


x −1/2 < x ≤ 1/2

1− x 1/2 < x ≤ 1
−x− 1 −1 < x ≤ −1/2
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entonces
∞∑

n=1

(Dn sin (nπx)) = f̂ (x)

multiplicando por sin (mπx) e integrando entre [−1, 1]

Dn =

1∫
−1

f̂ (x) sin (nπx) dx = 2

1∫
0

f (x) sin (nπx) dx

de donde

Dn =
4 sin

(
nπ
2

)
(nπ)2

[1.5 ptos.]
luego

u (t, x) =
∑∞

n=1 ((Cn sin (nπt) +Dn cos (nπt)) sin (nπx))

Cn =

{
0 n 6= 2
3
2π n = 2

Dn =
4 sin(nπ

2 )
(nπ)2
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