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1. (a) Sea f:Q C@ — IR. Pruebe que si f es diferenciable en z; € Q (en el
sentido complejo) entonces f'(z) = 0.

(b) Sea Q2 C @ un abierto conexo por caminos. Pruebe que:

i. Si f'=0en Q entonces f es constante en ().

ii. Si|f|es constante en 2 entonces f también es constante. Indicacién:
Considere |f|? y pruebe que f' = 0.

2. (a) Sean u,v: Q C IR> — IR. Pruebe que si u+iv y v + iu son holomorfas
en {) como subconjunto de @', entonces u + iv es constante.

(b) Sea zy €@ y definamos f(z) = (z — 2)|z — 20|, 2 €. Pruebe que f es
diferenciable sélo en zg.

3. Dada una funcién f = u + iv, se define el laplaciano de f por Af = Au+iAwv,
y si Af = 0 en € entonces se dice que f es armoénica en 2. Pruebe que
f € H(Q) siysblosi f(2) y zf(z) son arménicas en €.

4. Definamos los operadores diferenciales por
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(a) Pruebe que f = u + iv satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y
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(b) Si f € H(Q), muestre que Vz € Q, f'(2) = o (2).
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(c) ¢ A qué corresponde = 07 Deduzca que toda funcién holomorfa es

armonica.



5. Sea f : Q@ C @ — . Supongamos que en coordenadas cartesianas z =
T + iy, f(2) = U(z,y) + @(z,y), y que en coordenadas polares z = e,
f(z) = u(r,0) + iv(r,0) con u y v diferenciables. Verifique que u(r,f) =
u(rcosf,rsin®) y v(r,0) = v(rcosf,rsinf), y pruebe que f es holomorfa en
Q siy sélo si
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Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas
polares.

6. (a) Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias
y estudiar la convergencia cuando |z| = 1:
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(b) Si Y cx(z — 2)F tiene radio de convergencia p > 0. ; Cual es el radio de
convergencia de las siguientes series de potencias ?

Z en(z — 20) %, Z car(z — 20)F, Z (2 — z)*

7. Pruebe que:

(a) sin((iz)) = ¢sinh(2), sinh(iz) = isin(z), cos(iz) = cosh(z), cosh(iz) =

(b) sin(z) =sin(z), cos(z) = cos(z).

(¢) lim e¥sin(z + 4y) = i[sinz + i cos z].
y—>00

(d) lim tan(z + iy) = 1.
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8. Calcule directamente el valor de las siguientes integrales:

/ Re(z)dz,/ Im(z)dz,/ ;liz,/ Z'dz
[0,0] l2|=1 =2 22+ 1 =



10.

11.

12.

13.

14.

Pruebe que la funcién z — zlog(z) tiene una primitiva en @ \ IR_, y calcule

el valor de la integral

/ zlog(z)dz
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Pruebe que
2
lim S —dz=0, lim G JO W
Pruebe que

/ e~ cos(2bz)dr = e_b2/ e dz
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Ind.: Integre f(z) = exp(—2?%) en un contorno rectangular adecuado.

(a) Pruebe que para b €] — 1,1] se tiene

/°° 1—b*+ 22 gp =
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Indicacién: Integre f(z) = en un contorno rectangular adecuado.
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(b) Si ademds b # 0, pruebe que

/00 ° dz = e n 1+0
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Pruebe que

/ e~ Im(e~%*p(z + i))dz = 0
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para cualquier polinomio p(z) a coeficientes reales.
Indicacién: Considere f(z) = exp(—2z?)p(z).

Pruebe que si f € H(D(zy, R)) entonces para todo r €]0, R[ se tiene
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Deduzca que [ log(1+rei®)df = 0 para 0 < r < 1,y por lo tanto [™*In(sinz)dz =
0 0
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15. (a) Transforme la integral fo% f(cos0)do) en una de la forma [, _, g(2)dz y
27

estre que / df 2 > 1
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(b) Utilizando una transformacién similar a (a), pruebe que:
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(b) / 009 = 23 iy (Nota: exp(1/2) = 3 1/(HEH), ¥z 7 0).
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16. Pruebe que:
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(b) /0 x2+a2dx: ¢ , con a > 0.

(c) / COS()\IE)d:E = 1e_’\“, donde A€ Ry a > 0.
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(d) / Wd;p = _nZ’ paran =0y n = 1 (considere ambos casos
0 :E
separadamente).
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