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Capítulo 1Curvas y oordenadas ortogonales en R3

1.1. CurvasDenotamos por Rn el espaio n-dimensional dotado de la norma eulidiana:
‖~x‖ =

√
~x · ~x =

√
x2

1 + . . .+ x2
n.La noión de urva es la formalizaión matemátia de la idea intuitiva de la trayetoria de una partíula que semueve en el espaio. Por esta razón los asos n = 2 y n = 3 juegan un rol prinipal en lo que sigue.De�niión 1.1.1 (Curva). Diremos que un onjunto Γ ⊆ Rn es una urva si existe una funión ontinua

~r : I = [a, b] → Rn, llamada parametrizaión de la urva, tal que
Γ = {~r(t) : t ∈ [a, b]}.

I

~r(t)

Γ

Además, diremos que una urva Γ es1) Suave: si admite una parametrizaión de lase C1.2) Regular : si admite una parametrizaión ~r(·) de lase C1 tal que ‖d~r
dt (t)‖ > 0, para todo t ∈ I.3) Simple: si admite una parametrizaión de lase C1 que sea inyetiva (i.e. no hay puntos múltiples).4) Cerrada: si admite una parametrizaión ~r : [a, b] → Rn de lase C1 tal que ~r(a) = ~r(b).5) Cerrada simple: si admite una parametrizaión ~r : [a, b] → Rn de lase C1 tal que ~r(a) = ~r(b) y que seainyetiva sobre [a, b). 3



4 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3Ejemplo 1.1.2. Se de�ne la iloide omo la urva desrita por un punto solidario a una rueda (de radio R)que gira sin resbalar.
t

a

p

R

Figura 1.1: iloideSu parametrizaión viene dada por
~r(t) = (Rt,R) − (a sen t, a cos t) = (Rt− a sen t, R− a cos t),donde a es la distania del punto al entro de la rueda.Notemos que uando a < R la trayetoria es simple y regular, mientras que en el aso a > R deja de ser simpleaunque sigue siendo regular.

  a<R

  a=R

  a>R

Figura 1.2: trayetoria de la iloide para distintos valores de a.El aso rítio es a = R, pues para este valor la trayetoria es simple pero no es regular (justi�que). Es importanteobservar que la parametrizaión es siempre suave, a pesar de que la urva presenta �puntas�; de heho, es estoúltimo lo que obliga a pasar por esos puntos on veloidad nula.



1.1. CURVAS 5Ejemplo 1.1.3. La funión ~r(t) = (a cos t, b sen t), t ∈ [0, π/2] parametriza el uarto de elipse que se ve aontinuaión
a

b

Esta urva se puede parametrizar también mediante ~r1(x) = (x, b
√

1 − (x/a)2), x ∈ [0, a].Ejemplo 1.1.4. La funión ~r(t) = (a cos t, a sen t, ht
2π ), t ∈ [0, 4π] parametriza una hélie, que realiza 2 vueltasllegando a una altura 2h, omo se ve en la próxima �gura.

h

h

~r

4π0

Podemos pensar que la hélie es una trayetoria que sigue el ontorno de un ilindro dado (en este aso de radio
a y altura 2h).Insistamos que una urva Γ es un onjunto, que no debe onfundirse on la parametrizaión que la de�ne. Deheho, una urva admite muhas parametrizaiones tal omo vimos en el ejemplo 1.1.3. Intuitivamente, esto seexplia porque una misma urva puede reorrerse de diferentes maneras y on distintas veloidades.1.1.1. Reparametrizaión de urvas regularesDe�niión 1.1.5. Dos parametrizaiones ~r1 : [a, b] → Rn y ~r2 : [c, d] → Rn de una misma urva Γ se dienequivalentes si existe una funión biyetiva θ : [a, b] → [c, d] de lase C1 tal que ~r1(t) = ~r2(θ(t)) para todo
t ∈ [a, b]. En este aso, la funión θ se llamará reparametrizaión.Una funión ontinua y biyetiva θ de�nida en un intervalo será neesariamente reiente o dereiente. Enel primer aso diremos que la reparametrizaión preserva la orientaión pues dos parametrizaiones tales que
~r1 = ~r2 ◦ θ reorren la urva en el mismo sentido. En el segundo aso, esto es, uando la reparametrizaión esdereiente, entones diremos que la orientaión se invierte. De esta forma, dos parametrizaiones equivalenteso bien preservan la orientaión o bien la invierten, pero no puede darse un aso intermedio.La de�niión anterior onlleva naturalmente a preguntarnos lo siguiente:



6 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3(1) ¾Son todas las parametrizaiones de una misma urva neesariamente equivalentes?(2) En aso a�rmativo, ¾existe alguna parametrizaión más �natural� que las otras?La respuesta a (1) es en general no, omo lo muestra la siguiente urva y las dos parametrizaiones que seindian a ontinuaión y uyas orientaiones no son omparables respeto a la orientaión (no podemos deir nique se preserva ni que se invierte).
Γ ~r1 ~r2

Figura 1.3: Parametrizaiones no equivalentes para la misma urva ΓSin embargo, se tiene el siguiente resultado que admitiremos sin demostraión.Proposiión 1.1.6. Sea Γ una urva simple y regular. Si Γ no es errada, entones todas sus parametrizaionesregulares son inyetivas y equivalentes. Cuando Γ es una urva errada, se tiene que todas sus parametrizaionesinyetivas en el interior de su dominio son equivalentes.En esta situaión, una parametrizaión regular ~r separa en dos al onjunto de parametrizaiones regulares:Las que tienen la misma orientaión que ~r (que llamaremos orientaión positiva), yLas que tienen la orientaión opuesta (que se llamara orientaión negativa).Evidentemente las noiones de orientaión positiva y negativa quedan determinadas por la parametrizaióniniial que sirve de referenia. Existe sin embargo una onvenión en el aso de urvas planas erradas y simples,esta es el esoger la orientaión positiva omo aquella obtenida al reorrer la urva en sentido antihorario (i.e.ontrario a las maneillas del reloj), tal omo se ilustra en la siguiente �gura.

1.1.2. Parametrizaión en longitud de aroSea Γ una urva simple y regular. Sea ~r : [a, b] → Rn una parametrizaión regular de Γ. Con el �n de de�nir la�longitud� de Γ proedemos a aproximarla por una poligonal a través de los puntos ~r(t0), ~r(t1), . . . , ~r(tN ) donde
a = t0 < t1 < . . . < tN = b es una malla de puntos.



1.1. CURVAS 7
~r(t1)

~r(t0)

~r(t7)

~r(t8)
Γ

L(Γ) ≈∑8
i=1 ‖~r(ti) − ~r(ti−1)‖

Intuitivamente, uando el paso de la partiión ∆({ti}) = máx0≤i≤N−1(ti+1 − ti) tiende a ero, la longitud de lapoligonal onverge haia el largo de la urva Γ. En efeto, se umple el siguiente resultado:Proposiión 1.1.7. La suma N−1∑
i=0

‖~r(ti+1) − ~r(ti)‖ onverge, uando el paso de la partiión ∆({ti}) tiende aero, haia la integral ∫ b

a

∥∥∥∥
d~r

dt

∥∥∥∥ dt.Este resultado nos permite introduir la siguiente de�niión:De�niión 1.1.8. Sea Γ una urva simple y regular. Sea ~r : [a, b] → Rn una parametrizaión regular de Γ.De�nimos la longitud de Γ mediante
L(Γ) :=

∫ b

a

∥∥∥∥
d~r

dt

∥∥∥∥ dt (1.1)El valor de esta integral no depende de la parametrizaión regular ~r que se esoja para desribir Γ, y por lo tantoel largo de Γ está bien de�nido.Sea Γ una urva simple y regular, y ~r : [a, b] → Rn una parametrizaión regular. De�nimos la funión longitudde aro s : [a, b] → [0, L(Γ)] omo
s(t) :=

∫ t

a

∥∥∥∥
d~r

dt
(τ)

∥∥∥∥ dτ (1.2)De auerdo a lo anterior, s(t) es la longitud del amino reorrido sobre Γ por la parametrizaión hasta el instante
t, tal omo lo ilustra la �gura.

s(t)

~r(a)

~r(t)

Γ

Claramente, s(·) resulta ser una funión de lase C1 on
ds

dt
(t) =

∥∥∥∥
d~r

dt
(t)

∥∥∥∥ > 0En onseuenia, s(·) es una funión estritamente reiente, on lo ual resulta ser una biyeión, y su inversaes también de lase C1 (por el teorema de la funión inversa) y estritamente reiente. De esta forma podemosonsiderar la reparametrizaión dada por esta funión inversa, la ual denotamos por t : [0, L(Γ)] → [a, b], yonsiderar la parametrizaión equivalente que resulta de tomar omo parámetro la longitud de aro, vale deir
~σ(s) = ~r(t(s)), s ∈ [0, L(Γ)]Por el teorema de la funión inversa, notemos que
dt

ds
(s) =

1∥∥d~r
dt (t(s))

∥∥ > 0.



8 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3En onseuenia, la reparametrizaión no solo preserva la orientaión, sino que además reorre Γ a rapidezonstante e igual a 1: ∥∥∥∥
d~σ

ds

∥∥∥∥ = 1.Es posible veri�ar que ualquier otra parametrizaión regular ondue a la misma parametrizaión en longitudde aro, salvo orientaión por supuesto, por lo ual ésta puede ser onsiderada omo una parametrizaiónanónia de la urva. La llamaremos parametrizaión natural o en longitud de aroEjemplo 1.1.9. Enuentre la parametrizaión natural de la iloide ~r(t) = R(t− sen t, 1 − cos t), t ∈ [0, 2π]Respuesta:
~σ(s) = 2R

(
arc cos

(
1 − s

4R

)
−
(
1 − s

4R

)√
1 −

(
1 − s

4R

)2

, 1 −
(
1 − s

4R

)2
)

s ∈ [0, 8R].Ejeriio: Enontrar la reparametrizaión en longitud de aro para la hélie ~r(t) = (a cos t, a sen t, ht
2π ), t ∈ [0, 4π].1.1.3. Veloidad, rapidez y vetor tangenteDe�niión 1.1.10. Consideremos ~r : [a, b] → Rn una parametrizaión regular de una urva simple Γ. De�nimosel vetor veloidad, la rapidez y el vetor tangente, respetivamente, mediante

~v(t) =
d~r

dt
(t), v(t) = ‖d~r

dt
(t)‖ =

ds

dt
(t), T (t) =

~v(t)

v(t)
=
d~r

dt
(t)/‖d~r

dt
(t)‖, (1.3)donde s : [0, L(Γ)] → R representa la funión de longitud de aro.

r(t)

T(t)

v(t)

Notemos que si ~σ es la parametrizaión natural entones
T (s) =

d~σ

ds
(s) (1.4)debido a que ‖d~σ

ds (s)‖ = 1. Esto nos permite interpretar la parametrizaión natural omo aquella que se obtieneal reorrer la urva Γ on veloidad onstante unitaria, y además nos india que el vetor tangente sólo dependedel punto en el ual es alulado y no de la parametrizaión regular ~r asoiada a la urva, salvo por la orientaión.En efeto, si ~r1(τ) = ~r(θ(τ)) on θ una reparametrizaión, entones
d~r1
dτ

(τ)/‖d~r1
dτ

(τ)‖ =
d~r

dt
(θ(τ))

dθ

dτ
(τ)/‖d~r

dt
(θ(τ))‖|dθ

dτ
(τ)| = signo(dθ

dτ

)
T (θ(τ)).Enfatiemos que lo anterior nos permite alular el vetor tangente a Γ en el punto P ∈ Γ de dos manerasdistintas:



1.2. COORDENADAS ORTOGONALES 9(1) T (t) = d~r
dt (t)/‖d~r

dt (t)‖ donde t es tal que ~r(t) = P .(2) Calular la parametrizaión en longitud de aro ~σ(s) y alular
T (s) =

d~σ

ds
on s tal que ~σ(s) = P .En general, el proedimiento (1) es más direto y por lo tanto será el más utilizado.1.2. Coordenadas ortogonalesLas oordenadas artesianas no siempre son las más ómodas para desribir urvas (trayetorias), super�ies,volúmenes y otros objetos geométrios. En diversas oasiones el problema en estudio posee iertas simetrías queno se ven re�ejadas al utilizar estas oordenadas. Así, se hae evidente el estudiar formalmente un sistema deoordenadas arbitrario, al ual nos referiremos por sistema de oordenadas urvilíneas.En general, un sistema de oordenadas urvilíneas es una transformaión invertible ~r : D ⊆ R3 → R3, de modoque a todo triplete (u, v, w) ∈ D le orresponde un únio punto en el espaio

~r(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)).1.2.1. Triedro ortogonal y fatores esalaresAsoiado a un sistema de oordenadas urvilíneo, dado por ~r, se de�ne un triedro de vetores unitarios dela siguiente manera. Supongamos que ~r es difereniable, �jemos (u0, v0, w0) ∈ D y onsideremos la urvaparametrizada por u 7→ ~r(u, v0, w0). Si ‖ ∂~r
∂u (u0, v0, w0)‖ 6= 0, entones el vetor tangente a la urva en el punto

~r(u0, v0, w0) está bien de�nido y se expresa omo
û =

∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

/∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u0, v0, w0)

∥∥∥∥Similarmente, asumiendo que ‖ ∂~r
∂v (u0, v0, w0)‖ 6= 0 y ‖ ∂~r

∂w (u0, v0, w0)‖ 6= 0, los vetores tangentes v̂ y ŵ a lasurvas parametrizadas por v 7→ ~r(u0, v, w0) y w 7→ ~r(u0, v0, w) están bien de�nidos. Todo esto se establee aontinuaión.De�niión 1.2.1. Supongamos que ∂~r
∂u 6= 0, ∂~r

∂v 6= 0 y ∂~r
∂w 6= 0 en el punto (u0, v0, w0). De�nimos el triedro devetores unitarios, û, v̂ y ŵ, asoiados al sistema de oordenadas dado por ~r, en el punto ~r(u0, v0, w0), mediante

û =
∂~r

∂u
/

∥∥∥∥
∂~r

∂u

∥∥∥∥ , v̂ =
∂~r

∂v
/

∥∥∥∥
∂~r

∂v

∥∥∥∥ , ŵ =
∂~r

∂w
/

∥∥∥∥
∂~r

∂w

∥∥∥∥ . (1.5)También llamaremos fatores esalares a los siguientes valores reales
hu =

∥∥∥∥
∂~r

∂u

∥∥∥∥ , hv =

∥∥∥∥
∂~r

∂v

∥∥∥∥ , hv =

∥∥∥∥
∂~r

∂w

∥∥∥∥ . (1.6)De esta forma se obtiene que
û =

1

hu

∂~r

∂u
, v̂ =

1

hv

∂~r

∂v
, ŵ =

1

hw

∂~r

∂w
.



10 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3

ŵ

û

v̂

~r(u0, ·, w0)

~r(u0, v0, ·)

~r(·, v0, w0)

~r(u0, v0, w0)

Veamos ahora algunos sistemas de oordenadas lásios.1.2.2. Coordenadas ilíndriasPara este sistema de oordenadas la posiión de un punto ~P en el espaio queda determinada por tres variables,
ρ, θ y z, omo muestra la siguiente �gura:

+

θ

ρ ∈ [0,+∞[

θ ∈ [0, 2π[
z ∈ RP

ρ

z
Entones, la relaión entre las oordenadas ilíndrias y artesianas viene dada por

~r(ρ, θ, z) = (x(ρ, θ, z), y(ρ, θ, z), z(ρ, θ, z)) = (ρ cos θ, ρ sen θ, z).Reíproamente, a un punto desrito por lo valores x, y e z, en oordenadas artesianas, le orresponden lossiguientes valores en oordenadas ilíndrias
ρ =

√
x2 + y2, θ = arctan

(y
x

)
, z = z.



1.2. COORDENADAS ORTOGONALES 11Calulemos los fatores esalares y el triedro unitario asoiado a este sistema de oordenadas.
∂~r

∂ρ
= (cos θ, sen θ, 0) ⇒ hρ = 1,

∂~r

∂θ
= (−ρ sen θ, ρ cos θ, 0) ⇒ hθ = ρ,

∂~r

∂z
= (0, 0, 1) ⇒ hz = 1,obteniendo �nalmente que el triedro es:

ρ̂ = (cos θ, sen θ, 0), θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0), ẑ = k̂ = (0, 0, 1). (1.7)
b

x

y

z

ẑ

ρ̂

θ̂

1.2.3. Coordenadas esfériasUn tipo de geometría que aparee on freuenia en las apliaiones es la geometría esféria. Para el sistema deoordenadas ligado a esta geometría, la posiión de un punto ~P está determinada por un radio r y dos ángulos
θ y ϕ, omo se muestra en la �gura.

+

θ

P
ϕ

z
y

x
r

r ∈ [0,+∞[

ϕ ∈ [0, π]

θ ∈ [0, 2π[

Así, tenemos para un punto desrito usando los valores r, ϕ y θ la siguiente representaión
~r(r, ϕ, θ) = (r senϕ cos θ, r senϕ sen θ, r cosϕ).



12 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3Reíproamente, para un punto dado en oordenadas artesianas, es deir desrito usando x, y y z, se tiene larelaión
r =

√
x2 + y2 + z2, ϕ = arctan

(√
x2 + y2

z

)
, θ = arctan

(y
x

)
.Calulemos los fatores esalares y el triedro unitario

∂~r

∂r
= (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ) ⇒ hr = 1,

∂~r

∂ϕ
= (r cosϕ cos θ, r cosϕ sen θ,−r senϕ) ⇒ hϕ = r,

∂~r

∂θ
= (−r senϕ sen θ, r senϕ cos θ, 0) ⇒ hθ = r senϕ,obteniendo

r̂ = (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ), ϕ̂ = (cosϕ cos θ, r cosϕ sen θ,− senϕ), θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0). (1.8)

x

y

z

r̂

θ̂

ϕ̂

b

1.2.4. Coordenadas toroidalesEste nuevo sistema no orresponde exatamente a la noión de sistema de oordenadas de�nida anteriormente,pues no permiten desribir el espaio R3 ompleto. Sin embargo, el análisis anterior sigue siendo válido.En estas oordenadas, dado un radio mayor R �jo, la posiión de un punto ~P queda determinada por un radiomenor r y dos ángulos θ y ϕ omo muestra la �gura.
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b

b

R

r

x

y

z

ϕ
θ

El vetor posiión viene dado por:
~r(r, ϕ, θ) = ((R+ r senϕ) cos θ, (R+ r senϕ) sen θ, r cosϕ), r ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, 2π).Entones, los vetores unitarios y los fatores esalares resultan ser:

hr :
∂~r

∂r
= (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ); hr = 1,

hϕ :
∂~r

∂ϕ
= (r cosϕ cos θ, r cosϕ sen θ,−r senϕ); hϕ = r,

hθ :
∂~r

∂θ
= (−(R+ r senϕ) sen θ, (R+ r senϕ) cos θ, 0); hθ = (R+ r senϕ).De donde obtenemos

r̂ = (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ); ϕ̂ = (cosϕ cos θ, cosϕ sen θ,− senϕ); θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0).Es fáil veri�ar que r̂, θ̂ y ϕ̂ son mutuamente ortogonales.
b

b

~r

~θ

~ϕ

Notemos que en todos los sistemas de oordenadas anteriores, los triedros alulados resultan ortogonales.Esta propiedad no es válida en ualquier sistema de oordenadas. Sin embargo, en lo que sigue limitaremosnuestro estudio a sistemas de oordenadas que si satisfagan esta propiedad, los uales serán llamados sistemasortogonales.



14 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R31.2.5. Gradiente en oordenadas ortogonalesEn las apliaiones, muhas magnitudes esalares se expresan de manera natural omo una funión desrita enun sistema de oordenadas urvilíneas distinto al artesiano. A modo de ejemplo y motivaión, pensemos en elpotenial gravitaional engendrado por una partíula de masa M que se enuentra en el origen. Su expresiónen oordenadas artesianas es
V (x, y, z) = − GM√

x2 + y2 + z2
,mientras que en esférias se tiene

V (r, θ, ϕ) = V (r) = −GM
r
.Resulta entones interesante obtener una expresión para el gradiente de una funión difereniable f : Ω ⊆ R3 →

R3 en términos de un sistema de oordenadas urvilíneas dado.Sea ~r : D ⊆ R3 → R3 un sistema de oordenadas que supondremos ortogonal, y onsideremos la funión fdesrita usando este sistema, es deir f : (u, v, w) → f(~r(u, v, w)). Si esta funión es difereniable en todo
(u, v, w) ∈ D tal que ~r(u, v, w) ∈ Ω, graias a la regla de la adena se tiene

∂

∂u
(f ◦ ~r) = ∇f · ∂~r

∂u
= hu∇f · û,

∂

∂v
(f ◦ ~r) = ∇f · ∂~r

∂v
= hv∇f · v̂,

∂

∂w
(f ◦ ~r) = ∇f · ∂~r

∂w
= hw∇f · ŵ,donde hu, hv y hw son los fatores esalares, y (û, v̂, ŵ) el triedro, asoiados al sistema de oordenadas dadopor ~r. Entones, de la ortogonalidad de û, v̂ y ŵ deduimos que

∇f =
1

hu

∂

∂u
(f ◦ ~r)û+

1

hv

∂

∂v
(f ◦ ~r)v̂ +

1

hw

∂

∂w
(f ◦ ~r)ŵ. (1.9)Notemos que en el aso de las oordenadas artesianas, lo anterior orresponde a la expresión habitual para elgradiente

∇f =
∂f

∂x
ı̂+

∂f

∂y
̂+

∂f

∂z
k̂.Ejeriio. Exprese ∇f en oordenadas esférias y ilíndrias.Ejemplo 1.2.2. Volvamos al ejemplo del potenial gravitaional V = −GM

r . El ampo de fuerzas generado poreste potenial viene dado por ~F = −∇V , que de auerdo a la expresión (1.9), se esribe en oordenadas esfériasomo sigue
~F (r) = −GM

r2
r̂.Veri�quemos lo anterior mediante un álulo direto. Dado que

V (x, y, z) = − GM√
x2 + y2 + z2tenemos que

∂V

∂x
=

GMx

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
∂V

∂y
=

GMy

(x2 + y2 + z2)
3
2

,
∂V

∂z
=

GMz

(x2 + y2 + z2)
3
2

.Así se onluye la expresión
∇V =

GM

(x2 + y2 + z2)
3
2

(xî+ yĵ + zk̂) =
GM

x2 + y2 + z2

xî+ yĵ + zk̂√
x2 + y2 + z2

=
GM

r2
r̂.En general, hemos deduido que si g :]0;∞[→ R es una funión difereniable, entones g(r), omo funión en elsistema de oordenadas esférias representado por sus omponentes (r, θ, ϕ), tiene omo gradiente a la funión

∇g = g′(r)r̂. (1.10)



1.2. COORDENADAS ORTOGONALES 151.2.6. Diferenial de volumenEl objetivo de esta seión es desribir el diferenial de volumen para un sistema de oordenadas urvilíneasortogonal arbitrario. Para esto, onsideremos el paralelogramo de�nido por dos vetores ~a y ~b
A

~a

~b

θ

Es fáil ver que el área A de este paralelogramo viene dada por
A = ‖~a‖ · ‖~b‖ sen θ = ‖~a×~b‖.En el aso de un paralelepípedo de�nido por tres vetores ~a, ~b y ~c tal omo lo muestra la siguiente �gura
~a

~b

~c

− ~a×~b

‖~a×~b‖

h =
∣∣∣~c · (~a×~b)

‖~a×~b‖

∣∣∣

el volumen V viene dado por
V = base · altura =‖~a×~b‖

∣∣∣∣∣~c ·
(~a×~b)
‖~a×~b‖

∣∣∣∣∣ = |~c · (~a×~b)|.Notemos que ~c · (~a×~b) = det(~a,~b,~c).Si Ω ⊆ R3 es una región más ompliada, sabemos que
Vol(Ω) =

∫

Ω

1 dV =

∫∫∫

Ω

dxdydz,siempre que la integral exista. Deimos entones que el elemento de volumen en artesianas viene dado por
dV = dxdydz.Supongamos ahora que hemos desrito el onjunto Ω mediante un sistema de oordenadas (u, v, w) → ~r(u, v, w)on D = ~r−1(Ω). La fórmula de ambio de variables para la integral de una funión integrable f : Ω ⊆ R3 → Rviene dada por ∫

Ω

f =

∫

D

(f · ~r)|J~r| donde J~r es la matriz Jaobiana de ~r . (1.11)



16 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3Lo que apliado a nuestro aso implia
∫∫∫

Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫

D

f(~r(u, v, w))

∣∣∣∣ det

(
∂~r

∂u
,
∂~r

∂v
,
∂~r

∂w

) ∣∣∣∣ dudvdw.Apliando lo anterior a la funión onstante f ≡ 1 obtenemos que
Vol(Ω) =

∫∫∫

D

∣∣∣∣ det

(
∂~r

∂u
,
∂~r

∂v
,
∂~r

∂w

)∣∣∣∣dudvdw =

∫∫∫

D

∣∣∣∣
∂~r

∂w
·
(
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

)∣∣∣∣dudvdw.Conluyendo que en este aso
dV =

∣∣ ∂~r
∂w

· ( ∂~r
∂u

× ∂~r

∂v
)
∣∣dudvdw, (1.12)el ual se interpreta omo el volumen in�nitesimal que orresponde al paralelepípedo de�nido por lo lados ∂~r

∂udu,
∂~r
∂vdv, y ∂~r

∂wdw.

dv
du

dw

~r

b

b

∂~r
∂wdw

∂~r
∂vdv

∂~r
∂uduCuando ~r(u, v, w) de�ne un sistema ortogonal, entones

∂~r

∂u
= huû

∂~r

∂v
= hv v̂

∂~r

∂w
= hwŵ,donde û, v̂, y ŵ son mutuamente ortogonales y unitarios. Es direto entones ver que

∣∣ ∂~r
∂w

· ( ∂~r
∂u

× ∂~r

∂v
)
∣∣ = huhvhw,y por lo tanto, se onluye de (1.12) que en este aso se tiene

dV = huhvhw dudvdw. (1.13)En otras palabras, para alular el volumen de Ω se suma sobre todo (u, v, w) ∈ D el volumen del orrespondienteparalelepípedo retangular
̂

ı̂

k̂
v̂

ŵ

~u

hvdv

hudu

hwdw

~r(u, v, w)



1.2. COORDENADAS ORTOGONALES 17Ejemplo 1.2.3. Calulemos el diferenial de volumen para el sistema de oordenadas ilíndrias y esférias:Coordenadas ilíndrias: (ρ, θ, z).Tenemos que hρ = 1 , hθ = ρ , hz = 1, por lo tanto dV = ρdρdθdz.
ρ

dρ

ρdθ

z

θ

dz

dV = ρ dρ dθ dz

Coordenadas esférias (r, θ, ϕ).Tenemos que hr = 1 , hθ = r senϕ , hϕ = r, entones dV = r2 sen(ϕ)drdθdϕ.
dr

θ

r sen ϕdθ

r dϕ
dV = r2 sen ϕdr dθ dϕ

Finalmente, apliamos lo anterior a las oordenadas toroidales.Coordenadas Toroidales:Hemos visto que para el sistema de oordenadas toroidales:
b

b

R

r

x

y

z

ϕ
θ



18 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3la posiión de un punto viene dado por
~r(r, θ, ϕ) = ((R+ r senϕ) cos θ), (R+ r senϕ) sen θ, r cosϕ), r ∈ [0, R], θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π].De este modo, omo para una funión f = f(r, θ, ϕ) sabemos que (ref. (1.9))

∇f =
1

hr

∂f

∂r
r̂ +

1

hθ

∂f

∂θ
θ̂ +

1

hϕ

∂f

∂ϕ
ϕ̂,se obtiene la expresión

∇f =
∂f

∂r
r̂ +

1

R+ r senϕ

∂f

∂θ
θ̂ +

1

r

∂f

∂ϕ
ϕ̂. (1.14)Por otro lado, el diferenial de volumen

dV = hrhθhϕdrdθdϕse alula omo sigue
dV = r(R+ r senϕ)drdθdϕ. (1.15)1.3. Complementos sobre urvas1.3.1. Integrales sobre urvasDe�niión 1.3.1. Sea Γ una urva simple y regular en Rn, y sea f : Rn → R una funión ontinua de�nidaen Ω ⊇ Γ. De�nimos la integral de f sobre la urva Γ mediante:

∫

Γ

fdℓ :=

∫ b

a

f(~r(t))

∥∥∥∥
d~r

dt
(t)

∥∥∥∥ dt, (1.16)donde ~r : [a, b] → Rn es una parametrizaión regular de Γ.Es fáil veri�ar que el valor de la integral de�nida en (1.16) no depende de la parametrizaión regular elegida.Una apliaión de la integral sobre urvas es el álulo de la masa de un alambre parametrizado por ~r : [a, b] →
R3. En efeto, si suponemos que la densidad lineal de masa [gr/m℄ de este alambre está dada por la funiónontínua ρ(x, y, z), que depende de la posiión dentro del alambre, entones la masa total del alambre puedeaproximarse por

M ≃
N−1∑

i=0

ρ(~r(ti))‖~r(ti+1) − ~r(ti)‖. (1.17)Usando los mismos argumentos para de�nir la longitud de aro, podemos mostrar que uando el paso de lamalla ∆({ti}) tiende a ero, la suma anterior tiende a la integral de línea ∫
Γ
ρdℓ.Ejemplo 1.3.2. La densidad de masa de un alambre helioidal parametrizado por ~r(t) = (cos t, sen t, t), t ∈

[0, 2π], viene dada por
ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2.Luego, la masa total del alambre será

M =

∫ 2π

0

(cos2 t+ sen2 t+ t2)‖(− sen t, cos t, 1)‖dt

=
√

2

∫ 2π

0

(1 + t2)dt =
√

2

(
2π +

8

3
π3

)
.



1.3. COMPLEMENTOS SOBRE CURVAS 19El entro de masa de una urva Γ ⊆ R3, uya densidad lineal de masa es ρ : R3 → R, se de�ne omo el puntode oordenadas:
xG =

1

M

∫

Γ

xρ dℓ, yG =
1

M

∫

Γ

yρ dℓ, zG =
1

M

∫

Γ

zρ dℓ,donde M es la masa total de la urva.Ejemplo 1.3.3. El entro de masa de la hélie del ejemplo 1.3.2 está dado por
xG =

1

M

∫ 2π

0

cos t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3π

3)

∫ 2π

0

t2 cos t dt =
6

(3 + 4π2)
,

yG =
1

M

∫ 2π

0

sen t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3π

3)

∫ 2π

0

t2 sen t dt =
−6π

(3 + 4π2)
,

zG =
1

M

∫ 2π

0

t (1 + t2)
√

2 dt =
1

(2π + 8
3π

3)
(2π2 + 4π4) =

3π(1 + 2π2)

(3 + 4π2)
.1.3.2. Curvatura y vetor normalEn primera aproximaión, la trayetoria de una partíula que se mueve siguiendo la parametrizaión ~r(t), seaproxima a una reta uya direión viene dada (loalmente) por el vetor tangente T (t). Cuando estudiamos lasvariaiones de la veloidad, esto es la aeleraión de la partíula, vemos que esta se produe ya sea por el ambioen la magnitud de la veloidad, o bien ambios en la direión de la veloidad. Así por ejemplo, en movimientoretilíneo (T (t) es onstante) la únia aeleraión posible proviene de la variaión de la rapidez y está dada por

d2s
dt2 T (t). Por el ontrario, en un movimiento a lo largo de una irunferenia de radio R a veloidad angularonstante ω, la rapidez es onstante e igual a ωR. Sin embargo, por efeto del ambio en la direión de laveloidad aparee una aeleraión entrípeta de magnitud ω2

R y que apunta haia el entro de la irunferenia.En lo que sigue veremos que en un movimiento general ~r(t), la aeleraión puede desomponerse en estos dostipos de aeleraiones: una omponente tangenial y una omponente de tipo entrípeta. Para ello identi�-aremos la irunferenia que mejor aproxima (instantáneamente) la trayetoria. Supondremos que todas lasparametrizaiones son al menos dos vees difereniables.
R

R

Figura 1.4: vetor tangente y urvatura.Intuitivamente, la urvatura aparee por efeto de la variaión del vetor tangente, respeto de la longitud dearo. Mientras más rápida sea esta variaión, más errada será la urva y menor el radio de la misma.De�niión 1.3.4. De�nimos la urvatura de la urva Γ mediante
κ(s) :=

∥∥∥∥
dT

ds
(s)

∥∥∥∥ (1.18)Cuando κ(s) > 0 de�nimos el radio de urvatura y el vetor normal, respetivamente omo
R(s) :=

1

κ(s)
, N(s) :=

dT

ds
(s)

/∥∥∥∥
dT

ds
(s)

∥∥∥∥ (1.19)



20 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3Notemos que N(s) ⊥ T (s). En efeto, esto se obtiene de derivar la identidad ‖T (s)‖2
= 1, de modo tal que

0 =
d

ds
‖T (s)‖2

= 2T (s) · dT
ds

(s).Debido a lo engorroso que puede llegar a ser el álulo explíito de la parametrizaión en longitud de aro, vale lapena tener expresiones para la urvatura, radio de urvatura y vetor normal que sean alulables diretamente apartir de una parametrizaión regular ualquiera ~r(t). Eso es relativamente fáil utilizando la regla de la adenapues se tiene
dT

ds
=
dT

dt
· dt
ds

=
dT

dt

/
ds

dt
.En onseuenia

κ(t) =

∥∥∥∥
dT

dt
(t)

∥∥∥∥
/
ds

dt
(t) (1.20)

R(t) =
1

κ(t)
(1.21)

N(t) =
dT

dt

/∥∥∥∥
dT

dt

∥∥∥∥ (1.22)1.3.3. Vetor binormal y torsiónEn esta seión restringiremos nuestro estudio a n = 3.De�niión 1.3.5. De�nimos el vetor binormal B mediante
B = T ×N,donde la operaión × denota el produto ruz entre dos vetores de R3.

B

N

T

T

N

B

Figura 1.5: vetores tangente, normal y binormal.Hemos visto que los vetores T y N son ortogonales entre sí, pero pueden variar a medida que nos movemospor la urva. En onseuenia el vetor B variara también en general.Notemos que
dB

ds
=
dT

ds
×N + T × dN

ds
= κN ×N + T × dN

ds
= T × dN

ds
,obteniendo así que dB

ds es ortogonal a T . De otra parte, sabemos que
B · dB

ds
=

d

ds

(
1

2
‖B‖2

)
= 0,lo ual implia que dB

ds es también ortogonal a B, onluyendo �nalmente que dB
ds es proporional a N . Esto nospermite haer la siguiente de�niión.



1.3. COMPLEMENTOS SOBRE CURVAS 21De�niión 1.3.6. De�nimos la torsión asoiada a la urva omo la siguiente magnitud
τ(s) = −N(s) · dB

ds
(s).La torsión se puede interpretar omo la tasa a la ual el vetor binormal �persigue� al vetor normal. Notemosque no es neesario trabajar on la parametrizaión en longitud de aro ya que se tiene:

τ(t) = −N(t) ·
(
dB

dt
(t)/

ds

dt
(t)

)
. (1.23)Ejemplo 1.3.7. Consideremos la hélie ~r(t) = aρ̂(t) + ht

2π k̂

h

h

T
N

donde ρ̂(t) = (cos t, sen t, 0), θ̂(t) = (− sen t, cos t, 0) y k̂ = (0, 0, 1) denotan los vetores unitarios de las oorde-nadas ilíndrias. Notemos que dρ̂
dt (t) = θ̂(t) y dθ̂

dt (t) = −ρ̂(t). Se tiene que
T (t) = (aθ̂(t) + hk̂)/

√
a2 + h2, N(t) = −ρ̂(t),

B(t) = (ak̂ − hθ̂(t))/
√
a2 + h2,

dB

dt
(t) =

h√
a2 + h2

ρ̂(t),

τ(t) = h/(a2 + h2), k(t) = a/(a2 + h2).1.3.4. Fórmulas de FrenetConsiderando las de�niiones dadas en esta seión, las siguientes relaiones se satisfaen:(i) dT
ds = κN ,(ii) dN
ds = −κT + τB,(iii) dB
ds = −τN ,donde todas las funiones impliadas están evaluadas en s, el amino reorrido.Las relaiones (I) y (III) son onseuenias diretas de las de�niiones estableidas. Probemos la relaión (II):dado que N = B × T se obtiene

dN

ds
=
dB

ds
× T +B × dT

ds
= −τN × T +B × (kN) = τB − κT.



22 CAPÍTULO 1. CURVAS Y COORDENADAS ORTOGONALES EN R3Notemos que en la segunda igualdad se utilizaron las relaiones (I) y (III).Veamos iertas apliaiones de las fórmulas de Frenet.Proposiión 1.3.8. Las siguientes propiedades son iertas:1. Una urva on urvatura nula es una reta.2. Una urva sin torsión es una urva plana.Demostraión. 1) Si κ = 0, de la fórmula de Frenet (I) se tiene que dT
ds = 0, es deir, que T (s) = T0 onstantepara todo s. De esta manera se onluye que

~r(s) = ~r(0) +

∫ s

0

T0ds = ~r(0) + sT0.2) Si τ = 0, de la fórmula de Frenet (III) se tiene que dB
ds = 0, es deir, que B(s) = B0 onstante para todo s.Entones

d

ds
(B0 · ~r) = B0 ·

d~r

ds
= B · T = 0,y luego B ·~r es siempre onstante (e igual a B0 ·~r(0)), esto quiere deir que la urva pertenee al plano ortogonala B0 y que pasa por ~r(0), el ual esta dado por

B0 · (~r(s) − ~r(0)) = 0.

�1.3.5. Planos de FrenetSea Γ ⊆ R3 una urva regular y onsideremos ~r : [a, b] → R3 su parametrizaión en longitud de aro quesupondremos dos vees difereniable. Consideremos T (s) y N(s) los vetores tangente y normal (unitarios) a
~r en el punto s. Los vetores T (s) y N(s) determinan un plano, llamado plano osulador de ~r en el punto
s. Por de�niión el vetor binormal B(s) es unitario (en efeto si u y v son vetores entones ‖u× v‖ =

‖u‖2 ‖v‖2 − 〈u, v〉2) y es ortogonal al plano osulador por lo tanto un punto ~x ∈ R3 perteneerá a este plano sisatisfae la euaión:
(~x− ~r(s)) ·B(s) = 0. (1.24)El plano de�nido por los vetores N(s) y B(s) se llama plano normal de ~r en s y por lo tanto tiene por vetornormal a T (s). La euaión del plano normal esta dada por:
(~x− ~r(s)) · T (s) = 0. (1.25)Se llama plano reti�ante de ~r en s al plano que pasa por ~r(s) y que es ortogonal al plano osulador y al planonormal y por lo tanto tiene omo vetor normal a N(s). Su euaión viene dada por:
(~x− ~r(s)) ·N(s) = 0. (1.26)A las retas que pasan por ~r(s) y tienen vetores paralelos T (s), N(s) y B(s) se les llama, respetivamente,reta tangente, reta normal y reta binormal de ~r en s. Es laro que las euaiones paramétrias de estas retasorresponden respetivamente a

~x = ~r(s) + tT (s), t ∈ R, (1.27)
~x = ~r(s) + tN(s), t ∈ R, (1.28)
~x = ~r(s) + tB(s), t ∈ R, (1.29)donde t ∈ R es un parámetro.
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N(s)

B(s)

T(s)

Plano Rectificante

Plano Normal

Plano Osculador

Figura 1.6: planos osulador, normal y reti�ante.
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Capítulo 2
Super�ies
2.1. La noión de super�ieIntuitivamente una super�ie es un onjunto S ∈ R3 que loalmente se asemeja a un plano. El fenómeno físiomás erano podría ser el de una membrana delgada, donde una de las dimensiones (espesor) es despreiablefrente a las otras.

x

y

z

S

Así, las super�ies apareen en los modelos omo los onjuntos frontera que separan dos medios o dos fasesdentro de un �uido.De�niión 2.1.1. Un onjunto S ⊆ R3 se llama super�ie (o variedad bi-dimensional) si existe una funiónontínua ~r : Ω ⊂ R2 → R3 tal que
S = {~r(u, v) : (u, v) ∈ Ω},donde Ω es un onjunto onexo en R2. La funión ~r se llama parametrizaión de la super�ie.Podemos pensar en la parametrizaión ~r omo una funión que �tuere� el onjunto plano S en R3.25
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Ω

ϕ

Ilustremos esta idea on una super�ie toroidal de radios (R, a)

En el siguiente ejemplo veremos iertas parametrizaiones asoiadas a �guras geométrias onoidas.Ejemplos 2.1.2. El hemisferio superior del asquete esfério de radio R y entro en el origen
x

y

z

se puede parametrizar omo sigue:
~r1(θ, ϕ) = (R senϕ cos θ,R senϕ sen θ,R cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π/2],

~r2(x, y) = (x, y,
√
R2 − x2 − y2), (x, y) ∈ B̄(0, R).Consideremos también el siguiente manto de un ono
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h

a

y

x

z

Para esta �gura, algunas posibles parametrizaiones son:
~r1(x, y) = (x, y,

h

a

√
x2 + y2), (x, y) ∈ B̄(0, a),

~r2(r, θ) =
1√

h2 + a2
(ra cos θ, ra sen θ, rh), r ∈ [0,

√
h2 + a2], θ ∈ [0, 2π),

~r3(r, θ) = (r cos θ, r sen θ, rh/a), r ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π).Estas tres parametrizaiones se obtienen usando oordenadas artesianas, esférias y ilíndrias, respetiva-mente. Notemos ~r2 y ~r3 son suaves inluso en el vértie del ono, mientras que ~r1 presenta problemas dedifereniabilidad en este punto.Finalmente, la parametrizaión de la super�ie del Toro de radios (R, a):
b

b

R

r

x

y

z

ϕ
θviene dada por:

~r1(θ, ϕ) = ((R+ a senϕ) cos θ, (R+ a senϕ) sen θ, a cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, 2π).En los ejemplos anteriores hemos podido notar que al igual que para las urvas, existen varias parametrizaionesasoiadas a una misma super�ie.Terminamos esta seión haiendo las siguientes de�niiones.De�niión 2.1.3. Diremos que una super�ie es suave si admite una parametrizaión ontinuamente diferen-iable (C1). Una super�ie se dirá suave por pedazos si es una unión �nita de super�ies suaves.Diremos también que una super�ie es simple si admite una parametrizaión inyetiva.El onepto de super�ies regulares lo introduiremos más adelante.



28 CAPÍTULO 2. SUPERFICIES2.2. Vetores tangente y normal a una super�ieConsideremos una super�ie suave S ⊆ R3, uya parametrizaión ~r : D ⊆ R2 → R3 es suave y simple. Para unpunto (u0, v0) ∈ int(D) dado, las funiones ~r(·, v0) y ~r(u0, ·) de�nen urvas sobre S en una veindad de u0 y v0,respetivamente.
b

D

u0

v0

u

v

S

t̂u

t̂v

n̂

x

y

z

~r(·, ·)

De�nimos entones los vetores tangentes a S en ~r(u0, v0) de la manera siguiente:De�niión 2.2.1. Supongamos que ∂~r
∂u 6= 0 y ∂~r

∂v 6= 0 en el punto (u0, v0). De�nimos los vetores tangentes a
S en ~r(u0, v0) mediante

t̂u =
∂~r

∂u
/‖ ∂~r
∂u

‖; t̂v =
∂~r

∂v
/‖∂~r
∂v

‖, (2.1)donde ada una de estas funiones está evaluada en (u0, v0).Diremos que la parametrizaión ~r asoiada a la super�ie S es regular si los vetores tangentes t̂u y t̂v sonlinealmente independientes. En tal aso, llamaremos plano tangente al plano generado por t̂u y t̂v, y de�niremosel vetor normal a S en ~r(u0, v0) omo
n̂ = t̂u × t̂v/‖t̂u × t̂v‖. (2.2)Finalmente, diremos que una super�ie S es regular si admite una parametrizaión regular, y que es regularpor trozos si está ompuesta por una unión �nita de super�ies regulares.En general, los vetores tangentes t̂u y t̂v dependen de la parametrizaión. Sin embargo, el plano tangente y elvetor normal son únios, este último salvo por el signo.Ejemplo 2.2.2. Consideremos la esfera de radio R:

x

y

z

R

r̂ = n̂

θ̂ = t̂v
b

ϕ

θ

ϕ̂ = t̂u



2.3. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIE 29uya parametrizaión viene dada por
~r(ϕ, θ) = (R senϕ cos θ,R senϕ sen θ,R cosϕ), ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, 2π).Luego, los vetores tangentes son

t̂θ = θ̂ = (− sen θ, cos θ, 0) y t̂ϕ = ϕ̂ = (cosϕ cos θ, cosϕ sen θ,− senϕ),y el vetor normal es
n̂ = ϕ̂× θ̂ = r̂ = (senϕ cos θ, senϕ sen θ, cosϕ).Ejemplo 2.2.3. Para el manto de un ono de radio a y altura h:

b t̂θ = θ̂
t̂ρn̂

h

a

y

x

z

se tiene la siguiente parametrizaión
~r(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sen θ, ρh/a), ρ ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π).Entones, los vetores tangentes son:

t̂ρ := (ρ̂+
h

a
k̂)/
√

1 + (h/a)2 y t̂θ = θ̂,donde θ̂ orresponde al vetor unitario polar (desrito anteriormente para la esfera), k̂ = (0, 0, 1), y ahora
ρ̂ = (cos θ, sen θ, 0). Finalmente, el vetor normal asoiado es n̂ = (k̂ − h

a ρ̂)/
√

1 + (h/a)2.2.3. Area e integral de super�ieEl área de un paralelógramo de�nido por los vetores ~a y ~b está dada por ‖~a ×~b‖, lo ual se desprende de lasiguiente �gura:
A

~a

~b

θ



30 CAPÍTULO 2. SUPERFICIESEn resumen
A = ‖~a‖ · ‖~b‖ · | sen θ| = ‖~a×~b‖ (2.3)Luego, para aproximar el área de una super�ie proedemos a subdividir en pequeñas eldas omo se india enla siguiente �gura:
u

v
D

x

y

z

S
~r(·, ·)

Ampliamos la región ennegreida:
∆v

∆u
vj

ui

~r(·, ·)

b

~r(ui, vj)

≃ ∂~r
∂u

∆u

≃ ∂~r
∂v

∆v

~r(ui, vj) + ∂~r
∂u

∆u

De esta manera, podemos estimar el area (∆A)ij de la región ennegreida omo sigue
(∆A)ij ≃

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(ui, vj)∆u× ∂~r

∂v
(ui, vj)∆v

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥∆u∆v.Sumando se tiene
A(S) =

∑

i,j

(∆A)ij ≃
∑

i,j

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥∆u∆v.Pasando al límite, se demuestra que la suma onverge a la integral doble
∫∫

D

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv,lo ual motiva las siguientes de�niiones.De�niión 2.3.1. Sea S una super�ie simple y regular, y ~r : D ⊆ R2 → R3 una parametrizaión regular deésta. De�nimos el área de S mediante:
A(S) =

∫∫

D

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv.



2.3. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIE 31De�niión 2.3.2. Sea S una super�ie simple y regular, y ~r : D ⊆ R2 → R3 una parametrizaión regular deésta. Si ρ : Ω ⊆ R3 → R es una funión esalar ontinua de�nida en un abierto Ω que ontiene a S, de�nimosla integral de super�ie de ρ sobre S mediante:
∫∫

S

ρdA =

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv.Notemos que los oneptos antes de�nidos no dependen de la parametrizaión regular elegida, es deir, si ~r1 = ~r◦θes una reparametrizaión de la super�ie S, donde θ : D1 ⊆ R2 → D es un difeomor�smo (θ y θ−1 de lase C1),entones
∫∫

D1

ρ(~r1(s, t))

∥∥∥∥
∂~r1
∂s

(s, t) × ∂~r1
∂t

(s, t)

∥∥∥∥ dsdt =

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
(u, v) × ∂~r

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ dudv,on lo ual la integral ∫∫
D

ρdA no ambia bajo reparametrizaión. La demostraión es una simple apliaióndel teorema de ambio de variables para integrales dobles. En efeto, sabemos de la regla de la adena que lassiguientes igualdades son satisfehas:
∂~r1
∂s

=
∂~r

∂u

∂θu

∂s
+
∂~r

∂v

∂θv

∂s
;

∂~r1
∂t

=
∂~r

∂u

∂θu

∂t
+
∂~r

∂v

∂θv

∂t
.Por lo que se tiene

∂~r1
∂s

× ∂~r1
∂t

=
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

(
∂θu

∂s

∂θv

∂t
− ∂θv

∂s

∂θu

∂t

)
.Finalmente, apliando el teorema de ambio de variables se dedue

∫∫

D1

ρ(~r1(s, t))

∥∥∥∥
∂~r1
∂s

× ∂~r1
∂t

∥∥∥∥ dsdt =

∫∫

D1

ρ(~r(θ(s, t)))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥
∣∣∣∣
∂θu

∂s

∂θv

∂t
− ∂θv

∂s

∂θu

∂t

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

| det Jθ|

dsdt,

=

∫∫

D

ρ(~r(u, v))

∥∥∥∥
∂~r

∂u
× ∂~r

∂v

∥∥∥∥ dudv.Observaión 2.3.3. Es importante que la parametrizaión ~r(·) usada para alular ∫∫
S

ρdA sea simple y regularon el �n de evitar el sumar dos vees la misma región. El análogo en urvas es que la parametrizaión no debedevolverse y pasar dos vees por el mismo segmento de la urva.Notemos que si ρ representa densidad super�ial de masa o arga elétria, la integral ∫∫
S

ρdA representa lamasa total o la arga elétria total ontenida en la super�ie S, respetivamente. La noión de entro de masase extiende entones naturalmente al aso de super�ies de la siguiente manera:
xG =

1

M

∫∫

S

xρ dA; yG =
1

M

∫∫

S

yρ dA; zG =
1

M

∫∫

S

zρ dA, (2.4)donde M =
∫∫
S

ρ dA y dA =
∥∥ ∂~r

∂u × ∂~r
∂v

∥∥ dudv. Podemos resumir lo anterior on la siguiente notaión vetorial
~rG =

1

M

∫∫

S

~rρ dA, on ~r = (x, y, z). (2.5)En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferenial de masa está dado por dm = ρ dA.Observaión 2.3.4. Las de�niiones estableidas en esta seión pueden extenderse trivialmente al aso deuna super�ie S regular por trozos.



32 CAPÍTULO 2. SUPERFICIESEjemplo 2.3.5. Calulemos el area la super�ie de una esfera
x

y

z

R

uya parametrizaión sabemos que esta dada por
~r(θ, ϕ) = R(cos θ senϕ, sen θ senϕ, cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π].Apliando las fórmulas de�nidas en esta seión se obtiene
A(S) =

∫ π

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂θ
× ∂~r

∂ϕ

∥∥∥∥ dθdϕ =

∫ π

0

∫ 2π

0

∥∥∥R senϕ θ̂ ×Rϕ̂
∥∥∥ dθdϕ

=

∫ π

0

∫ 2π

0

R2| senϕ| dθdϕ = 4πR2.Ejemplo 2.3.6. El area de la super�ie del ono, que se ve en la siguiente �gura
h

a

y

x

z

y uya parametrizaión es
~r(ρ, θ) =

(
ρ cos θ, ρ sen θ,

ρh

a

)
, ρ ∈ [0, a], θ ∈ [0, 2π),viene dada por

A(S) =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂ρ
× ∂~r

∂θ

∥∥∥∥ dθdρ =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
(
ρ̂+

h

a
k̂

)
× ρθ̂

∥∥∥∥ dθdρ

=

∫ a

0

∫ 2π

0

ρ

∥∥∥∥k̂ −
h

a
ρ̂

∥∥∥∥ dθdρ =

√
1 +

(
h

a

)2

· 2π
∫ a

0

ρdρ = πa
√
a2 + h2.



2.3. AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIE 33Ejemplo 2.3.7. Calulemos �nalmente el area de la super�ie de un Toro de radios (R, a), donde a < R.
a RReordemos que la parametrizaión del Toro viene dada por

~r(θ, ϕ) = ((R+ a senϕ) cos θ, (R+ a senϕ) sen θ, cosϕ), θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, 2π).Luego, el area queda determinada omo sigue
A(S) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂θ
× ∂~r

∂ϕ

∥∥∥∥ dϕdθ =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∥∥∥(R+ a senϕ)θ̂ × aϕ̂
∥∥∥ dϕdθ

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

a|R+ a senϕ|dϕdθ =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

a(R+ a senϕ)dϕdθ = 4π2aR.Ejemplo 2.3.8. Calulemos el área del Helioide

Figura 2.1: helioide de radio 1 y altura 1Para esto parametrizamos en ilíndrias ~r(ρ, θ) = (r cos θ, r sen θ, rθ
2π ). De esta forma se obtiene:

A(S) =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥
∂~r

∂r
× ∂~r

∂θ

∥∥∥∥ dθdr =

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥r̂ ×
(
rθ̂ +

h

2π
k̂

)∥∥∥∥ dθdr

=

∫ a

0

∫ 2π

0

∥∥∥∥rk̂ −
h

2π
θ̂

∥∥∥∥ dθdr =

√
r2 +

(
h

2π

)2

dθdr

= h

∫ a

0

√
1 +

(
2πr

h

)2

dr =
h2

2π

∫ 2πa
h

0

√
1 + u2du

=
h2

2π
· 1

2

[
u
√

1 + u2 + ln
(
u+

√
u2 + 1

)] ∣∣ 2πa
h

0

=
h2

4π


2πa

h

√
1 +

(
2πa

h

)2

+ ln


2πa

h
+

√
1 +

(
2πa

h

)2



 .Por ejemplo, para a = 1 y h = 2π se tiene que

A(S) = π[
√

2 + ln(1 +
√

2)].



34 CAPÍTULO 2. SUPERFICIESFinalmente, la masa del anterior helioide uando la densidad es ρ(x, y, z) =
√

1 + x2 + y2, y h = 2π vienedada por
m =

∫ a

0

∫ 2π

0

√
1 + r2 ·

√
1 + r2dθdr = 2π

∫ a

0

(1 + r2)dr = 2π

(
a+

a3

3

)
.2.4. Super�ies orientablesTerminaremos este apítulo haiendo una de�niión que será se importante en el proximo apítulo.De�niión 2.4.1 (Informal). Diremos que una super�ie S es orientable si podemos deidir sin ambigüedadual es ada uno de los lados de al super�ie. En el aso que el vetor normal n̂ exista en todo punto de lasuper�ie (lo que ourre, por ejemplo, para una super�ie S regular), diremos que es orientable si el vetornormal puede ser de�nido omo una funión ontinua n̂ : S → R3.

~n

Ejemplo 2.4.2. La esfera unitaria puede orientarse según r̂ o según −r̂.
~r

−~r

x

y

z

b

Ejemplo 2.4.3. La banda de Möbieus, que se muestra en al siguiente �gura, no es orientable ya que se puedepintar toda la banda sin ambiar de lado. En otras palabras, ambos lados de la banda se onfunden.

Cuando S sea una super�ie errada y orientable, diremos que S está orientada según la normal exterior si lanormal apunta, para todo punto de la super�ie, en direión ontraria al volumen enerrado por la super�ie,y diremos que está orientada según la normal interior en aso ontrario.



2.5. EJERCICIOS 35Observaión 2.4.4. Si S es regular y ~ϕ : D ⊆ R2 → R3 es una parametrizaión regular de S podemos de�nirel ampo de normales omo
n̂ = n̂(~ϕ(u, v)) :=

∂~ϕ

∂u
(u, v) × ∂~ϕ

∂v
(u, v)/

∥∥∥∥
∂~ϕ

∂v
(u, v) × ∂~ϕ

∂v
(u, v)

∥∥∥∥ .Notemos además que ambiando el orden de las variables obtenemos la orientaión opuesta.2.5. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Considere la parametrizaión ~r : [0, 2π] → R3 de�nida por
~r(t) = (cos3 t, sen3 t, 0). La urva ~r([0, 2π]) reibe el nombre de astroide.

-1

1

(i) Calule el vetor tangente, normal y binormal, la urvatura y la torsion a la urva en los puntosdonde tenga sentido. Justi�que brevemente en uales puntos estas noiones están bien de�nidas.(ii) Calule además la parametrizaión en longitud de aro y el largo total de la urva.Soluión.El vetor tangente viene dado por:
T (θ) =

{
(− cos θ, sen θ, 0) 0 < θ < π

2 ∨ π < θ < 3π
2

(cos θ,− sen θ, 0) π
2 < θ < π ∨ 3π

2 < θ < 2π.Notemos que este vetor no esta de�nido en 0, π
2 , π,

3π
2 , 2π. En efeto,

ĺım
h→0+

~r(0 + h) − ~r(0)

h
= (−1, 0, 0)

ĺım
h→0−

~r(2π + h) − ~r(π)

h
= (1, 0, 0),entones ~r no es difereniable en 0 y 2π. Además,

ĺım
h→0+

~r(π
2 + h) − ~r(π

2 )

h
= (0, 1, 0)

ĺım
h→0−

~r(π
2 + h) − ~r(π

2 )

h
= (0,−1, 0),



36 CAPÍTULO 2. SUPERFICIESlo ual implia que ~r no es difereniable en π
2 . Así también

ĺım
h→0+

~r(π + h) − ~r(π)

h
= (1, 0, 0)

ĺım
h→0−

~r(π + h) − ~r(π)

h
= (−1, 0, 0)implia que ~r no es difereniable en π. Finalmente,

ĺım
h→0+

~r( 3π
2 + h) − ~r( 3π

2 )

h
= (0,−1, 0)

ĺım
h→0−

~r( 3π
2 + h) − ~r( 3π

2 )

h
= (0, 1, 0)implia que ~r no es difereniable en 3π

2 .El vetor normal está dado por:
N(θ) =

{
(sen θ, cos θ, 0) 0 < θ < π

2 ∨ π < θ < 3π
2

(− sen θ,− cos θ, 0) π
2 < θ < π ∨ 3π

2 < θ < 2π.El vetor binormal es determinado omo sigue:Para 0 < θ < π
2 ∨ π < θ < 3π

2 ,
B(θ) = T ×N =

∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
− cos θ sen θ 0
sen θ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0,−1).Y para π

2 < θ < π ∨ 3π
2 < θ < 2π:
B(θ) = T ×N =

∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
cos θ − sen θ 0
− sen θ − cos θ 0

∣∣∣∣∣∣
= (0, 0,−1).La urvatura de esta �gura viene dada por:Para 0 < θ < π

2 ∨ π < θ < 3π
2 y π

2 < θ < π ∨ 3π
2 < θ < 2π:

k(θ) =

∥∥∥∥
dT

dθ

∥∥∥∥ /
∥∥∥∥
d~r

dθ

∥∥∥∥ = 1.La torsión se alula para 0 < θ < π
2 ∨ π < θ < 3π

2 omo:
k(θ) =

dB
dθ ·N(θ)

‖|d~r
dθ‖|

= 0 ·N(θ) = 0.Finalmente, la parametrizaión en longitud de aro es la siguiente
s(t) =

∫ t

0

‖|d~r
dθ

‖|dθ =
3

2

∫ t

0

sen 2θdθ =
3

4
(1 − cos(2t)),lo ual implia que t(s) = 1

2 arc cos(1 − 4s
3 ). Obteniendo

~r(t(s)) = (cos3(
1

2
arc cos(1 − 4s

3
)), sen3(

1

2
arc cos(1 − 4s

3
)), 0).Por lo tanto, el largo de la urva es l(Γ) = 6.



2.5. EJERCICIOS 372. Demuestre que las fórmulas:
x

y

z

++
ba

A(Rf ) =
b∫

a

2π
√

1 + f ′(x)2f(x)dx

y
x

y

z

A(Sf ) =
∫ b

a
2πx

√
1 + f ′(x)2dx

usadas para las áreas de revoluión de una funión f : [a, b] −→ R en torno al eje x e y respetivamente,son onsistentes on la de�niión de área dada en este apítulo.Demostraión.Para el eje x: Si �interambiamos� mentalmente el eje x on el eje z y utilizamos oordenadas ilíndrias,podemos esribir la super�ie de revoluión de f en torno a x (ahora z) omo:
−→
S (z, θ) = f(z)ρ̂+ zk̂, (z, θ) ∈ [a, b] × [0, 2π]Reordamos la de�niión de área

A(S) =

∫∫

S

∥∥∥∥
∂−→σ
∂u

× ∂−→σ
∂v

∥∥∥∥ dudv.Así, alulamos lo siguiente:
∂
−→
S

∂θ
= f(z)θ̂,

∂
−→
S

∂z
= f

′
(z)ρ̂+ k̂.Luego

∂
−→
S

∂θ
× ∂

−→
S

∂z
= f

′
(z)f(z)θ̂ × ρ̂+ f(z)θ̂ × k̂ = f(z)[f

′
(z)k̂ + ρ̂].Conluyendo que ∫ b

a

∫ 2π

0

∥∥∥∥∥
∂
−→
S

∂θ
× ∂

−→
S

∂z

∥∥∥∥∥ ∂θ∂z =

∫ b

a

2πf(z)
√

1 + f ′(z)2dz



38 CAPÍTULO 2. SUPERFICIESy omo onsideramos interambiamos los roles de x on z, reuperamos la fórmula deseada.Para el eje y: Ahora interambiemos y on z, de este modo, la parametrizai'on es:
−→
S (x, θ) = xρ̂+ f(x)k̂, (x, θ) ∈ [a, b] × [0, 2π].Igual que antes:

∂
−→
S

∂x
= ρ̂+ f

′
(x)k̂

∂
−→
S

∂θ
= xθ̂.Por lo tanto,

∂
−→
S

∂x
× ∂

−→
S

∂θ
= xk̂ + xf

′
(x)(−ρ̂),uya norma es igual a |x|

√
1 + f ′(x)2, onluyendo que
∫ b

a

∫ 2π

0

x
√

1 + f ′(x)2∂θ∂x =

∫ b

a

2πx
√

1 + f ′(x)2dx.3. Calule el área de la interseión entre x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2.Soluión. Manipulando apropiadamente las euaiones que de�nen la super�ie a estudiar, se obtiene
x2 + y2 − x2 − z2 = 0 ⇒ (y + z)(y − z) = 0 ⇒ y = ±z,de este modo la parametrizaión de la super�ie está dada por

−→σ (θ, z) = aρ̂+ zk̂, (θ, z) ∈ [0, 2π] × [−a cos(θ), a cos(θ)].Observamos que el rango al que pertenee z esta limitado por y, que vale a cos(θ), y omo la super�ie essimétria, podemos onsiderar z > 0 y 0 < θ < π
2 , para después multipliar el resultado obtenido por 8(número de aras de la super�ie). Así, dado que ∂−→σ

∂θ = aθ̂ y ∂−→σ
∂z = k̂, se obtiene

∂−→σ
∂θ

× ∂−→σ
∂z

= aρ̂uya norma es igual a a. Por lo tanto,
∫ π

2

0

∫ a cos(θ)

0

aδzδθ = a

∫ π
2

0

a cos(θ)δθ = a2 sen(θ)|
π
2
0 = a2Deduimos entones que el valor del área requerida es 8a2.Ejeriios Propuestos1. Parametrizar la urva plana uyos puntos satisfaen lo siguiente : el produto de las distanias a dos foosen la absisa (A, 0) y (−A, 0) es onstante e igual a B > 0. (Lemnisata)2. (a) Sea Γ la urva desrita por un punto P de una irunferenia de radio R0, la ual rueda sin resbalarsobre otra irunferenia de radio mayor R > R0. Parametrie la urva resultante y determine la funiónde longitud de aro. Estudie la urvatura y la torsión donde tenga sentido.(b) Parametrizar la irunferenia que pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1).Indiaión: Note que el vetor (1, 1, 1) es normal al plano que ontiene a la irunferenia.



2.5. EJERCICIOS 393. Una partíula se mueve sobre el manto del ilindro de euaión x2 + y2 = 1 de forma tal que z = z(θ) essoluión de la euaión diferenial
d2z

dθ2
= z

z(0) = 1 ,
dz

dθ
(0) = 0,donde (r, θ, z) son las oordenadas ilíndrias.(a) Enuentre una parametrizaión de la urva γ desrita por la partíula (use a θ omo parámetro).(b) Calule la longitud de γ si θ ∈ [0, 2π].() Calule el vetor tangente, el normal y el binormal asoiado a γ, así omo su urvatura y su torsión.4. Calular la masa del alambre que sigue la interseión de la esfera x2+y2+z2 = 1 on el plano x+y+z = 0y uya densidad de masa está dada por la funión ρ(x, y, z) = x2.5. Considere una urva Γ ⊂ R3 on la siguiente propiedad : existe un punto ~P0 por el ual pasan todas lasretas normales a Γ (note que todo aro de irunferenia satisfae esta propiedad). Sea ~r(s) : [0, ℓ(Γ)] → R3una parametrizaión de Γ en longitud de aro.(a) Justi�que la existenia de una funión esalar ϕ : [0, ℓ(Γ)] → R tal que

~P0 = ~r(s) + ϕ(s) ~N(s)donde ~N(s) denota el vetor normal.(b) Demuestre que se umplen las siguientes igualdades
1 − k(s)ϕ(s) = 0

ϕ′(s) = 0

τ(s)ϕ(s) = 0,donde k(s), τ(s) son la urvatura y la torsión de Γ, respetivamente.() Conluya que Γ es una urva plana.(d) Demuestre �nalmente que Γ es un aro de irunferenia.6. Calule el área de la interseión entre x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2 donde a es una onstante.7. Considere el paraboloide de euaión x2 + y2 + z = 4R2 on R > 0 y el ilindro x2 + y2 = 2Ry. Calule elárea de la super�ie de�nida por la porión del ilindro que queda fuera del paraboloide.8. Calular la masa de una super�ie esféria S de radio R tal que en ada punto (x, y, z) ∈ S, uando ladensidad de masa es igual a la distania de (x, y, z) a un punto �jo (x0, y0, z0).9. Sea S el grafo de la funión f : [a, b] × [c, d] → R. Calular el vetor normal y probar que:
A(S) =

∫ b

a

∫ d

c

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.
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Capítulo 3Integraión de ampos vetoriales
3.1. Integral de trabajo (o de línea)En general se de�ne el trabajo realizado por un ampo de fuerza onstante ~F en un desplazamiento ~d omo

~F · ~d = Fd cos θ,donde θ es el ángulo entre estos vetores.
~F

θ

~dEste representa el trabajo que realiza la fuerza onstante ~F , la ual se enuentra presente en el medio, sobre unapartíula que se desplaza en línea reta y uyo movimiento está dado por ~d. En el aso de un desplazamientourvilíneo ~r(t) sometido a un ampo de fuerzas ~F no onstante, siguiendo el mismo argumento dado para lalongitud de aro, el trabajo se puede aproximar por la suma
W ≃

N−1∑

i=0

~F (~r(ti)) · (~r(ti+1) − ~r(ti)). (3.1)

~r(t0)

~r(t1)

~F0

~F1

~F2

41



42 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALESSe puede demostrar que si la parametrizaión ~r es suave y si el ampo de fuerzas ~F es ontinuo, entones lasuma anterior onverge haia la integral ∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt.Esto nos permite haer la siguiente de�niión:De�niión 3.1.1. Sea Γ una urva simple y regular, y sea ~F : Ω ⊆ Rn → Rn un ampo vetorial ontinuo.De�nimos la integral de trabajo (o integral de línea) de ~F sobre la urva Γ ⊆ Ω por
∫

Γ

~F · d~r :=

∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt,donde ~r : [a, b] → Rn es una parametrizaión regular de Γ.Es fáil veri�ar que esta integral no depende de la parametrizaión regular ~r elegida, salvo por el ambio designo que se produe uando se trabaja on una parametrizaión que invierta la orientaión de la urva Γ.Esto implia que la integral de trabajo esta bien de�nida sólo si la orientaión de la urva Γ está laramenteestableida.Ejemplo 3.1.2. Calulemos la integral del ampo ~F : R2 → R2, dado por ~F (x, y) = (3x + 4y, 2x + 3y2), a lolargo de la urva
x

y

z

Figura 3.1: irulo de radio 2 on orientaión positiva (anti-horario)Una parametrizaión posible es ~r : [0, 2π) → R2 tal que
~r(t) = (2 cos t, 2 sen t).Se obtiene que el trabajo realizado es

W =

∫ 2π

0

(6 cos t+ 8 sen t, 4 cos t+ 12 sen2 t) · (−2 sen t, 2 cos t) dt

=

∫ 2π

0

(−16 sen2 t+ 8 cos2 t)dt = −16π + 8π = −8π.Ejemplo 3.1.3. Sea ~F : R3 → R3 el ampo dado por ~F (x, y, z) = (x,−y, z). Considere además la urva dadaen el ejemplo anterior (extendiendo por 0 la terera oordenada). El trabajo resulta ser:
W =

∫ 2π

0

(2 cos t,−2 sen t, 0) · (−2 sen t, 2 cos t, 0) dt

=

∫ 2π

0

−8 sen t cos tdt = 0.
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Γ1 Γ2

~P

~Q

Consideremos ahora los dos aminos Γ1 y Γ2 dados por la �gura que van desde P = (1, 0, 0) hasta Q = (1, 0, 4):Sus parametrizaiones están dadas por
~r1(t) = P + t(Q− P ) = (1, 0, 4t), t ∈ [0, 1], y
~r2(t) = (cos(2πt), sen(2πt), 4t), t ∈ [0, 1].Los trabajos realizados son:

W1(t) =

∫ 1

0

(1, 0, 4t) · (0, 0, 4) dt =

∫ 1

0

16t dt = 8, y
W2(t) =

∫ 1

0

(cos(2πt),− sen(2πt), 4t) · (−2π sen(2πt), 2π cos(2πt), 4) dt

=

∫ 1

0

(−4π sen(2πt) cos(2πt) + 16t) dt =

∫ 1

0

16t dt = 8.Notemos que en el ejemplo anterior la integral de trabajo es igual a 0 en el aso de la primera urva que eserrada, y para la helioide, el trabajo sobre la urva Γ1 es el mismo que sobre la urva Γ2. De heho, se puedemostrar que para ualquier urva que una P y Q, esta integral tendrá el mismo valor. Esto se debe a que
~F = −∇g, donde g : R3 → R3 está dada por g(x, y, z) = (−x2 + y2 − z2)/2. En efeto

∫

Γ

~F · d~r =

∫ b

a

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt = −
∫ b

a

∇g(~r(t)) · d~r
dt

(t) dt

= −
∫ b

a

d

dt
[g(~r(t))] dt = g(~r(a)) − g(~r(b)),y esta última antidad depende solamente de los puntos extremos de la urva Γ y no de la forma que esta tenga.De esta manera motivamos el estudio de la siguiente seión.3.1.1. Campos onservativosDe�niión 3.1.4. Se dirá que un ampo ~F : Rn → Rn es onservativo si existe una funión difereniable

g : Rn → R tal que
~F = −∇g.En este aso la funión g se onoe omo el potenial de la funión ~F .



44 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALESAsí en el ejemplo 3.1.3, la funión g(x, y, z) = (−x2+y2−z2)/2 orresponde al potenial de la funión ~F (x, y, z) =
(x,−y, z).Antes de araterizar la existenia de ampos onservativos, onsideremos una urva Γ formada por la uniónde �nitas urvas regulares Γi, i = 1, ..., k. Una urva Γ de este tipo se dirá entones regular por trozos (o porpedazos), y se denotará por Γ = ∪k

i=1Γi, o por Γ = Γ1Γ2...Γk.Ejemplo 3.1.5. Consideramos la urva dada por el borde de un retángulo omo se muestra en la �gura:
1

Γ

Γ

Γ

Γ

2

3

4

Notemos que tanto una integral de línea, omo una de trabajo, pueden ser trivialmente de�nidas para una urva
Γ = ∪k

i=1Γi regular por trozos, de la manera siguiente:
∫

Γ

f dl =

k∑

i=1

∫

Γi

f dl y ∫

Γ

~F · d~r =

k∑

i=1

∫

Γi

~F · d~r. (3.2)Advirtamos que ada segmento Γi debe ser reorrido de manera onsistente on la orientaión de la urva.Finalmente, para una urva Γ on una orientaión dada, denotemos por Γ− la misma urva on la orientaióninversa. Es direto veri�ar las siguientes relaiones:
∫

Γ−
f dl = −

∫

Γ

f dl y ∫

Γ−

~F · d~r = −
∫

Γ

~F · d~r. (3.3)Teorema 3.1.6. Sea ~F : Ω ⊆ Rn → Rn un ampo vetorial ontínuo, y Ω una abierto onexo de Rn. Entoneslas tres propiedades siguientes son equivalentes:1. El ampo ~F es onservativo.2. Para toda urva Γ regular por trozos, y errada: es deir, la parametrizaión ~r asoiada satisfae que
~r(a) = ~r(b), se tiene ∫

Γ

~F · d~r = 0.3. Para ualquier par de urvas, Γ1 y Γ2, on igual punto iniial y �nal, se tiene
∫

Γ1

~F · d~r =

∫

Γ2

~F · d~r.Demostraión.1 implia 2: Sea h(t) = −g(~r(t)). Se tiene
dh

dt
(t) = −∇g(~r(t)) · d~r

dt
(t) = ~F (~r(t)) · d~r

dt
(t),de donde se obtiene que

∫

Γ

~F · d~r =

∫ t

0

~F (~r(t)) · d~r
dt

(t) dt = h(b) − h(a) = g(~r(a)) − g(~r(b)) = 0.



3.2. INTEGRAL DE FLUJO 452 implia 3: Basta onsiderar la urva errada Γ = Γ1 ∪ Γ−
1 .3 implia 1: De�namos g(p) = −

∫
Γ
~F · d~r donde Γ es una urva regular ualquiera uyo origen es unpunto x0 dado, y uyo punto �nal es p. De la hipótesis 3 sabemos que g no depende de la forma de Γ porlo que esta funión esta bien de�nida. Mediante un álulo simple veri�amos que ∇g = −~F .

�Ejemplo 3.1.7. Algunos ampos onservativos son:Campo onstante ~F ≡ ~F0, obteniendo que g(~x) = −~F0 · ~x, para todo ~x ∈ Rn.Campo de fuerza radial uyo módulo sólo depende de la distania al origen:
~F (~x) = φ(x2)~x,donde φ : Rn → R, y x es la magnitud de ~x. Esta funión sólo será de�nida para ~x 6= 0.En efeto, onsiderando Φ(τ) =

∫ τ

a
φ(s) ds y g(~x) = − 1

2Φ(x2), para todo ~x ∈ Rn, se onluye que ~F = −∇g.Una apliaión del último aso es el ampo gravitaional entre dos objetos de masa M y m:
~F (~x) = −GMm

x2
x̂,donde x̂ := ~x/x si ~x 6= 0, y G es la onstante gravitaional universal. Obteniéndose g(~x) = −GMm

x .3.2. Integral de �ujo3.2.1. Líneas de �ujo de un ampo vetorialLlamaremos ampo esalar a toda funión f : Ω ⊆ Rn → R y ampo vetorial a toda funión ~f : Ω ⊆ Rn → Rn.Nos onentraremos en los asos n = 2 y n = 3, y en general supondremos que los ampos son de lase C1.De esta forma se obtiene
~f(x, y, z) = (f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z)).



46 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALESRepresentaión grá�a
b

b

b

b

b

b

b

b

(x, y, z)

~f(x, y, z)

Ejemplo 3.2.1. Consideremos un �uido moviéndose en una región Ω ⊆ R3. Si a ada punto (x, y, z) ∈ Ω leasoiamos la veloidad de las partíulas en diho punto ~v(x, y, z) = (v1(x, y, z), v2(x, y, z), v3(x, y, z)) obtenemosel ampo vetorial de veloidades del �uido.
Ejemplo 3.2.2. Una pieza metália se alienta por un lado y se enfría por el otro. El alor �uye de regionesalientes a regiones frías on una veloidad proporional al gradiente de temperaturas:

~J = −k∇T (x, y, z),donde la onstante k > 0 se llama ondutividad térmia. Ilustremos este fenómeno on
~J = −k∇T, T (x, y, z) = temperatura en el punto (x, y, z).



3.2. INTEGRAL DE FLUJO 47Ejemplo 3.2.3. Las partíulas de un diso que gira on veloidad angular onstante ω están sujetas al ampode veloidades ~v : D ⊆ R2 → R2 dado por
~v(x, y) = ω(−y, x).

Ejemplo 3.2.4. La veloidad de las partíulas de un �uido on movimiento irular (omo uando quitamos eltapón del lavamanos) puede aproximarse por
~v(x, y) = ω

(
y

x2 + y2
,

−x
x2 + y2

)

Líneas de FlujoSea ~f : Ω ⊆ Rn → Rn un ampo vetorial. Si interpretamos ~f omo el ampo de veloidades de un �uido queoupa ierta región Ω, y dejamos una partíula suspendida en el �uido en una posiión dada, la trayetoriadesrita por diha partíula se llama línea de �ujo. Matemátiamente, las líneas de �ujo son las soluiones delsistema de euaiones difereniales
d~r

dt
(t) = ~f( ~r(t)). (3.4)Geométriamente, �ensartamos� una urva de manera que el vetor veloidad oinida on el ampo vetorial,omo se ve en la próxima �gura



48 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALES

Consideremos la línea de �ujo que pasa por ~r0 en el instante t = 0, y de�namos la funión Φ(t, ~r0) = omo laposiión de la partíula suspendida en esta línea de �ujo una vez trasurrido un tiempo t. Esta funión se llama�ujo asoiado al ampo ~f y está de�nida por la euaión diferenial




dΦ

dt
(t, ~r0) = ~f(Φ(t, ~r0))

Φ(0, ~r0) = ~r0

(3.5)Ejeriio 3.2.5. Desribir la líneas de �ujo del ampo gravitaional
~F (~r) = −GM~r

‖~r‖3
,y más generalmente las líneas del �ujo de un ampo radial

~f(~r) = g(‖~r‖)r̂.Ejeriio 3.2.6. Enontrar las líneas de �ujo de los ampos (−y, x) y ( y
x2+y2 ,

−x
x2+y2

)
.3.2.2. Integral de �ujo de un ampo vetorialConsideremos a un �uido sometido a un ampo de veloidades ~f y una super�ie S inmersa en este �uido omose muestra en la siguiente �gura:

En el resto de esta seión supondremos que S es una super�ie regular orientable (ver De�niión 2.4.1), uyoampo de vetores normales es denotado por n̂. Sea además ~ϕ una parametrizaión regular asoiada a estasuper�ie S, entones la antidad ~f(~ϕ(u, v)) · n̂(u, v) representa la veloidad ortogonal a S de las partíulas quepasan por el punto ~ϕ(u, v) ∈ S. Así, en un pequeño lapso de tiempo ∆t, la antidad de volumen de líquido queatraviesa un elemento de área (o de super�ie), dado por ∆A, es aproximadamente igual a
∆V ≃ [~f(~ϕ(u, v)) · n̂]∆A∆t.



3.2. INTEGRAL DE FLUJO 49Como ∆A ≃ ‖∂~ϕ
∂u × ∂~ϕ

∂v ‖∆u∆v, de la de�niión del ampo normal n̂ obtenemos que
∆V ≃ ~f(~ϕ(u, v)) ·

[
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

]
∆u∆v∆t,e integrando sobre la super�ie se dedue la expresión

∆VTOTAL ≃





∫∫

D

~f(~ϕ(u, v)) ·
[
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

]
dudv



∆t.En onseuenia, el audal (volumen por unidad de tiempo) que atraviesa la pared S puede estimarse omo

Q := ĺım
∆t→0

∆VTOTAL

∆t
=

∫∫

S

~f · n̂ dA. (3.6)Esta última expresión se pude obtener alternativamente omo sigue. Notemos que el volumen que atraviesa unelemento de super�ie ∆S en un intervalo de tiempo ∆t puede aproximarse por el volumen del paralelepípedodesrito por los vetores ∂~ϕ
∂u ∆u, ∂~ϕ

∂v ∆v, ~f∆t:
~f∆t

∂~ϕ
∂v ∆v

∂~ϕ
∂u ∆uLuego, dado que el volumen de un paralelepípedo de�nido por tres vetores ~a, ~b y ~c viene dado por

Vol(~a,~b,~c) = ~a · (~b× ~c),se obtiene
∆V = ~f∆t ·

[
∂~ϕ

∂u
∆u× ∂~ϕ

∂v
∆v

]
.Deduiendo para el audal Q la expresión

Q =

∫∫

S

~f · n̂ dA.De�niión 3.2.7. Sean S una super�ie orientada según el ampo de normales n̂ : S → R3, y ~f : Ω ⊆ R3 → R3un ampo vetorial ontinuo de�nido sobre un abierto Ω que ontiene a S. De�nimos la integral de �ujo delampo ~f sobre la super�ie S omo ∫∫

S

~f · d ~A :=

∫∫

S

~f · n̂ dA (3.7)Si ~ϕ : D ⊆ R2 → R3 es una parametrizaión regular de S tal que
n̂ =

∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v
/

∥∥∥∥
∂~ϕ

∂u
× ∂~ϕ

∂v

∥∥∥∥ ,entones ∫∫

S

~f · d ~A =

∫∫

D

~f(~ϕ(u, v)) ·
[
∂~ϕ

∂~u
(u, v) × ∂~ϕ

∂v

]
dudv.



50 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALESObservaión 3.2.8. Notemos que para dar sentido a la anterior integral de �ujo fue neesario espei�ar elampo de normales n̂. Así por ejemplo, si usamos n̂ = r̂ omo normal para la esfera, la integral es negativauando se trata de un audal que entra y vieversa. Si en ambio usamos la normal n̂ = −r̂ la interpretaión esla opuesta.Ejemplo 3.2.9. Proederemos a alular el �ujo del ampo elétrio generado por una arga Q en el origen, através del manto de le esfera S(0, R) orientado según la normal exterior.
~r

x

yR

z

Q b

Reordemos que el ampo elétrio produido por la arga Q viene dado por
~E =

Q

4πε0

r̂

r2
.De esta forma se obtiene el siguiente �ujo elétrio φ:

φ =

∫∫

S

~E · n̂ dA =

∫∫

S

Q

4πε0

1

R2
dA =

2π∫

0

π∫

0

Q

4πε0

1

R2
R2senθdθdϕ =

Q

ε0
.Ejemplo 3.2.10. Proederemos a alular el �ujo del ampo elétrio generado por una arga Q en el origen,sobre el plano in�nito z = 2.

2

QEn este aso la normal es onstante n̂ = k̂. Dado que ~E = Q
4πε0

(x,y,z)√
x2+y2+z2

3 , obtenemos que el �ujo elétrio φviene dado por
φ =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

~E · k̂dxdy =
Q

2πε0

∞∫

−∞

∞∫

−∞

1
√
x2 + y2 + 4

3 dxdy,y vía un ambio de variables a oordenadas polares se dedue que
φ =

Q

2πε0

∞∫

0

2π∫

0

1
√
r2 + 4

3 rdθdr =
Q

2ε0

∞∫

0

(4 + r2)−3/2rdr =
Q

ε0
[−(4 + r2)−1/2]

∣∣∣
∞

0
=

Q

2ε0
.



3.3. EJERCICIOS 51Ejemplo 3.2.11. Repitamos el ejemplo anterior pero ahora sobre el manto del ilindro in�nito x3 + y2 = a2.

x

y

z

a

Q b

Usaremos oordenadas ilíndrias, de esta forma se tiene que n̂ = ρ̂ = (cos θ, sen θ, 0) y
~E =

Q

4πε0

~r

‖~r‖3
=

Q

4πε0

ρρ̂+ zk̂
√
z2 + ρ2

3 .Por lo tanto el �ujo elétrio φ se alula omo sigue:
φ =

∞∫

−∞

2π∫

0

Q

4πε0
(
aρ̂+ zk̂

√
a2 + z2

3 · ρ̂)adθdz =
Q

2aε0

∞∫

−∞

1
√

1 + ( z
a )2

3 dz

=
Q

2ε0

∞∫

−∞

1
√

1 + u2
3 du =

Q

2ε0

∞∫

−∞

1

cosh2(τ)
dτ =

Q

2ε0
tgh(τ)

∣∣∣
∞

−∞
=
Q

ε0
.Notemos que el último ambio de variables fue u = senh τ , obteniendo du = cosh τdτ .3.3. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Considere el ampo ~F : R3 → R3 de�nido por:

~F (x, y, z) = (yz, xz, xy)y la región Ω de�nida por: x ≥ 0 y ≥ 0 z ∈ [0, b] x2 + y2 = a2 on a y b onstantes dadas, ambaspositivas.a) Evalúe las integrales de �ujo del ampo sobre ada una de las 5 aras de la región. Haga un bosquejoy onsidere la orientaión exterior.b) Interprete físiamente los 5 �ujos alulados, asi omo el �ujo total a través de Ω.Soluión:
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1L

2L

1T

T2Reordamos la de�niión de �ujo:
∫∫

δΩ

~FδS =

∫∫

S

(~F (~σ(u, v)) • n̂)

∥∥∥∥
δ~σ

δu
× δ~σ

δv

∥∥∥∥ δuδvCon δΩ la super�ie que enierra al volumen Ω, σ una parametrizaión de esa super�ie, ~F el ampo y n̂la normal en la que orientamos el ampo (asi siempre usaremos la exterior).Proedemos entones a parametrizar onvenientemente ada ara de Ω de modo de alular el �ujo enada ara:
L1: parametrizamos un retángulo, en y = 0:

~σ(x, z) = (x, 0, z) (x, z) ∈ [0, a] × [0, b]y nuestra normal exterior es n̂ = −ĵ, luego:
∫ a

0

∫ b

0

(0, xz, 0) • (−(0, 1, 0))δxδz =

∫ a

0

∫ b

0

−xzδxδz

= −
∫ a

0

x
b2

2
δx = −(

ab

2
)2Lo que signi�a que dado omo orientamos el �ujo (exteriormente), a traves de L1 esta entrando�ujo.

L2: parametrizamos un retángulo, en x = 0:
~σ(y, z) = (0, y, z) (y, z) ∈ [0, a] × [0, b]y nuestra normal exterior es n̂ = −î, luego:

∫ a

0

∫ b

0

(yz, 0, 0) • (−(1, 0, 0))δyδz =

∫ a

0

∫ b

0

−yzδyδz

= −
∫ a

0

y
b2

2
δy = −(

ab

2
)2Lo que signi�a que dado omo orientamos el �ujo (exteriormente), a traves de L1 esta entrando�ujo también.
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T1: Usamos oordenadas ilíndrias:

~σ(r, θ) = rρ̂+ bk̂ (θ, r) ∈ [0,
π

2
][0, a]y en este aso, nuestra normal exterior es k̂, entones nuestra integral:

∫ a

0

∫ π
2

0

r cos(θ)︸ ︷︷ ︸
x

r sen(θ)︸ ︷︷ ︸
y

r︸︷︷︸
‖‖

δθδr = −
∫ π

2

0

cos(θ) sen(θ)

2
a4δθEsto pues, las oordenadas del ampo en los ejes x e y se anulan al haer • on la normal, se sigueque:

= −a
4

4

∫ π
2

0

sen(2θ)δθ = −a
4

4
(
cos(2θ)

2
|

π
2
0 ) =

a4

8

T2: Usamos oordenadas ilíndrias de nuevo:
~σ(r, θ) = rρ̂ (θ, r) ∈ [0,

π

2
] × [0, a]y en este aso, nuestra normal exterior es −k̂, entones nuestra integral, analogamente al aso anterior:

−
∫ a

0

∫ π
2

0

r3 cos(θ) sen(θ)δθδr = −a
4

8Pues la integral es la misma salvo un signo. Este alulo podria haberse evitado, pues viendo lossignos de ambos �ujos alulados, en T1 sale �ujo, mientras que en T2 entra �ujo, por lo tanto,en suma se anulan, y esto es porque en ambas super�ies, que son simétrias, el ampo también essimétrio (pues no depende de z), luego solo diferirá lo alulado por los signos de las normales porlas uales orientamos el ampo para alular.Manto: Claramente, la buena idea es usar otra vez las oordenadas ilíndrias:
~σ(θ, z) = aρ̂+ zk̂ (θ, z) ∈ [0,

π

2
] × [0, b]podemos ver que geométriamente, la normal exterior al manto es ρ̂ (alularlo explíitamente), deeste modo nuestra integral es:

∫ π
2

0

∫ b

0

(az sen θ, az cos θ, a2 sen θ cos θ) • (cos θ, sen θ, 0)aδzδθ

∫ π
2

0

∫ b

0

2a2z sen(θ) cos(θ)δzδθ =

∫ π
2

0

a2b2 sen(2θ)δθ =
a2b2

2lo que signi�a que por el Manto, sale �ujo, sumando a los �ujos que entran por L1 y L2, se obtieneque el �ujo total a través de Ω es ero!.2. Calular la integral de �ujo del ampo ~f = 2xî + yxĵ + zxk̂ a través del triángulo de vérties (1, 0, 0),
(0, 2, 0) y (0, 0, 3). De�na ud. la orientaión.Respuesta: ∫∫

S

~f · d ~A = ±1.3. Calular la integral de �ujo del ampo ~f(x, y, z) = (0, 0,−1) = −k̂ a través del ono x2 + y2 = z2,
x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0. De�na ud. la orientaión.Respuesta: ∫∫

S

~f · d ~A = ±π.Ejeriios Propuestos



54 CAPÍTULO 3. INTEGRACIÓN DE CAMPOS VECTORIALES1. Sea el ampo vetorial ~F (x, y) = (2x + y2)̂ı + (3y − 4x)̂. Calular la integral de trabajo ∫
γ
~F · d~σ donde

γ es la lenteja formada por las euaiones x = y2 ; y = x2 ; x, y ≥ 0 reorrida en sentido anti-horario.2. Considere la urva plana Γ desrita por la siguiente euaión en oordenadas polares
ρ = a (1 − cos (θ)) a > 0, θ ∈ [0, 2π](i) Enuentre una parametrizaión para Γ. Grá�que esta parametrizaión detalladamente y enuentresus posibles irregularidades.(ii) Calule el largo de Γ.(iii) Calule el trabajo efetuado por el ampo vetorial

~F =

(
2xy2 cos

(
x2y2

)
+

2x

x2 + y2 + 1
, 2x2y cos

(
x2y2

)
+

2y

x2 + y2 + 1

)al dar una vuelta ompleta a la urva en el sentido anti-horario.3. Una partíula se mueve a lo largo de una trayetoria γ sobre el manto del paraboloide invertido de euaión
x2+y2 = −z de manera que la altura z y el ángulo θ en ilíndrias umplen la relaión z(θ) = −e−2θ, θ ≥ 0.Considere el ampo

~F (x, y, z) =
( 2xy

x2 + y2
+ x sin(x2),

−2xy

x2 + y2
− y2 cos(y3), ez

)Calule el trabajo del ampo a través de γ.Indiaión: ∫∞
0
e−x cos3(x)dx = 2

5 .4. Sea Γ la urva que se enuentra sobre la super�ie de�nida por
x2 + y2 =

z2

h2
, h > 0de forma tal que la altura z = z (θ) satisfae la euaión diferenial

dz

dθ
= z

z (0) = hdonde z y θ representan las oordenadas ilíndrias.i) Bosqueje la urva y demuestre que τ/k = h
√

2, donde τ y k orresponden a la torsión y urvatura de
Γ, respetivamente.ii) Considere el ampo vetorial ~F (x, y, z) =

(
1
x ,

1
y ,− 1

z2

). Sea Γ0 la restriión de Γ a θ ∈ [π
6 ,

π
3 ,
]. Caluleel trabajo realizado por el ampo ~F al desplazar una partíula a través de Γ0.5. Calular el �ujo del ampo ~f(x, y, z) = (x, y, z) a través del diso de�nido por las euaiones

x2 + y2 ≤ 25, z = 12,y orientado según la normal superior k̂.6. (a) Calule el �ujo del ampo ~F (x, y, z) = (x − y cos z, y − x, z − ey) a través de la super�ie del toro deeje de simetría z, entrado en el origen y de radios R0 y r0 (R0 > r0).(b) Calular la integral de super�ie ∫∫
Σ

∇φ · d~S si Σ es el hemisferio superior del asquete elipsoidal
x2

a2 +y2

b2 + z2

c2 = 1 orientado según la normal interior y φ es el ampo esalar φ(x, y, z) = (x+1)2+2(y−1)2+z2.



3.3. EJERCICIOS 557. Una partíula se mueve a lo largo de una trayetoria Γ de�nida sobre el asquete de una esfera unitaria,de manera que la altura z y el ángulo θ en ilíndrias umplen la relaión z(θ) = e−θ, donde θ ≥ 0.Considere el ampo
~F (x, y, z) =

( 2x

x2 + y2 + z2
+ x sen(x2),

−2y

x2 + y2 + z2
− y2 cos(y3), ez

)
.(a) Demostrar que el trabajo realizado por el ampo ~F a través de Γ es aotado superiormente por 3.Puede dar una ota más �na?.(b) Demuestre que el trabajo realizado es aotado inferiormente por −1/3 − e−1.Indiaión: En el desarrollo de esta pregunta deberá aotar expresiones que dependen de las funionesseno y oseno, así omo iertas integrales del tipo ∫ +∞

0
senu du uyo valor es inde�nido. Esto se logra demanera direta usando propiedades de aotamiento de las funiones seno y oseno.
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Capítulo 4Divergenia y rotor
4.1. El teorema de la divergenia.El teorema de la divergenia es un resultado fundamental del álulo vetorial. Formalmente, onsiste en unaexpresión del tipo ∫∫

∂Ω

~F · d~S =

∫∫∫

Ω

div(~F )dV (4.1)donde Ω ⊆ R3 y ∂Ω es una super�ie errada regular por trozos orientada según la normal exterior a la región Ω.El término div(~F ) orresponde a la divergenia de la funión vetorial ~F = (f1, f2, f3) de lase C1, e involuraderivadas pariales de ~F . Su expresión en el sistema de oordenadas artesianas es la siguiente:
div(~F ) =

∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

. (4.2)Resulta también útil la notaión
~∇ := ı̂

∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
, (4.3)obteniendo de esta forma la relaión

div(~F ) = ~∇ · ~F . (4.4)En la seión 4.2 daremos una expresión general para alular la divergenia para un sistema de oordenadasurvilíneas ortogonal arbitrario.En ierta forma, la fórmula (4.1) extiende al aso vetorial el teorema fundamental del álulo para funionesde una variable, el ual establee que para una funión derivable f : R → R se tiene
f(b) − f(a) =

b∫

a

f ′(x)dx.La expresión (4.1) oinide on la fórmula anterior uando ~F = f , Ω = [a, b] y ∂Ω = {a, b}.Antes de enuniar el teorema prinipal de esta seión, motivemos la obtenión de la expresión dada en (4.1) paraun aso simple. Supongamos que el onjunto Ω viene dado por el ubo de lado a > 0 y vértie ~r0 = (x0, y0, z0):
Ω = Ωa = [x0, x0 + a] × [y0, y0 + a] × [z0, z0 + a], (4.5)omo se ve en la siguiente �gura 57
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y

x

z

a

a

a

~r0

Llamemos Si a las 6 super�ies regulares asoiadas a las aras de este ubo, araterizando ada super�ie Simediante la normal exterior a ada una de ellas omo sigue:
S1 : n̂ = ı̂; S2 : n̂ = ̂; S3 : n̂ = k̂; S4 : n̂ = −ı̂; S5 : n̂ = −̂; S6 : n̂ = −k̂. (4.6)De�namos la super�ie errada y regular por trozos siguiente:

S = ∂Ω =

6⋃

i=1

Si, (4.7)a la ual asignaremos la orientaión dada por la normal exterior. Así, para todo ampo ~F se tiene
∫∫

∂Ω

~F · d~S =
6∑

i=1

∫∫

Si

~F · d~S. (4.8)Analiemos la integral anterior, para el ampo ontinuamente difereniable ~F (x, y, z) = f1(x, y, z)̂ı+f2(x, y, z)̂+

f3(x, y, z)k̂, sobre las super�ies S3 y S6

∫∫

S3

~F · d~S =

∫∫

S3

~F · k̂ dA =

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

f3(x, y, z0 + a)dydx,

∫∫

S6

~F · d~S =

∫∫

S6

~F · (−k̂) dA = −
x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

f3(x, y, z0)dydx.Sumando ambas integrales se obtiene:
∫∫

S3

~F · d~S +

∫∫

S6

~F · d~S =

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

[f3(x, y, z0 + a) − f3(x, y, z0)] dydx =

x0+a∫

x0

y0+a∫

y0

z0+a∫

z0

∂f3
∂z

(x, y, z) dzdydz.Repitiendo el proedimiento anterior para el resto de las super�ies Si se obtiene
∫∫

∂Ω

~F · d~S =

∫∫∫

Ω

(
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

)
dV =

∫∫∫

Ω

div(~F ) dV,



4.1. EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. 59que oinide on la expresión (4.1). Si bien esta relaión fue obtenida en un aso muy simple, omo lo es lafrontera de un ubo, podemos ya inferir lo siguiente:
div(~F )(~r0) = ĺım

a→0

1

Vol(Ωa)

∫∫

∂Ωa

~F · d~S = ĺım
a→0

�ujo de ~F a través de Ωavolumen de Ωa
. (4.9)Para probar (4.9) basta notar que el volumen del ubo Ωa es simplemente Vol(Ωa) = a3, y usar la expresión(4.1) y la igualdad de límites

ĺım
a→0

1

a

∫ t+a

t

g(τ) dτ = g(t),valida para toda funión g : R → R ontinua, y t ∈ dom g.La euaión (4.9) nos da una nueva expresión para la divergenia de un ampo ~F que no depende del sistema deoordenadas que se este utilizando, y que por lo tanto puede onsiderarse omo una de�niión de este operador.De�niión 4.1.1. Sea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un ampo vetorial ontinuamente difereniable (C1) en R3, on Ωabierto. Sea también un punto arbitrario dado ~r0 ∈ Ω. Consideremos una familia {Ωa}a>0 de abiertos aotadosontenidos en Ω uyas fronteras {∂Ωa}a>0 son super�ies regulares por trozos y orientadas según la normalexterior, que satisfaen:(i) ∀a > 0, ~r0 ∈ Ωa; (ii) Vol(Ωa) → 0 y diam(Ωa) := sup{‖x− y‖ : x, y ∈ Ωa} → 0 uando a→ 0.Entones, de�nimos la funión divergenia para la funión ~F , denotada por div ~F : Ω ⊆ R3 → R, omo lafunión que para ada punto ~r0 ∈ Ω le asoia el valor del límite dado en (4.9).Observaión 4.1.2. Dado que los super�ies frontera ∂Ωa son regulares, en la de�niión anterior se puedensustituir los volúmenes Ωa por su adherenia Ωa, en otras palabras, la familia de onjuntos {Ωa}a>0 puede estarompuesta tanto por abiertos omo por errados.Observaión 4.1.3. Se puede demostrar que el valor de la funión divergenia no depende de los volúmenes
Ωa elegidos. Sin embargo, la expresión para para la divergenia si. Por ejemplo, hemos visto en el desarrolloanterior que al elegir Ωa omo ubos de lado a, dados por (4.5), se dedue la onoida expresión de la divergeniaen oordenadas artesianas dada en (4.2).La relaión (4.9) nos permite además interpretar físiamente este operador omo el �ujo neto por unidad devolumen. Luego, si div(~F ) > 0 se onsidera que el �uido se expande, y si div(~F ) < 0 se onsidera que el �uidose ontrae.A ontinuaión probaremos el resultado prinipal de esta seión, estableiendo la relaión (4.1) para el aso deuna volumen Ω general.Teorema 4.1.4 (Teorema de Gauss de la divergenia). Sea Ω ⊆ R3 un abierto aotado uya frontera
∂Ω es una super�ie regular por trozos, orientada según la normal exterior. Sea ~F : Ω′ ⊆ R3 → R3 un ampovetorial de lase C1 sobre el abierto Ω′ ⊇ Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω. Entones

∫∫

∂Ω

~F · d~S =

∫∫∫

Ω

div(~F )dV.Demostraión. Dividimos Ω en una unión �nita de ubos, on la exepión que se da en la frontera de Ω,donde los pequeños volúmenes olindantes a esta tienen algún lado que no es vertial. Llamemos {Qi}n
i=1 a estadivisión.Notemos que ∫∫

∂Ω

~F · d~S =
n∑

i=1

∫∫

∂Qi

~F · d~S,
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n̂

Ω

∂Ω

ya que las integrales sobre las aras interiores se anulan mutuamente uando Qi es un ubo. Graias a la relaión(4.9) que es valida para para todo Qi que sea ubo, se obtiene lo siguiente:
∫∫

∂Qi

~F · d~S =

∫∫∫

Qi

(div ~F )dV, para todo Qi ubo. (4.10)En el aso que el volumen Qi no sea exatamente un ubo, ya que intersete la frontera, podemos usar lade�niión 4.1.1 de la funión divergenia para aproximar la integral ∫∫
∂Qi

~F · d~S por
∫∫

∂Qi

~F · d~S ≃ (div ~F )(~ri) Vol(Qi), para ierto ~ri ∈ Qi, (4.11)siempre uando Vol(Qi) y diam(Qi) sean su�ientemente pequeños. Denotando por Q̂i los volúmenes que inter-setan la frontera y por Q̄i los ubos que no la intersetan, de las relaiones (4.10) y (4.11) deduimos
∫∫

∂Ω

~F · d~S =
∑

i

∫∫

∂Q̄i

~F · d~S +
∑

i

∫∫

∂Q̂i

~F · d~S ≃
∑

i

∫∫∫

Q̄i

(div ~F )dV +
∑

i

(div ~F )(~ri) Vol(Qi).Conluimos notando que el lado dereho de la anterior euaión onverge a ∫∫∫
Ω

div(~F )dV uando las antidades
Vol(Qi) y diam(Qi) tienden a 0 para todo i (es deir, la división {Qi} se hae ada vez más �na), y que laaproximaión anterior se transforma en igualdad en el límite. �Observaión 4.1.5. El Teorema de la divergenia es también válido en dominios no aotados siempre que lasintegrales sean onvergentes.Ejemplo 4.1.6. Para el ampo vetorial ~f(x, y, z) = (x, y, z), se tiene que

∫ ∫

∂Ω

~f · d ~A = 3Vol(Ω),independiente de la forma de la región Ω ⊆ R3.Ejemplo 4.1.7. Para el ampo vetorial ~f = −~k, el �ujo a través del ono de radio a y altura h, uyo mantoes denotado por S y base por S1, omo muestra la �gura:
S

S1

h

a

y

x

z



4.1. EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. 61viene dado por ∫∫

S∪S1

~f · d ~A =

∫∫∫ono div(~f)dv = 0,y por lo tanto, para el manto S se tiene
∫∫

S

~f · d ~A = −
∫∫

S1

~f · d ~A = πa2.Ejemplo 4.1.8. La temperatura de una región de R3 está dada por
T (x, y, z) = x2 + y2 + z2.Calulemos el �ujo de alor, sobre la esfera de radio R (denotada por Ω), en funión de la ondutividad térmia

k del material. Para este aso se tiene que el ampo de temperaturas (instantáneo) asoiado a este potenialqueda de�nido omo
~f = −k∇T.Entones, el �ujo de alor asoiado es

Φ =

∫∫

∂Ω

~f · d ~A =

∫∫∫

Ω

div(~f) dV = −
∫∫∫

Ω

k div(∇T ) dV = −6k

∫∫∫

Ω

dV = −8kπR3.4.1.1. Divergenia de un ampo radialConsideremos un ampo ~f(x, y, z) = g(r)~r, on ~r = (x, y, z) y r = ‖~r‖, para ierta funión g : R → R de lase
C1. Esto último llevado a oordenadas artesianas nos die lo siguiente

f(x, y, z) =
(
xg
(√

x2 + y2 + z2
)
, yg

(√
x2 + y2 + z2

)
, zg

(√
x2 + y2 + z2

))
.Entones, la divergenia de ~f viene dada por

div(~f) =

[
g(r) +

xg′(r)
2r

2x

]
+

[
g(r) +

yg′(r)
2r

2y

]
+

[
g(r) +

zg′(r)
2r

2z

]

=3g(r) + rg′(r).Luego, ~f es a divergenia nula, es deir div(~f) = 0, si y sólo si g′

g = − 3
r , que equivale a deir ln g = −3 ln r+ cteonluyendo que

g(r) =
α

r3
, para ierta onstante α.Deduimos de esta forma la siguiente proposiión.Proposiión 4.1.9. Un ampo radial ~f = g(r)~r es a divergenia nula ssi g(r) = α

r3 para alguna onstante α(eventualmente α = 0).Ejemplo 4.1.10. El ampo elétrio y el ampo gravitaional son a divergenia nula, salvo en el orígen!.4.1.2. Flujo elétrio - Ley de GaussConsideremos ~E = Q
4πε0

~r
‖~r‖3 el ampo elétrio generado por una arga puntual Q situada en el orígen. Sea Ωun abierto en R3 de frontera regular ∂Ω orientada según la normal exterior. Calularemos el �ujo ∫∫

∂Ω
~E · d ~A.Si 0 /∈ Ω ∪ ∂Ω entones ∫∫

∂Ω
~E · d ~A =

∫∫∫
Ω

div( ~E)dV = 0, debido a la proposiión 4.1.9.



62 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTORConsideremos entones el aso 0 ∈ Ω. Tomemos r0 > 0 pequeño tal que B(0, r0) ⊆ Ω, y de�namos Ω′ =

Ω \ B(0, r0), de modo tal que 0 /∈ Ω′ ∪ ∂Ω′ y en onseuenia el �ujo para ∂Ω′ es 0, es deir ∫∫
∂Ω′

~E · d ~A = 0.Esto implia que
∫∫

∂Ω

~E · d ~A =

∫∫

∂B(0,r0)+

~E · d ~A =

π∫

0

2π∫

0

Q

4πε0

r̂

r20
· r̂ r20senθdϕdθ =

Q

ε0
,donde ∂B(0, r0)

+ el la frontera de la bola B(0, r0) orientada según la normal exterior.
∂ΩΩ

S−
r0

Supongamos ahora que en Ω hay n argas q1, ..., qn en las posiiones ~r1, ..., ~rn ∈ Ω. Entones, los amposelétrios de ada arga se superponen, es deir, ~E = ~E1 + ...+ ~En, obteniendo
∫∫

∂Ω

~E · d ~A =

n∑

i=1

∫∫

∂Ω

~Ei · d ~A =
q1
ε0

+ ...+
qn
ε0
. (4.12)Teorema 4.1.11. Sea ~E el ampo elétrio generado por un onjunto de argas puntuales repartidas en elespaio. Sea Ω un abierto de R3 tal que ninguna arga ae sobre ∂Ω. Entones

∫∫

∂Ω

~E · d ~A =
Q

ε0
,donde Q es la arga total enerrada por ∂Ω.Observaión 4.1.12. Análogamente, para el ampo gravitaional se tiene

∫∫

∂Ω

~E · d ~A = −4πGM, (4.13)donde M es la masa enerrada por ∂Ω.4.2. Divergenia en oordenadas urvilíneasSea ~r : D ⊆ R3 → R3 un sistema de oordenadas ortogonales. Consideremos el vetor ~r0 = ~r(u0, v0, w0). y elvolumen aotado
Ωε = {~r(u, v, w) : u0 ≤ u ≤ u0 + ε, v0 ≤ v ≤ v0 + ε, w0 ≤ w ≤ w0 + ε}.Notemos que el volumen Ωε puede verse omo un ubo de lado ε en el sistema de oordenadas dado por ~r.Sea también ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un ampo de lase C1 en el abierto Ω on ~r0 ∈ Ω. De�namos

Fu = Fu(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · û(u, v, w),

Fv = Fv(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · v̂(u, v, w),

Fw = Fw(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · ŵ(u, v, w).



4.2. DIVERGENCIA EN COORDENADAS CURVILÍNEAS 63Podemos entones reesribir ~F ◦ ~r omo ~F (~r(u, v, w)) = Fuû+ Fv v̂ + Fwŵ, deduiendo el siguiente alulo
∫∫

Ωε

~F · d~S =

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

[Fwhuhv(u, v, w0 + ǫ) − Fwhuhv(u, v, w0)]dvdu

+

u0+ε∫

u0

w0+ε∫

w0

[Fvhuhw(u, v0 + ǫ, w) − Fvhuhv(u, v0, w)]dwdu

+

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

[Fuhvhw(u0 + ǫ, v, w) − Fvhuhw(u0, v, w)]dwdv

=

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

[ ∂
∂u (Fuhvhw) + ∂

∂v (Fvhuhw) + ∂
∂w (Fwhuhv)]

huhvhw
huhvhwdwdvdu,donde hu = ∂~r

∂u/‖ ∂~r
∂u‖, hv = ∂~r

∂v/‖ ∂~r
∂v‖, y hw = ∂~r

∂w/‖ ∂~r
∂w‖ son los fatores esalares asoiados a ada omponentedel sistema de oordenadas ~r.Denotando

Γ(u, v, w) =
∂

∂u (Fuhvhw) + ∂
∂v (Fvhuhw) + ∂

∂w (Fwhuhv)

huhvhw
,y usando la expresión de diferenial de volumen dV = huhvhwdwdvdu y el teorema del valor medio paraintegrales multiples se obtiene

∫∫

∂Ωε

~F · d~S = Γ(uε, vε, wε)

u0+ε∫

u0

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

dV = Γ(uε, vε, wε)Vol(ωε),donde uε ∈ [u0, u0 + ε], vε ∈ [v0, v0 + ε], y wε ∈ [w0, w0 + ε]. Esta última igualdad junto on la de�niión 4.1.1de divergenia implia que
div(~F )(~r0) = ĺım

ε→0

∫∫
∂ωε

~F · d~S
Vol(ωε)

= Γ(u0, v0, w0).Es deir,
div ~F =

1

huhvhw
[
∂

∂u
(Fuhvhw) +

∂

∂v
(huFvhw) +

∂

∂w
(huhvFw)] (4.14)Reesribamos la funión divergenia en los sistemas de oordenadas más usuales:(i) Coordenadas artesianas: ~r(x, y, z) = (x, y, z), se obtiene

hx = hy = hz = 1; ~F = Fx ı̂+ Fy ̂+ Fz k̂,

div ~F =
∂

∂x
Fx +

∂

∂y
Fy +

∂

∂z
Fz.(ii) Coordenadas esférias: ~r(r, θ, ϕ) = (r cos θ senϕ, r sen θ senϕ, r cosϕ), se obtiene

hr = 1, hθ = r senϕ, hϕ = r; ~F = Fr r̂ + Fθ θ̂ + Fϕϕ̂,

div ~F =
1

r2 senϕ
[
∂

∂r
(Frr

2 senϕ) +
∂

∂θ
(Fθr) +

∂

∂ϕ
(Fϕr senϕ)].(iii) Coordenadas ilíndrias: ~r(ρ, θ, z) = (ρ cos θ, ρ sen θ, z), se obtiene

hρ = 1, hθ = ρ, hz = 1; ~F = Fρρ̂+ Fθ θ̂ + Fz k̂,

div ~F =
1

ρ
[
∂

∂ρ
(Fρρ) +

∂

∂θ
Fθ +

∂

∂z
(Fzρ)].



64 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTOR4.3. El teorema de StokesDe la misma forma que de�nimos la divergenia (ver de�niión 4.1.1) podemos de�nir el rotor asoiado a unampo ~F omo sigue.De�niión 4.3.1. Sea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un ampo vetorial ontinuamente difereniable (C1), on Ω abiertoen R3. Sea también un punto arbitrario ~r0 ∈ Ω, y onsideremos una familia {Ωa}a>0 de abiertos aotadosontenidos en Ω uyas fronteras {∂Ωa}a>0 son super�ies regulares por trozos y orientadas según la normalexterior, que satisfaen las propiedades (i) y (ii) de la de�niión 4.1.1. Entones, de�nimos la funión rotorpara la funión ~F , denotada por rot ~F : Ω ⊆ R3 → R3, omo la funión que para ada punto ~r0 ∈ Ω le asoia elvalor del límite (si existe):
rot(~F )(~r0) = ĺım

a→0

1

Vol(Ωa)

∫∫

∂Ωa

n̂× ~F dA, (4.15)donde n̂ es la normal (exterior) a ada super�ie ∂Ωa, y la operaión × denota el produto ruz en R3.Observaión 4.3.2. Al igual que en el aso de la divergenia, dado que las super�ies frontera ∂Ωa sonregulares, en la de�niión anterior la familia de onjuntos {Ωa}a>0 puede estar ompuesta tanto de abiertosomo de errados.La interpretaión físia que se le da al rotor asoiado a un ampo ~F es la de representar la veloidad angularloal de este, la ual se produe uando el �uido en el punto estudiado �rota� sobre sí mismo. De ahí el nombrede rotor o rotaional de ~F . Veamos esto mediante el siguiente ejemplo.Consideremos una rueda de altura h y aspas de radio r, y uyo entro esta ubiado en el punto (x, y, z). Estase sumerge en un �ujo dado por ~F omo muestra la �gura:

ρ̂

θ̂

ω̂

La veloidad tangenial de los puntos ubiados en el borde de la rueda es ~F · θ̂, de modo que la rapidez angularmedia w̄ se puede estimar de la siguiente manera
rw̄ = v̄T =

1

2πrh

h 2π∫∫

0 0

(~F · θ̂)r dθdz =
1

2πrh

∫∫

S

(~F · θ̂) dS,donde S denota el borde de la rueda (o manto del ilindro que esta forma), y v̄T denota la rapidez tangenialmedia. Usando propiedades del produto ruz y el heho que θ̂ = ŵ×ρ̂ se obtiene que ~F ·θ̂ = ~F ·(ŵ×ρ̂) = ŵ·(ρ̂× ~F ),lo que implia
w̄ =

1

2πr2h
ŵ ·
∫∫

S

(ρ̂× ~F ) dS =
1

2πr2h
ŵ ·
∫∫

S

(n̂× ~F ) dS,



4.3. EL TEOREMA DE STOKES 65ya que la normal exterior a la super�ie S es n̂ = r̂. Ahora, la normal exterior a las tapas del ilindro queforma la rueda es un fator de ŵ, entones la integral de �ujo anterior se anula en estas tapas. De esta formaobtenemos
w̄ =

1

2πr2h
ŵ ·
∫∫

Ch,r

(n̂× ~F ) dS =
1

2
ŵ ·


 1

Vol(Ch,r)

∫∫

Ch,r

(n̂× ~F ) dS


 ,donde Ch,r denota el ilindro de radio r y altura h formado por la rueda. Haiendo tender h y r a ero, seobtiene en el limite que

w(x, y, z) =
1

2
ŵ · rot(~F )(x, y, z). (4.16)Es deir, el rotor rot(~F ) oinide on la veloidad angular del �ujo ~F en el punto (x, y, z), salvo por el fator 1

2 ,tal omo lo habíamos anuniado.La de�niión 4.3.1 dada para la funión rotor de un ampo vetorial no es fáil de utilizar en la prátia, es poresto que en lo que sigue, daremos una expresión analítia para el rotor al menos en oordenadas artesianas. Enla seión 4.4 se vera omo alular el rotor de un ampo para un sistema de oordenadas urvilíneas ortogonalarbitrario.Consideremos a ontinuaión que ~F es un ampo vetorial de lase C1, y {Ωa} una familia de abiertos, aotadosde R3 on las mismas propiedades que en la de�niión 4.3.1. Para todo vetor ~v ∈ R3 se tiene que
~v ·


 1

Vol(Ωa)

∫∫

∂Ωa

(n̂× ~F ) dS


 =

1

Vol(Ωa)

∫∫

∂Ωa

~v · (n̂× ~F ) dS =
1

Vol(Ωa)

∫∫

∂Ωa

(~F × ~v) · n̂ dS.La expresión del lado dereho onverge a div(~F × ~v) uando a→ 0, obteniendo que
~v · rot(~F ) = div(~F × ~v). (4.17)Dado que ~v ∈ R3 es arbitrario, esta fórmula primero implia que el rotor existe bajo las mismas ondiiones queel operador divergenia (es deir, basta que el ampo ~F sea C1), y segundo, al reemplazar ~v = ı̂, ~v = ̂ y ~v = k̂,nos permite obtener la siguiente expresión

rot(~F ) = (rot(~F ) · ı̂) ı̂+ (rot(~F ) · ̂) ̂+ (rot(~F ) · k̂) k̂ = div(~F × î) ı̂+ div(~F × ̂) ̂+ div(~F × k̂) k̂.Desarrollando esta última igualdad deduimos una expresión analítia (en oordenadas artesianas) para elrotor, la ual estableeremos en la siguiente proposiión.Proposiión 4.3.3. Si ~F = f1 ı̂+ f2 ̂+ f3 k̂ un ampo de lase C1, entones su rotor viene dado por
rot(~F ) =

(
∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

)
ı̂+

(
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

)
̂+

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
k̂.Notemos que usando la notaión (4.3):

~∇ := ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
,podemos esribir el rotor de un ampo ~F omo sigue

rot(~F ) = ~∇× ~F . (4.18)Ejemplo 4.3.4. Un uerpo sólido gira en torno al eje k̂ on veloidad angular onstante igual a ωk̂. la veloidadde un punto en la posiión ~r es ~v = ω × ~r, vale deir, el ampo de veloidades es
~v(x, y, z) = ωk̂ × (xı̂+ ŷ+ zk̂) = −ωyı̂+ ωx̂
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ω

~r

̂

~v

k̂

ı̂De esta forma
rot(~v) = ~∇× ~v =

(
ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

)
× (−ωyı̂+ ωx̂)

= 2ωk̂ = 2~ω.Observaión 4.3.5. Si ~F representa el ampo de veloidades de un �ujo, omo en el aso del ejemplo anterior(~F = ~v), la ondiión rot(~F ) = 0 signi�a que el �uido no rota, es deir que una pequeña rueda sumergida enel �ujo se desplazará on este pero no rotará sobre si misma.
∇× ~f = 0 ∇× ~f 6= 0Así, ½rot ~F = 0 implia que no rota!Ejemplo 4.3.6. Consideremos el ampo ~v = y

x2+y2 ı̂+
x

x2+y2 ̂ que representa el �ujo en un lavamanos.Salvo por la singularidad en el orígen se tiene
∇× ~v =

(
ı̂
∂

∂x
+ ̂

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

)
×
(

y

x2 + y2
ı̂+

x

x2 + y2
̂

)

= k̂
∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
− k̂

∂

∂y

(
y

x2 + y2

)

= 0.Es deir, el �ujo is irrotaional, salvo en el origen.Teorema 4.3.7 (Teorema de Stokes). Sea S ⊆ R3 una super�ie simple, orientable y regular por trozos,uyo borde ∂S es una urva errada, simple y regular por trozos. Sea ~F : Ω′ ⊆ R3 → R3 un ampo vetorial delase C1 de�nido sobre un abierto Ω′ que inluye la super�ie S y su frontera ∂S. Sea �nalmente n̂ un ampode vetores normales que de�nen una orientaión para S y supongamos que la urva errada ∂S es reorrida demanera oherente on la eleión de la normal n̂, es deir, respetando la regla de la mano dereha. Entones
∮

∂S

~F · d~r =

∫∫

S

rot(~F ) · d~S. (4.19)



4.3. EL TEOREMA DE STOKES 67Figura 4.1: Teorema de Stokes
∂S

S

n̂

ı̂

̂

k̂

Demostraión. Dividimos la super�ie S en pequeños �uadrados� Si de área ∆Ai y normal n̂i (siguiendo ladireión dada por n̂) omo se muestra en la �gura
∆Ai

n̂i

S

Sea ∂Si la urva errada de�nida omo la frontera de la super�ie Si, orientada de manera oherente on lanormal n̂i. Además, a ada una de estas super�ies Si le asoiamos un paralelepípedo Ωi
h de base ∆Ai y altura

h omo se muestra en la siguiente �gura
n̂i

S

∆Ai h∆Ai

Para todo i �jemos un punto ~ri ∈ Ωi
h. Debido a la de�niión 4.15 de rotor se tiene que

rot ~F (~ri) ≃
1

h∆Ai

∫∫

∂Si

n̂× ~F dA. (4.20)Dado que la normal a las tapas superior e inferior del paralelepípedo Ωi
h es n̂ = n̂i y n̂ = −n̂i, respetivamente,notamos que el produto n̂i ·

∫∫
n̂ × ~F dA es ero uando la integral de super�ie en uestión es alulada enestas tapas. Además, para los uatro lados restantes del paralelepípedo Ωi

h se tiene que
n̂i · (n̂× ~F ) = −n̂i · (~F × n̂) = ~F · (n̂i × n̂) = ~F · T̂ ,



68 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTORdonde T̂ es el vetor tangente a la urva ∂Si. Entones, reordando que d~r = T̂ dr, de la euaión (4.20) seobtiene
rot ~F (~ri) · n̂i ≃

1

h∆Ai

∫ h

0

(∫

∂Si

~F · d~r
)
dh.La última igualdad es valida para toda altura h su�ientemente pequeña, por lo que al haer tender h a ero sein�ere que

rot ~F (~ri) · n̂i ∆Ai ≃
∫

∂Si

~F · d~r.Sumando esta expresión para todas las super�ies Si, se dedue lo siguiente
∑

i

rot ~F (~ri) · n̂i ∆Ai ≃
∑

i

∫

∂Si

~F · d~r =

∫

∂S

~F · d~r. (4.21)Notemos que en la ultima igualdad en (4.21) hemos usado que las integrales asoiadas a los lados internos delos paralelepípedos Ωi
h se anulan entre sí.Finalmente, onluimos notando que el lado izquierdo de (4.21) onverge a la integral ∫∫

S
rot(~F ) · d~S, y que laaproximaión anterior se vuelve igualdad en el límite. �Observaión 4.3.8. El símbolo ∮ simplemente denota que la integral de línea en uestión es sobre una urvaerrada. En lo que sigue, esta notaión y la usual ∫ serán utilizadas para este tipo de integrales.Ejemplo 4.3.9. Enontrar el trabajo realizado por la fuerza

~F (x, y, z) = (2xy3 sen z, 3x2y2 sen z, x2y3 cos z)en el desplazamiento alrededor de la urva de interseión del paraboloide z = x2 + y2, y el ilindro in�nito
(x− 1)2 + y2 = 1.Soluión Este trabajo está dado por la integral ∫

Γ
~F · d~r, donde Γ denota la urva errada formada por lainterseión entre el paraboloide y el ilindro. Por otro lado, es fáil veri�ar que para toda funión esalar f setiene la identidad

rot∇f = 0. (4.22)Luego, omo ~F = ∇f on f(x, y, z) = x2y3 sen z, deduimos que rot(~F ) = 0, y entones usando el teorema deStokes se onluye que el trabajo realizado es nulo.Un orolario del teorema de Stokes es la siguiente proposiión.Proposiión 4.3.10. Sea ~F : Ω ⊂ R3 → R3 un ampo de lase C1, uyo dominio Ω es simplemente onexo1.Entones la integral de trabajo ∫
Γ
~F · d~r no depende de la forma de la urva simple y regular Γ elegida (es deir,para todo par de urvas simples y regulares Γ1 y Γ2 que tienen el mismo punto de partida y �nal se tiene que∫

Γ1

~F · d~r =
∫
Γ2

~F · d~r) si y sólo si el rotor rot(~F ) de ~F es ero.Demostraión. Sabemos que la integral de trabajo ∫
Γ
~F · d~r no depende de la urva simple y regular elegidasi y sólo si el ampo ~F es onservativo (ver Teorema 3.1.6), es deir, si existe una funión esalar g tal que

~F = −∇g. Entones, graias a la identidad (4.22) se onluye que rot(~F ) = 0.Reíproamente, supongamos que el rotor de ~F es nulo. Sean Γ1 y Γ2 dos urvas simples y regulares on elmismo punto iniial y �nal. Al de�nir la urva errada Σ = Γ1 ∪ Γ−
2 y apliar el teorema de Stokes onluimosque ∮

Σ

~F · d~r = 0, y por lo tanto
∫

Γ1

~F · d~r −
∫

Γ2

~F · d~r =

∫

Γ1

~F · d~r +

∫

Γ−
2

~F · d~r =

∮

Σ

~F · d~r = 0.

�1Por de�nir



4.4. ROTOR EN COORDENADAS CURVILÍNEAS 69Observaión 4.3.11. El heho que el dominio Ω sea simplemente onexo es neesario para apliar el Teoremade Stokes sobre la urva errada Σ en la demostraión de la proposiión anterior. Esta propiedad de Ω nospermite deir que la super�ie enerrada por Σ es simple y regular por trozos, lo ual es una hipótesis delteorema.4.4. Rotor en oordenadas urvilíneasSea ~r : D ⊆ R3 → R3 un sistema de oordenadas ortogonales que satisfae la regla de la mano dereha ysea ~r0 = ~r(u0, v0, w0). Similarmente a lo realizado para la divergenia de un ampo vetorial, onsideremos elvolumen
Ωε = {~r(u, v, w) : u0 ≤ u ≤ u0 + ε, v0 ≤ v ≤ v0 + ε, w0 ≤ w ≤ w0 + ε}Sea ~F : Ω ⊆ R3 → R3 un ampo de lase C1, de�nido en un abierto Ω que satisfae que Ωε ⊆ Ω para todo ε > 0pequeño. De�nimos

Fu = Fu(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · û =
1

hu

~F · ∂~r
∂u
,

Fv = Fv(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · v̂ =
1

hv

~F · ∂~r
∂v
,

Fw = Fw(u, v, w) = ~F (~r(u, v, w)) · ŵ =
1

hw

~F · ∂~r
∂w

,donde hu = ‖ ∂~r
∂u‖, hv = ‖ ∂~r

∂v‖ y hw = ‖ ∂~r
∂w‖ son los fatores esalares asoiados al sistema de oordenadas dadopor ~r. De este modo ~F (~r(u, v, w)) = Fu(u, v, w)û + Fv(u, v, w)v̂ + Fw(u, v, w)ŵ, lo que se esribe simplementeomo ~F = Fuû+ Fv v̂ + Fwŵ.Para obtener rot(~F )(~r0) expresado en las oordenadas dadas por ~r, usaremos la expresión

rot ~F = (rot(~F ) · û)û+ (rot(~F ) · v̂)v̂ + (rot(~F ) · ŵ)ŵ.De la de�niión del rotor sabemos que
rot(~F )(~r0) = ĺım

ε→0

1

ε3

∫∫

∂Ωε

(n̂× ~F )dA. (4.23)Así, para expliitar el rotor rot(~F ) en ~r0 hay dos alternativas: utilizar (4.23) diretamente que onlleva aargumentos similares a los esgrimidos para el aso del operador divergenia (ver seión 4.2), o bien apliar elteorema de Stokes. Proederemos usando el teorema de Stokes, del ual se dedue que
∮

Σ

~F · d~r =

∫∫

Sǫ

rot(~F ) · d~S =

∫∫

Sǫ

rot(~F ) · û dA,donde Sε = {~r(u0, v, w) : v0 ≤ v ≤ v0 + ε, w0 ≤ w ≤ w0 + ε} y Σ = ∂Sε es la urva errada que orresponde a lafrontera de Sε. Ahora bien, al desomponer la integral de linea ∮
Σ
~F · d~r en uatro integrales, ada una asoiadaa un lado de Sε, obtenemos

∮

Σ

~F · d~r =

v0+ε∫

v0

~F · d~r +

w0+ǫ∫

w0

~F · d~r +

v0∫

v0+ε

~F · d~r +

w0∫

w0+ǫ

~F · d~r

=

v0+ε∫

v0

~F (~r(u0, v, w0)) ·
∂~r

∂v︸ ︷︷ ︸
Fv(u0,v,w0)hv(u0,v,w0)

dv +

w0+ǫ∫

w0

Fw(u0, v0 + ε, w)hw(u0, v0 + ε, w)dw

−
v0+ε∫

v0

Fv(u0, v, w0 + ε)hv(u0, v, w0 + ε)dv −
v0+ε∫

v0

Fw(u0, v0, w)hw(u0, v0, w)dw,



70 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTORque graias al teorema fundamental del álulo implia
∮

Σ

~F · d~r =

w0+ε∫

w0

v0+ε∫

v0

∂

∂v
(Fwhw)(u0, v, w)dvdw −

v0+ε∫

v0

w0+ε∫

w0

∂

∂w
(Fvhv)(u0, v, w)dwdv

=

w0+ε∫

w0

v0+ε∫

v0

[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)](u0, v, w)dvdw

=

∫∫

Sǫ

1

hvhw
[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)] dA.Utilizando el teorema del valor medio para integrales múltiples y haiendo ε→ 0 se dedue �nalmente que

rot(~F ) · û =
1

hvhw
[
∂

∂v
(Fwhw) − ∂

∂w
(Fvhv)].Argumentos análogos para el resto de las oordenadas onduen a

rot(~F ) =
1

hvhw
[
∂

∂v
Fwhw − ∂

∂w
Fvhv]û+

1

huhw
[
∂

∂w
Fuhu − ∂

∂u
Fwhw]v̂ +

1

huhv
[
∂

∂u
Fvhv − ∂

∂v
Fuhu]ŵ.Esta fórmula suele esribirse de manera abreviada omo

rot(~F ) =
1

huhvhw

∣∣∣∣∣∣

huû hv v̂ hwŵ
∂

∂u
∂
∂v

∂
∂w

Fuhu Fvhv Fwhw

∣∣∣∣∣∣
,que orresponde a rot(~F ) = ~∇× ~F on

~∇ = û
1

hu

∂

∂u
+ v̂

1

hv

∂

∂v
+ ŵ

1

hw

∂

∂w
.Ejemplo 4.4.1. Reesribamos el rotor en oordenadas ilíndrias y esférias.(i) Coordenadas ilíndrias: ~r(ρ, θ, z) = (ρ cos θ, ρ sen θ, z), se obtiene

hρ = 1, hθ = ρ, hz = 1; ~F = Fρρ̂+ Fθ θ̂ + Fkk̂,

rot(~F ) =
1

ρ

∣∣∣∣∣∣

ρ̂ ρθ̂ k̂
∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂z

Fρ ρFθ Fz

∣∣∣∣∣∣

=
1

ρ

[
∂Fz

∂θ
− ρ

∂Fθ

∂z

]
ρ̂+

[
∂Fρ

∂z
− ∂Fz

∂ρ

]
θ̂ +

1

ρ

[
∂

∂ρ
(ρFθ) −

∂Fρ

∂θ

]
k̂.(ii) Coordenadas esférias: ~r(r, ϕ, θ) = (r cos θ senϕ, r sen θ senϕ, r cosϕ), se obtiene

hr = 1, hϕ = r, hθ = r senϕ; ~F = Fr r̂ + Fϕϕ̂+ Fθ θ̂,

rot(~F ) =
1

r2 senϕ

∣∣∣∣∣∣

r̂ rϕ̂ r senϕθ̂
∂
∂r

∂
∂ϕ

∂
∂θ

Fr rFϕ r senϕFθ

∣∣∣∣∣∣

=
1

r2 senϕ

[
∂

∂ϕ
(Fθr senϕ) − ∂

∂θ
(Fϕr)

]
r̂

+
1

r senϕ

[
∂Fr

∂θ
− ∂

∂r
(Fθr senϕ)

]
ϕ̂+

1

r

[
∂

∂r
(Fϕr) −

∂Fr

∂ϕ

]
θ̂.



4.5. EL TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO 714.5. El teorema de Green en el planoEn esta seión veremos un resultado que se puede obtener omo una onseuenia direta del teorema de Stokes.Teorema 4.5.1 (Teorema de Green). Sea S ⊂ R2 una región aotada tal que su frontera ∂S es una urvaerrada y regular por trozos, orientada en el sentido anti-horario. Consideremos ~F : Ω′ ⊆ R2 → R2 un ampovetorial de lase C1 on Ω′ un abierto que ontiene a S y ∂S, y denotemos ~F = (f1, f2). Entones
∮

∂S

~F · d~r =

∫∫

S

(
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)
dA. (4.24)Observaión 4.5.2. Notemos que si onsideramos la extensión por ero a R3 del ampo ~F dado en el teoremaanterior, es deir ~F = (f1, f2, 0), y suponemos que la región S esta inmersa en el plano xy, entones la igualdad(4.24) se puede esribir omo ∮

∂S

~F · d~r =

∫∫

S

rot(~F ) · k̂ dA, (4.25)que oinide on el teorema de Stokes.Ejemplo 4.5.3. Apliamos el teorema de Green al álulo de áreas de regiones planas. Sea S ⊂ R2 una regiónen el plano xy que satisfae las hipótesis del teorema de Green. Si tomamos f1 = 0 y f2 = x en (4.24), seobtiene ∫∫

S

dxdy =

∮

∂S

x dy.Obviamente la integral del lado dereho de la última igualdad es el área A(S) de la región S. Si ahora f1 = −yy f2 = 0 se tiene
A(S) =

∫∫

S

dxdy = −
∮

∂S

y dx.Sumando ambas expresiones onluimos la igualdad
A(S) =

1

2

∮

∂S

(x dy − y dx).Esta fórmula nos permite alular un área en términos de una integral de línea.Apliquemos esta fórmula a la elipse x2/a2 + y2/b2 = 1. Para esto, reesribamos la elipse usando x = a cos t e
y = b sen t, luego se obtiene

A(elipse) =
1

2

2π∫

0

(xy′ − yx′) dt =
1

2

2π∫

0

(ab cos2 t− (−ab sen2 t)) dt = πab.Ejemplo 4.5.4. Consideremos el ampo vetorial
~F (x, y) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
.Notemos que el ampo ~F es ontinuamente difereniable (C1) en todos lados, salvo en el origen (x, y) = (0, 0)donde no está de�nido. Además, se tiene que

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

= 0.En efeto
∂f2
∂x

=
(x2 + y2) − 2x2

x2 + y2
=

−x2 + y2

x2 + y2
;

∂f1
∂y

= − (x2 + y2) − 2y2

x2 + y2
= −x

2 − y2

x2 + y2
=

−x2 + y2

x2 + y2
.



72 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTORSin embargo, la integral de línea ∫
Γ
~F · d~r es igual a 2π para ualquier urva Γ que da una vuelta (en sentidoanti-horario) alrededor del ero. Veremos esto para una irunferenia de radio R en R2, uya parametrizaión

~r : [0, 2π) → R2 está dada por ~r(θ) = (R cos θ,R sen θ). Entones
∫

Γ

~F · d~r =

2π∫

0

[f1(~r(θ))~r
′
1(θ) + f2(~r(θ))~r

′
2(θ)]dθ

=

2π∫

0

[−R sen θ

R2
(−R sen θ) +

R cos θ

R2
(R cos θ)]dθ =

2π∫

0

dθ = 2π.Esto muestra que la hipótesis de suavidad (ser de lase C1) del ampo ~F es fundamental para que el teorema deGreen se umpla.4.5.1. Fórmulas de GreenLas siguientes fórmulas son onseuenia del teorema de Gauss de la divergenia (ver Teorema 4.1.4).Proposiión 4.5.5 (Primera fórmula de Green). Sean f, g dos funiones esalares de lase C1 y C2,respetivamente. Consideremos un volumen Ω ⊆ R3 uya super�ie ∂Ω es errada, simple, regular por trozos yorientada según la normal exterior n̂. Entones
∫∫∫

Ω

(f∆g + ∇f · ∇g)dV =

∫∫

∂Ω

f
∂g

∂n
dA, (4.26)donde ∆g = ∂2g

∂x2 + ∂2g
∂y2 + ∂2g

∂z2 es el operador laplaiano apliado a la funión g, y ∂g
∂n = n̂ · ∇g es la derivadanormal de g.Demostraión. Consideremos el ampo vetorial en R3 de�nido por ~F = f ∇g. Notemos que

div ~F = div(f ∇g) = f ∆g + ∇f · ∇g.Además, dado que f es una funión esalar se tiene
~F · n̂ = f(n̂ · ∇g) = f

∂g

∂n
.Entones la igualdad (4.26) se dedue al apliar el teorema de la divergenia al ampo ~F . �Un orolario de la proposiión anterior es el siguiente resultado.Proposiión 4.5.6 (Segunda fórmula de Green). Sean f, g dos funiones esalares de lase C2. Consid-eremos un volumen Ω ⊆ R3 que umple on las hipótesis de la proposiión 4.5.5. Entones

∫∫∫

Ω

(f∆g − g∆f)dV =

∫∫

∂Ω

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dA. (4.27)Demostraión. La igualdad (4.27) se dedue diretamente al restar a (4.26), la misma euaión (4.26) perodonde los roles de f y g son interambiados. �



4.6. EJERCICIOS 734.6. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Sea S el hemisferio superior de la esfera x2 +y2 +(z−1)2 = 1. Consideremos el ampo def por ~F (x, y, z) =

(z sen(x) − y3, z cos(y) + x3, cos(xy)). Calule I =
∫∫

S
∇× ~Fd~S.Soluión: Utilizando el teorema de Stokes se sigue (queda omo ejeriio veri�ar las hipótesis)

I =

∫∫

S

∇× ~Fd~S =

∮

∂S

~F · d~rAntes de haer el álulo de la integral notemos que la frontera de S está de�nida por el onjunto {(x, y, z) |
x2 + y2 = 1 z = 1} la ual se puede parametrizar por ~r(θ) = (x(θ), y(θ), 1) = (cos(θ), sen(θ), 1), su vetortangente esta dado por T (θ) = (− sen(θ), cos(θ), 0) = (−y(θ), x(θ), 0). Por lo tanto, el integrando queda:(notaremos x, y en lugar de x(θ), y(θ))

~F (~r(θ)) · T (θ) = −y(sen(x) − y3) + x(cos(y) + x3)

= −y sen(x) + x cos(y) + y4 + x4

= − sen(θ) sen(cos(θ)) + sen(θ) sen(cos(θ)) + sen4(θ) + cos4(θ)La integraión de este ampo es direta utilizando los ambios de variables adeuados.Una forma muho mas senilla de haer el mismo álulo es utilizar el teorema de Gauss (de la divergenia).En efeto, Si onsideramos el onjunto Ω limitado por la super�ie Σ = S ∪ T donde T (la Tapa) es elonjunto de�nido por {(x, y, z) | x2 + y2 ≤ 1, z = 1} orientado segun la normal −k̂. Notando que
div(∇× ~F ) = 0 obtenemos

0 =

∫∫∫

Ω

div(∇× ~F )dV =

∫∫

Σ

∇× ~Fd~S =

∫∫

S

∇× ~Fd~S +

∫∫

T

∇× ~Fd~Sy por lo tanto ∫∫

Σ

∇× ~Fd~S = −
∫∫

T

∇× ~Fd~SPara este alulo, notamos que, dado que la super�ie T esta orientado según −k̂, sólo intereza alularla omponente z de ∇× ~F , la ual está dada por
(∇× ~F ) · k̂ =

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 3(x2 + y2).La parametrizaión de T es lásia: σ(r, θ) = (r cos θ, r sen θ, 1) donde r ∈ [0, 1] y θ ∈ [0, 2π] la normal es

−k̂ y la omponente de super�ie dS = rdr dθ, luego se onluye que
∫∫

Σ

∇× ~Fd~S = −
∫∫

T

∇× ~Fd~S =

∫ 2π

0

∫ 1

0

3r2 rdr dθ2. Sea Ω ⊆ R3 un abierto onexo por aminos de frontera regular ∂Ω = Σ1 ∪ Σ2. Considere la euaión delalor en régimen estaionario on ondiiones de borde mixtas.




∆u = 0 en Ω

u = T0 sobre Σ1

u = −αu sobre Σ2

(ECM)donde α > 0 y T0 ≥ 0 son onstantes onoidas.



74 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTORa) Pruebe que en el aso T0 = 0 se tiene u ≡ 0 en todo Ω. Indiaión pruebe que
∫∫∫

Ω

‖u‖2
dV + α

∫∫

Σ2

u2dA = 0.b) Deduza que la euaión (ECM) posee a lo más una soluión.) Resuelva (ECM) para el aso Ω = {~r ∈ R3 | a < ‖~r‖ < b} on 0 < a < b, Σ1 = S(0, a) y Σ2 = S(0, b).Indiaión: suponga que la soluión tiene simetría esféria.Soluión:a) Consideremos la euaión ∆u = 0 multipliando por u y luego integrando se tiene
∫∫∫

Ω

u∆udV = 0 (4.28)integrando por partes
∫∫∫

Ω

u∆u dV =

∫∫

∂Ω

u∇u · d~S −
∫∫∫

Ω

∇u · ∇u dVpero notemos que
∫∫

∂Ω

u∇u · d~S =

∫∫

Σ1

u∇u · d~S +

∫∫

Σ2

u∇u · d~S

= 0 +

∫∫

Σ2

u∇u · n̂dS

=

∫∫

Σ2

u
∂u

∂n
dS = −α

∫∫

Σ2

u2dSremplazando este resultado en la euaión (4.28) se demuestra la indiaión.Para onluir, notemos que la euaión
∫∫∫

Ω

‖∇u‖2
dV + α

∫∫

Σ2

u2dA = 0nos asegura que ∇u = 0 en Ω y u = 0 en ∂Ω. En efeto omo ‖∇u‖2 ≥ 0 ∀x ∈ Ω, u2 ≥ 0 ∀x ∈ ∂Ω,y α > 0 por la indiaión se tiene que neesariamente ‖∇u‖2
= 0 ∀x ∈ Ω y u2 = 0 ∀x ∈ ∂Ω salvoquizas por una antidad �nita de puntos, sin embargo dada la ontinuidad de las funiones ‖·‖ , ∇uy u podemos onluir que ∇u = 0 ∀x ∈ Ω y u = 0 ∀x ∈ ∂Ω.Como ∇u = 0 ∀x ∈ Ω y Ω es onexo neesariamente u es onstante en Ω, dada la ontinuidad de u(pedimos soluión al menos de lase C2) y el heho que u vale 0 en Σ2 neesariamente u = 0 en Ω.Observaión 4.6.1. : se puede usar diretamente la fórmula de green para demostrar la indiaión,lo ual resulta más fáil.Supongamos u y v soluiones de (ECM) y llamemos h = u − v laramente se tiene que ∆h = 0 en

Ω, h = 0 sobre Σ2 y ∂h
∂n = −αh sobre Σ1. Así h umple (ECM) on T0 = 0 y entones por la parteanterior se tiene que h = 0 en Ω lo que implia que u = v.Asumiendo que la soluión posee simetría esféria (es deir u solo depende de r)se obtiene que

∆u = 0 ⇐⇒ ∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
= 0 (4.29)



4.6. EJERCICIOS 75El alumno tiene que veri�ar este álulo.La fórmula (4.29) es una euaión diferenial ordinaria uya soluión está dada por
u(r) =

C1

r
+ C2Para enontrar los valores de las onstantes C1 y C2 veremos omo se omporta u en la fontera.Evaluando u en r = a (i.e. sobre Σ1)

u(a) = Ta =
C1

a
+ C2ahora derivando on respeto a r y evaluando en r = b (i.e. sobre Σ2)

∂u

∂n
(b) = −C1

b2
= −α

(
C1

b
+ C2

)El alumno debe justi�ar este álulo, es deir debe argumentar que para este problema la normalexterior orresponde a r̂ y por lo tanto ∇u ·n oinide on ∂u
∂r y por las ondiiones de borde se tieneque esto último es igual a −αu(b). resolviendo el sistema lineal

Ta =
C1

a
+ C2

C1

b2
= α

(
C1

b
+ C2

)se obtienen los valores de C1 y C2Ejeriios Propuestos1. Calule el �ujo de�nido por el ampo
~F (x, y, z) =

(
ey sin y + xy2z, ex cos zx2yz,

x√
x2 + y2

)a través de la super�ie lateral del ilindro de radio 1 que se enuentra entre los planos z = −1 y z = 1.Indiaión: Calule el �ujo total que sale del ilindro (inluyendo las tapas y usando el teorema de ladivergenia). Calule el �ujo a través de las tapas diretamente.2. Considere el volumen Ω ⊂ R3 de�nido por las ineuaiones:
{

|z| ≤ 2 − x2 − y2

(x− 1)2 + y2 ≤ 1(a) Bosqueje la región Ω.(b) Use el teorema de la divergenia para alular el �ujo del ampo ~F = ρρ̂ (en oordenadas ilíndrias)a través de ∂Ω orientada según la normal exterior.3. El empuje total que ejere el agua sobre un objeto de super�ie S está dado por
G =

∫∫

S

~F · d~Son
~F (x, y, z) =

{
(0, 0, ρg(h− z)) si z ≤ h
(0, 0, 0) si z > hdonde g es el módulo de la aeleraión de gravedad, ρ es la densidad del agua y h es la altura del nivel delagua. Demuestre que G es igual al peso del volumen de agua desplazado por el objeto.



76 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTOR4. Dado ~F : R3 → R3 un ampo vetorial onservativo de lase C1, demuestre que
∫∫

Σ

~F · n̂ dA =

∫∫∫

Ω

∆φdV,para ierta funión esalar φ : R3 → R. Hemos denotado aquí por Σ a una super�ie regular que enierraal volúmen Ω, la ual está orientada según la normal exterior n̂. Además, el operador laplaiano parauna funión esalar φ : R3 → R de lase C2 se ha de�nido omo
∆φ =

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
.5. Sea el ampo vetorial ~F (x, y, z) = (2x + 2, 4y − 4, 2z). Calular el �ujo de ~F a través del hemisferiosuperior del asquete elipsoidal

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1orientado según la normal interior.6. Calule el �ujo del ampo

~F (x, y, z) = (ez sen y + xy2z, ex cos z + x2yz, x2ez)a través del manto del ilindro de la �gura, orientado según la normal exterior.

x

y

z

a

h

7. Sean los ampos ~F , ~G : R3 → R3, y las funiones esalares ϕf, g : R3 → R todos de lase C1. Muestre lassiguientes identidades:(i) rot(∇ϕ) = 0.(ii) div(rot(~F )) = 0.(iii) div(~F × ~G) = ~G · rot(~F ) − ~F · rot(~G).(iv) div(∇f ×∇g) = 0.(v) rot(ϕ~F ) = ϕrot(~F ) + ∇ϕ× ~F .8. Sean φ, ψ : R3 → R dos funiones de lase C2. Sea Σ una super�ie orientable y C = ∂Σ su bordegeométrio, ambos orientados onsistentemente. Muestre que
∫∫

Σ

∇φ×∇ψ · ~dS =

∫

C

φ∇ψ · ~dℓ.



4.6. EJERCICIOS 779. Sea Ω ⊆ R3 un abierto no vaío, ~F : Ω → R3 un ampo vetorial y g : Ω → R un ampo esalar, ambosde lase C1. Pruebe que si S ∪ ∂S ⊂ Ω, donde S es una super�ie regular a trozos, entones se tiene lafórmula de integraión por partes
∫ ∫

S

g rot(~F ) · d~S =

∮

∂S

g ~F · d~r −
∫ ∫

S

∇g × ~F · d~S,siempre que las orientaiones de S y ∂S sean las adeuadas (explique).(iii) Sea Σ el hemisferio superior de la esfera x2 + y2 + (z − 1)
2

= 1 y sea el ampo vetorial de�nido por
~F (x, y, z) = (z sen(x) − y3, z cos(y) + x3, cos(xy)).Calule ∫∫

Σ

~∇× ~F · ~dS.10. Sea ~r = (x, y, z), r = ||~r|| y Σ+ = ∂{~r ∈ R3/a ≤ r ≤ b} orientada haia el exterior. Sean ~F : R3 → R3 y
f : R → R ambas de lase C1 tales que:

~F (~r) = f(r2)~r.(i) Veri�ar que
r2 div ~F (~r) =

d

dr
(r3f(r2)).(ii) Conluir que ∫∫

Σ+

~F · ~dS = 4π(b3f(b2) − a3f(a2)).Con la misma notaión, sea C+ una urva de extremos O = (0, 0, 0) y A = (0, 0, a), regular por trozos,reorrida desde O hasta A.(iii) Calular rot ~F (~r).(iv) Veri�ar que
∫

C+

~F · ~dℓ =
1

2

a∫

0

f(t)dt.



78 CAPÍTULO 4. DIVERGENCIA Y ROTOR



Parte IIFuniones de Variable Compleja
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Capítulo 5El plano omplejoEn este apítulo reordaremos la de�niión y algunas propiedades básias de los números omplejos. El estudiantefamiliarizado on estos oneptos puede pasar diretamente al apítulo 6.5.1. Estrutura algebraia del plano omplejoLa estrutura algebraia usual de R2 es la de espaio vetorial sobre el uerpo1 de los números reales de�nidapor las operaiones de adiión
(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)y multipliaión por esalar

λ(a, b) = (λa, λb),donde a, b, c, d, λ ∈ R. Desde el punto de vista algebraio, el plano omplejo C no es otra osa que R2 dotadode la operaión adiional produto de�nida por
(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).Este produto 2 entre vetores de R2 puede esribirse matriialmente omo

(
a
b

)
·
(
c
d

)
=

(
a −b
b a

)(
c
d

)
=

(
ac− bd
ad+ bc

)
.Es fáil veri�ar que (R2,+, ·) resulta ser un uerpo onmutativo, el ual se denota simplemente por C. Por otraparte, C ontiene una opia isomorfa del uerpo de los números reales R. Más preisamente, la funión

h : R → C
a → h(a) = (a, 0)es un isomor�smo que permite identi�ar R on el eje {(a, 0) ∈ C : a ∈ R}.Históriamente, los números omplejos fueron introduidos on el �n de resolver euaiones algebraias que notienen soluión en los números reales. El ejemplo anónio es la euaión

x2 = −1.Consideremos el omplejo (0, 1), el ual satisfae
(0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).1Para las de�niiones de espaio vetorial y de uerpo, el letor puede ver el apunte del urso de Álgebra.2No debe onfundirse la operaión · on el produto interno estándar, también onoido omo produto esalar, y que se de�neomo 〈(a, b), (c, d)〉 = ac + bd. 81



82 CAPÍTULO 5. EL PLANO COMPLEJODenotando i = (0, 1) e identi�ando (−1, 0) on −1 vía el isomor�smo h, podemos esribir
i2 = −1,de modo tal que i es una soluión de la euaión anterior3.Notemos además que las identi�aiones anteriores permiten esribir

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a · 1 + b · i = a+ ib,donde el produto entre i y b se denota simplemente ib. De ahora en adelante, el número omplejo z = (a, b)será denotado a+ ib, y diremos que su parte real es a y que su parte imaginaria es b, lo que se esribe a = Re(z)y b = Im(z) respetivamente.El omplejo onjugado de z = a+ ib se de�ne por
z = a− ib,y geométriamente orresponde a re�ejar z on respeto al eje horizontal asoiado a los números reales. Notemosque:

∀z1, z2 ∈ C, z1 + z2 = z1 + z2.
∀z1, z2 ∈ C, z1 · z2 = z1 · z2.

z = z ssi z ∈ R.
∀z ∈ C, (z) = z, y además z · z = a2 + b2 si z = a+ ib.
Re(z) = 1

2 (z + z).
Im(z) = 1

2i (z − z).Sea z = a+ ib 6= 0; para determinar su inverso z−1 multipliamos por z a ambos lados de la euaión z ·z−1 = 1,obteniendo así (z · z)z−1 = z. Pero la ondiión z 6= 0 implia que z · z = a2 + b2 > 0, por lo tanto
z−1 =

1

z · z z =
a

a2 + b2
− i

b

a2 + b2
.Ahora bien, dados z = a+ ib 6= 0 y w = c+ id, para alular w/z utilizamos las siguientes identidades:

w

z
= w · z−1 =

w · z
z · z =

ac+ bd

a2 + b2
+ i

ad− bc

a2 + b2
.A partir de lo anterior se deduen todas las reglas usuales del álgebra de los números omplejos, las uales sedejan al letor omo ejeriio.5.2. Estrutura métria del plano omplejoDado z = a+ ib ∈ C, su módulo se de�ne omo

|z| =
√
zz =

√
a2 + b2,y la distania entre dos números omplejos z1, z2 ∈ C se de�ne omo

d(z1, z2) = |z1 − z2|.Tenemos las siguientes propiedades:3Los números omplejos son muy útiles en Ingeniería Elétria, donde el símbolo i se reserva para denotar la orriente mientrasque se usa j para el omplejo (0, 1); nosotros utilizaremos i para denotar este último.
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A

b

Abierto

z0

ρ

A

Cerrado

b

Figura 5.1: Conjunto abierto y errado
∀z ∈ C, |z| ≥ 0, |z| = |z|, |Re(z)| ≤ |z| y |Im(z)| ≤ |z|.
|z| = 0 ssi z = 0. En términos de la funión distania: d(z1, z2) = 0 ssi z1 = z2.
∀z1, z2 ∈ C, |z1z2| = |z1||z2|.
∀z1, z2 ∈ C, |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|. En términos de la funión distania, se obtiene omo onseuenia ladesigualdad triangular:

∀z1, z2, z3 ∈ C, d(z1, z2) ≤ d(z1, z3) + d(z3, z2).Observemos que |a + ib| oinide on la norma eulidiana ‖(a, b)‖ del vetor (a, b) ∈ R2, y por lo tanto or-responde a la distania entre el punto (a, b) y el origen del plano artesiano. De este modo, C y R2 tienen lamisma estrutura topológia, lo que signi�a que las noiones de veindad, onjunto abierto, onjunto errado,ompaidad y onvergenia son las mismas.En onseuenia:1. Un onjunto A ⊆ C se die abierto si para todo punto z0 ∈ A existe un radio ρ > 0 tal que el diso
D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| < ρ}está ontenido en A (ver �gura 5.1).2. Un onjunto A ⊆ C se die errado si su omplemento Ac = C \ A es abierto. Ejemplo: el diso erradode�nido por
D(z0, ρ) := {z ∈ C : |z − z0| ≤ ρ}es un onjunto errado pues tiene omo omplemento al onjunto
D(z0, ρ)

c = {z ∈ C : |z − z0| > ρ},y es fáil veri�ar que este último es abierto.3. Un onjunto A ⊆ C se die aotado si existe un radio ρ0 > 0 tal que A ⊆ D(0, ρ0).4. Un onjunto se die ompato si es errado y aotado.5. Una suesión de números omplejos zn = an + ibn se die que onverge al omplejo z = a+ ib, y se esribe
zn → z, si se tiene que

ĺım
n→∞

|zn − z| = 0,o, equivalentemente, si se tiene que an → a y bn → b omo suesiones de números reales.Propiedad. Si (zn) ⊂ C es una suesión aotada entones admite una subsuesión onvergente.



84 CAPÍTULO 5. EL PLANO COMPLEJODemostraión. Es direto de la ompaidad de suesiones en R2. �Finalmente, reordemos que un onjunto A se die onexo (o también onexo por aminos), si dados dos puntosualesquiera del onjunto existe una urva regular por trozos que los une y que está ompletamente ontenidaen A.5.3. Representaión polar y raíes de la unidadSea z = x+ iy un número omplejo, que omo sabemos orresponde a un punto P de oordenadas artesianas
x e y. Pero P también puede desribirse en oordenadas polares r y θ. Más preisamente, tenemos

z = x+ iy = r cos θ + ir sen θ,donde r =
√
x2 + y2 = |z| y θ es el ángulo en radianes entre el eje OX y el segmento que une el origen on P ;se die que θ es el argumento de z.Una araterístia importante de θ que puede llevar a onfusión es que no está úniamente determinado, puessi θ es un valor para el ángulo entones para ualquier entero k ∈ Z, el valor θ + 2kπ también es válido paradesribir el mismo punto. Para evitar esta ambigüedad, se suele restringir el valor de θ al intervalo ] − π, π], enuyo aso se die que θ es el valor prinipal del argumento de z y se esribe

θ = arg z.En la seión 7.2.1 veremos que es posible dar un sentido a la funión exponenial evaluada en un número
arg z ∈ (−π, π]

z

Figura 5.2: Valor prinipal del argumentoomplejo, a partir de lo ual es posible obtener la fórmula de Euler
eiθ = cos θ + i sen θ.Esto permite esribir
z = reiθ = |z|ei arg(z).Más aún, si z1 = r1e

iθ1 y z2 = r2e
iθ2 entones

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2);si r2 > 0 entones z1/z2 = (r1/r2)e

i(θ1−θ2).



5.3. REPRESENTACIÓN POLAR Y RAÍCES DE LA UNIDAD 85Así,
arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) (mod 2π),y en partiular se tiene que multipliar un omplejo por eiθ orresponde a rotar el segmento que lo une on elorigen en θ radianes. Además, omo (eiθ)n = eiθ · · · eiθ = ei(θ+···+θ) = einθ, se dedue la fórmula de Moivre

(cos θ + i sen θ)n = cosnθ + i sennθ.Por otra parte, dado k ∈ N , las raíes k-ésimas de la unidad son aquellos omplejos que satisfaen zk = 1.Utilizando la representaión polar z = reiθ se tiene:
bb

−1 = eiπ
1

k=2 Nota: se tiene la identidad élebre eiπ + 1 = 0.
Figura 5.3: Raíes uadradas de la unidad

zk = 1 ⇔ rkeikθ = 1 ⇔ rk = 1, kθ = 0 (mod 2π)

⇔ r = 1, θ = 0, (
2π

k
), 2(

2π

k
), . . . , (k − 1)(

2π

k
)

⇔ z = 1, ei 2π
k , e2i 2π

k , . . . , e(k−1)i 2π
k

b

b

b

ei 2π
3

ei 4π
3

1

k=3
Figura 5.4: Raíes úbias de la unidad
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Capítulo 6Continuidad y derivaiónEn este apítulo estudiaremos las noiones de ontinuidad y derivabilidad de funiones de variable ompleja.En todo lo que sigue, f : Ω → C es una funión de�nida sobre un onjunto abierto Ω ⊆ C.6.1. Funiones ontinuasDe�niión 6.1.1. Diremos que f es ontinua en z0 ∈ Ω si para toda suesión (zn)n≥1 ⊆ Ω tal que zn → z0 setiene que f(zn) → f(z0), lo que se esribe de forma ompata omo
ĺım

z→z0

f(z) = f(z0),o de manera equivalente
ĺım

z→z0

|f(z) − f(z0)| = 0.Si lo anterior es ierto para todo z0 ∈ Ω, deimos simplemente que f es ontinua en Ω y esribimos f ∈ C(Ω).Por otra parte, dado z ∈ C, f(z) tiene una parte real y otra imaginaria; en onseuenia, se puede esribir
f(z) = u(z) + iv(z),o bien

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy,donde las funiones1 u = u(x, y) y v = v(x, y) son a valores en R. Es direto veri�ar que f = u+ iv es ontinuaen z0 = x0 + iy0 ssi u : Ω → R y v : Ω → R son ontinuas en (x0, y0). En partiular, las operaiones de suma,produto, ponderaión por esalar, omposiión y uoiente (uando está bien de�nido) de funiones ontinuaspreservan la ontinuidad.Ejemplos 6.1.2.1. Si f(z) = z2 entones
f(z) = x2 − y2 + i2xy,de modo tal que
u(x, y) = x2 − y2y
v(x, y) = 2xy.Dado que u y v son ontinuas en R2, f(z) = z2 es ontinua en C.1El dominio de u = u(x, y) y v = v(x, y) es igual a Ω, visto este último omo subonjunto de R

2.87



88 CAPÍTULO 6. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN2. Si f(z) = 1/z entones
f(z) =

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
,y esta funión es ontinua en C \ {0}.6.2. Derivada ompleja: ondiiones de Cauhy-RiemannPor analogía al aso de una variable real, se introdue la siguiente de�niión.De�niión 6.2.1. Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto y f : Ω → C una funión.Diremos que f es derivable en z0 ∈ Ω, si existe el límite

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
,uyo valor f ′(z0) lo llamaremos la derivada de f en z0,Si f es derivable en todo z0 ∈ Ω diremos que es holomorfa en Ω.El onjunto de todas las funiones holomorfas en Ω se denota H(Ω), es deir

H(Ω) := {f : Ω → C|f es holomorfa en Ω}.Notemos que si f es derivable en z0 entones
f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(z − z0),donde

ĺım
h→0

o(h)

h
= 0.En partiular, si f es derivable en z0 entones f es ontinua en z0.Supongamos que f = u + iv : Ω ⊆ C → C es derivable en z0 = x0 + iy0 ∈ Ω. A ontinuaión relaionaremosla derivada f ′(z0) on las derivadas pariales de u = u(x, y) y v = v(x, y) en (x0, y0). Comenemos por tomar

z = z0 + h, on h ∈ R. Tenemos entones que
f(z) − f(z0)

z − z0
=
f(z0 + h) − f(z0)

h

=
u(x0 + h, y0) + iv(x0 + h, y0)

h
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

h
.Luego

f(z) − f(z0)

z − z0
=
u(x0 + h, y0) − u(x0, y0)

h
+ i

v(x0 + h, y0) − v(x0, y0)

h
.Se tendrá en partiular que

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).Del mismo modo, es posible repetir un análisis similar al anterior para z = z0 + ih on h ∈ R. En tal asotendremos

f(z) − f(z0)

z − z0
=
f(z0 + ih) − f(z0)

ih

=
u(x0, y0 + h) + iv(x0, y0 + h)

ih
− u(x0, y0) + iv(x0, y0)

ih

=
−iu(x0, y0 + h) + v(x0, y0 + h)

h
− −iu(x0, y0) + v(x0, y0)

h
.



6.2. DERIVADA COMPLEJA: CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 89De donde
f(z) − f(z0)

z − z0
=
v(x0, y0 + h) − v(x0, y0)

h
− i

u(x0, y0 + h) − u(x0, y0)

h
.Así,

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
=
∂v

∂y
(x0, y0) − i

∂u

∂y
(x0, y0)Por uniidad del límite en la de�niión de derivada, debe umplirse la igualdad de las dos expresiones reiénaluladas para f ′(z0). De este modo, igualando las partes real e imaginaria se obtiene

(C-R)





∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0),que se onoen omo las ondiiones de Cauhy-Riemann. Cabe señalar que este desarrollo sólo asegura que estasondiiones son neesarias para la existenia de la derivada de f en z0. Veremos a ontinuaión que en realidadestas igualdades resultan ser ondiiones neesarias y su�ientes para la derivabilidad de una funión en unpunto. Para ello, notemos que, de manera equivalente, f es derivable en z0 si existe algún omplejo f ′(z0) = a+ibtal que

ĺım
z→z0

|f(z) − f(z0) − (a+ ib)(z − z0)|
|z − z0|

= 0.Expresando el produto (a+ ib)(z − z0) en forma matriial omo
(
a −b
b a

)(
x− x0

y − y0

)
,vemos que la derivabilidad de f en z0 equivale a

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

∥∥∥∥
(
u(x, y)
v(x, y)

)
−
(
u(x0, y0)
v(x0, y0)

)
−
(
a −b
b a

)(
x− x0

y − y0

)∥∥∥∥
∥∥∥∥
(
x− x0

y − y0

)∥∥∥∥
= 0,lo que prueba el siguiente resultado.Teorema 6.2.2. Una funión de variable ompleja f : Ω ⊆ C → C es derivable en z0 ∈ Ω ssi es Fréhet-derivableen (x0, y0) omo funión de R2 en R2 y además se satisfaen las ondiiones de Cauhy-Riemann

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)En tal aso,

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).Ejemplos 6.2.3.1. Consideremos

f(z) = z2 = x2 − y2 + 2ixy.Las funiones u(x, y) = x2 − y2 y v(x, y) = 2xy son (Fréhet)-derivables en todo R2 pues todas susderivadas pariales son ontinuas en R2. Más aún, es direto veri�ar que se umplen las ondiiones deCauhy-Riemann en todo R2:
∂u
∂x = 2x = ∂v

∂y ,
∂u
∂y = −2y = − ∂v

∂x .Luego
f ′(z0) = 2x0 + i2y0 = 2z0.



90 CAPÍTULO 6. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN2. Sea
f(z) = z3 = (x3 − 3y2x, 3x2y − y3).Nuevamente por Cauhy-Riemann:

∂u
∂x = 3(x2 − y2) = ∂v

∂y ,
∂u
∂y = −6xy = − ∂v

∂x .Luego
f ′(z0) = 3(x2

0 − y2
0) + i6x0y0 = 3z2

0 .3. Tomemos ahora
f(z) = zk,on k > 0 un entero �jo. Veremos por de�niión que

f ′(z0) = kzk−1
0 .En efeto,

|(z0 + h)k − zk
0 − kzk−1

0 h| =

∣∣∣∣∣
k∑

l=2

(
k

l

)
zk−l
0 hl

∣∣∣∣∣

= |h2|

∣∣∣∣∣∣

k−2∑

j=0

(
k

j + 2

)
zk−2−j
0 hj

∣∣∣∣∣∣

≤ |h|2
k−2∑

j=0

k!

(j + 2)!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j |h|j

≤ |h|2k(k − 1)
k−2∑

j=0

(k − 2)!

j!(k − 2 − j)!
|z0|k−2−j |h|j

= |h|2k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2.Luego ∣∣∣∣
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

∣∣∣∣ ≤ |h| · k(k − 1)(|z0| + |h|)k−2 → 0.Las reglas usuales para la derivaión de sumas, produtos, uoientes, ponderaión por esalar y omposiiónde funiones son válidas. A ontinuaión enuniamos estas propiedades, uyas demostraiones quedan omoejeriio al letor.6.3. Propiedades básias de la derivada omplejaReglas de derivaión:1. Sean f, g : Ω → C dos funiones derivables en z0 y sea α ∈ C, entones la funión h = αf + g también esderivable en z0 y se tiene
h′(z0) = (αf + g)′(z0) = αf ′(z0) + g′(z0).2. Si f, g : Ω → C son derivables en z0 entones el produto fg es derivable en z0 y se tiene

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g
′(z0).



6.4. EJERCICIOS 913. Si f, g : Ω → C son derivables en z0 on g(z0) 6= 0 entones el uoiente f/g es derivable en z0 y se tiene
(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0) − f(z0)g
′(z0)

g(z0)2
.4. Si f : Ω → C es derivable en z0 y g : D → C es derivable en f(z0) ∈ D entones la omposiión g ◦ f esderivable en z0 y se tiene

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) · f ′(z0).En partiular, todo polinomio
p(z) = c0 + c1z + . . .+ ckz

kes holomorfo en C on
p′(z0) = c1 + 2c2z0 + . . . kckz

k−1.Similarmente,
f(z) =

1

zkes holomorfa en C \ {0} on
f ′(z0) = − k

zk+1
0

, ∀z0 6= 0.Por otra parte, es evidente que si f ≡ C on C ∈ C una onstante entones f ′ ≡ 0. Para la reíproa se tiene:Proposiión 6.3.1. Sea f : Ω ⊆ C → C una funión holomorfa on Ω un onjunto abierto y onexo poraminos. Si f ′ ≡ 0 en Ω entones f es onstante en Ω.Demostraión. Sea f = u+ iv ∈ H(Ω) tal que f ′ ≡ 0 en Ω. Por Cauhy-Riemann, se tiene
∀(x, y) ∈ Ω,

∂u

∂x
(x, y) =

∂u

∂y
(x, y) =

∂v

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) = 0.Como Ω es onexo por aminos, se dedue que existen dos onstantes reales C1 y C2 tales que u ≡ C1 y v ≡ C2,y en onseuenia f ≡ C1 + iC2 en Ω. �Diremos que una funión holomorfa F : Ω → C es una primitiva de f : Ω → C si

∀z ∈ Ω, F ′(z) = f(z).Corolario 6.3.2. Sean F,G ∈ H(Ω) dos primitivas de una funión f : Ω ⊆ C → C, donde Ω es un abiertoonexo por aminos. Entones existe una onstante C ∈ C tal que para todo z ∈ Ω, F (z) = G(z) + C.Demostraión. Basta apliar la Proposiión 6.3.1 a la funión H = F −G. �6.4. Ejeriios1. Para las siguientes funiones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y alule su derivada:a) f(z) = z.b) f(z) = ex(cos y − i sen y), z = x+ iy.) f(z) = e−x(cos y − i sen y), z = x+ iy.d) f(z) = (z3 + 1)e−y(cosx+ i senx), z = x+ iy.



92 CAPÍTULO 6. CONTINUIDAD Y DERIVACIÓN2. a) Sea f : Ω ⊆ C → R. Pruebe que si f es difereniable en z0 ∈ Ω (en el sentido omplejo) entones
f ′(z0) = 0.b) Sean Ω ⊆ C un abierto onexo por aminos y f : Ω → C una funión holomorfa. Pruebe que si |f | esonstante en Ω entones f también es onstante. Indiaión: onsidere |f |2.3. a) Sean u, v : Ω ⊆ R2 → R. Pruebe que si u+ iv y v + iu son holomorfas en Ω omo subonjunto de C,entones u+ iv es onstante.b) Sea z0 ∈ C y de�namos f(z) = (z − z0)|z − z0|, z ∈ C. Pruebe que f es difereniable sólo en z0.4. De�namos los operadores difereniales ∂

∂z
y ∂

∂z
mediante las fórmulas

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)a) Pruebe que f = u+ iv satisfae las euaiones de Cauhy-Riemann si y sólo si ∂f
∂z

= 0.b) Si f ∈ H(Ω), muestre que ∀z ∈ Ω, f ′(z) =
∂f

∂z
(z).) Expliite en términos de u y v a qué orresponde la euaión ∂2f

∂z∂z
= 0.d) Dada una funión f = u+ iv on u y v de lase C2, se de�ne el laplaiano de f mediante

∆f = ∆u+ i∆v,y si ∆f = 0 en Ω entones se die que f es armónia en Ω. Deduza que si f ∈ H(Ω) entones f esarmónia en Ω. Pruebe que f ∈ H(Ω) si y sólo si f(z) y zf(z) son armónias en Ω.5. Sean u(x, y) y v(x, y) dos funiones de lase C1 en R2. Considere los ampos en R3 de�nidos por ~w(x, y, z) =
u(x, y)̂ı+ v(x, y)̂ y ~w1(x, y, z) = v(x, y)̂ı− u(x, y)̂.(i) Pruebe que ~w y ~w1 son onservativos si y sólo si u y v satisfaen las ondiiones de Cauhy-Riemann,en uyo aso deimos que u y v son funiones onjugadas.(ii) Pruebe que si u(x, y) y v(x, y) son onjugadas y de lase C2 entones ∆u = ∆v = 0 (deimos que u y
v son armónias) y además ∇u · ∇v = 0.(iii) Pruebe que si u(x, y) es armónia entones existe una funión v(x, y) onjugada de u. Indiaión: noteque lo anterior es equivalente a probar que un ierto ampo es onservativo.6. Sea f : Ω ⊆ C → C. Supongamos que en oordenadas artesianas z = x+ iy, f(z) = û(x, y) + iv̂(x, y), yque en oordenadas polares z = reiθ, f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ) on u y v difereniables.Veri�que que u(r, θ) = û(r cos θ, r sen θ) y v(r, θ) = v̂(r cos θ, r sen θ), y pruebe que f es holomorfa en Ω siy sólo si 




1

r

∂v

∂θ
=

∂u

∂r

1

r

∂u

∂θ
= −∂v

∂rEstas se onoen omo las euaiones de Cauhy-Riemann en oordenadas polares. Veri�que que de tenerseestas ondiiones entones
f ′(z) =

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
e−iθ, z = reiθ.



Capítulo 7Funiones en serie de poteniasHemos visto que las funiones algebraias, entendidas omo sumas (�nitas), produtos, uoientes y poteniasde polinomios en z, son funiones holomorfas en todo C. En este apítulo extenderemos varias funiones trasen-dentes de una variable real al plano omplejo utilizando sus expresiones en series de potenias, obteniendo asínuevas funiones holomorfas.7.1. De�niiones y propiedades básiasSea (ck)k≥0 ⊆ C una suesión de números omplejos y a ∈ C un punto dado. Dado z ∈ C de�nimos la sumaparial
SN (z) =

N∑

k=0

ck(z − a)k.Teorema 7.1.1. Sea
R = 1/ ĺım sup

k→∞
k
√

|ck|,on la onvenión 1/0 = ∞. Entones1. SN (z) onverge si |z − a| < R y diverge si |z − a| > R. Al número R se le llama radio de onvergenia dela serie .2. La serie S(z) =
∞∑

k=0

ck(z − a)k es holomorfa en D(a,R) = {z ∈ C : |z − a| < R} on
S′(z) =

∞∑

k=1

kck(z − a)k−1.Demostraión. Supongamos para simpli�ar que a = 0, el aso general se hae igual. Tenemos que:Si |z| < R⇒ k
√
|ck||z| ≤ ε < 1 para todo k su�ientemente grande, luego

|SN+m(z) − SN (z)| ≤
N+m∑

k=N+1

|ck||z|k

≤
∞∑

k=N+1

( k
√

|ck||z|︸ ︷︷ ︸
≤ε

)k

≤ εN+1

1 − ε
→ 0 uando N → ∞.93



94 CAPÍTULO 7. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASLuego, {SN (z)} es de Cauhy en C, y por lo tanto es onvergente.Supongamos que |z| > R. Por una parte, tenemos que
|SN (z) − SN−1(z)| = |cN ||z|N .Si SN (z) onverge entones neesariamente |SN (z) − SN−1(z)| → 0. Esojamos una subsuesión Nk talque

Nk

√
|cNk

| → 1/R.En partiular, dado ε > 0 se tendrá que para todo k su�ientemente grande
Nk

√
|cNk

| > 1/(R+ ε),y en onseuenia
|cNk

||z|Nk > [|z|/(R+ ε)]Nk .Esogiendo ε > 0 tal que R+ ε < |z| (esto es posible pues hemos supuesto que |z| > R), se dedue que
|cNk

||z|Nk > θNk on θ > 1.Luego, |SNk
(z) − SNk−1(z)| ≥ θNk → ∞, y por lo tanto SN (z) no onverge.Demostremos ahora que la serie S(z) es derivable término a término tal omo se establee en el enuniado.Comenemos por notar que omo ĺım supk

k−1
√
k|ck| = ĺım supk

k
√
|ck|, entones ambas series tienen el mismoradio de onvergenia. Sea z0 ∈ D(0, R) y h ∈ C pequeño de modo tal que |z0| + |h| ≤ R− ε. Entones

∣∣∣∣∣
S(z0 + h) − S(z0)

h
−

∞∑

k=1

kckz
k−1
0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=2

ck

[
(z0 + h)k − zk

0

h
− kzk−1

0

]∣∣∣∣∣

≤ |h|
∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(|z0| + |h|)k−2

≤ |h| ·
[ ∞∑

k=2

k(k − 1)|ck|(R− ε)k−2

]

︸ ︷︷ ︸onvergente a un M<+∞

= M |h| → 0 uando h→ 0.

�Observaión. Si |z − a| = R entones puede o no haber onvergenia, lo que dependerá de ada serie enpartiular.Corolario 7.1.2. Bajo las ondiiones del teorema anterior, la serie
S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − a)k,tiene derivadas de todos los órdenes en D(a,R), lo que esribimos S ∈ C∞(D(a,R)), y más aún
∀n ∈ N , S(n)(z) =

∞∑

k=n

k(k − 1) · · · (k − n+ 1)ck(z − a)k−n.En partiular,
∀k ∈ N , ck =

S(k)(a)

k!
.



7.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 957.2. Ejemplos de funiones en serie de potenias7.2.1. La funión exponenialDe�nimos la exponenial ompleja de z ∈ C mediante la serie de potenias
exp(z) =

∞∑

k=0

zk

k!
.El radio de onvergenia de esta serie es

R = 1/ ĺım
k→∞

k

√
1

k!
= 1/0 = ∞,de modo que la exponenial queda bien de�nida para todo z ∈ C, es deir

exp : C → C.Veamos algunas propiedades básias de la funión exponenial.Propiedades.
∀x ∈ R, exp(x) = ex.
∀y ∈ R, exp(iy) = cos y + i sen y.En efeto, desarrollando la serie de potenias e identi�ando sus partes real e imaginaria se obtiene

exp(iy) =

∞∑

k=0

(iy)k

k!

= [1 − y2

2!
+
y4

4!
− y6

6!
+ . . .] + i[y − y3

3!
+
y5

5!
− y7

7!
+ . . .]

= cos y + i sen y.

∀z1, z2 ∈ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2).En efeto,
exp(z1 + z2) =

∞∑

k=0

(z1 + z2)
k

k!

=

∞∑

k=0

1

k!

k∑

j=0

(
k

j

)
zk−j
1 zj

2 =

∞∑

k=0

k∑

j=0

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!

=
∞∑

j=0

∞∑

k=j

zk−j
1

(k − j)!

zj
2

j!
= exp(z1) exp(z2).

∀x, y ∈ R,
exp(x+ iy) = ex(cos y + i sen y).

∀z0 ∈ C, exp′(z0) = exp(z0).Ejeriio: veri�arlo usando Cauhy-Riemann.
∀z ∈ C, exp(z) = exp(z + 2kπi), es deir exp(·) es 2πi-periódia.
exp(·) no tiene eros; más aún, si z ∈ C es tal que z = x+ iy, entones | exp(z)| = ex 6= 0 ∀x ∈ R.



96 CAPÍTULO 7. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS7.2.2. Funiones hiperbóliasUna vez de�nida la funión exponenial, podemos de�nir las funiones oseno y seno hiperbólio de una variableompleja de manera similar a omo se de�nen las funiones hiperbólias de una variable real.El oseno hiperbólio es la funión holomorfa en C

cosh : C → Cde�nida por
cosh(z) =

exp(z) + exp(−z)
2

= 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+
z6

6!
+ . . .

= cosh(x) cos y + i senh(x) sen y.El seno hiperbólio es la funión holomorfa en C

senh : C → Cde�nida por
senh(z) =

exp(z) − exp(−z)
2

= z +
z3

3!
+
z5

5!
+
z7

7!
+ . . .

= senh(x) cos y + i cosh(x) sen y.Propiedades.
cosh(−z) = cosh(z) (funión par).
senh(−z) = − senh(z) (funión impar).Ambas son 2πi-periódias.
cosh′(z) = senh(z).
senh′(z) = cosh(z).
cosh2(z) − senh2(z) = 1.
cosh(z) = 0 ⇔ z = (π

2 + kπ)i, k ∈ Z.
senh(z) = 0 ⇔ z = kπi, k ∈ Z.7.2.3. Funiones trigonométriasPor analogía on el aso real, las funiones trigonométrias oseno y seno de una variable ompleja se de�nen apartir de sus series de potenias1El oseno es la funión holomorfa en C

cos : C → C1Las series de potenias del seno y del oseno tienen ambas radio de onvergenia igual a in�nito.



7.2. EJEMPLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 97de�nida por
cos(z) = 1 − z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ . . .

=
exp(iz) + exp(−iz)

2
= cosh(iz)

= cosh(y) cosx− i senh(y) senx.El seno es la funión holomorfa en C
sen : C → Cde�nida por

sen(z) = z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ . . .

=
exp(iz) − exp(−iz)

2i

=
1

i
senh(iz)

= cosh(y) senx+ i senh(y) cosx.Propiedades.
cos(−z) = cos(z) (funión par).
sen(−z) = − sen(z) (funión impar).Ambas son 2π-periódias.
cos′(z) = − sen(z).
sen′(z) = cos(z),
cos2(z) + sen2(z) = 1.
cos(z) = 0 ⇔ z = (π

2 + kπ), k ∈ Z.
sen(z) = 0 ⇔ z = kπ, k ∈ Z.7.2.4. Funión logaritmoAunque nos gustaría de�nir la funión logaritmo de un número omplejo log(z) simplemente omo la funióninversa de exp(z), hay dos inonvenientes que nos lo impiden:1. exp(z) no es epiyetiva pues exp(z) 6= 0 para todo z ∈ C.2. exp(z) no es inyetiva pues es 2πi-periódia.La primera di�ultad es simple de resolver pues basta restringir el dominio del logaritmo al rango de la expo-nenial, esto es, C \ {0}. Aunque el segundo inonveniente es más deliado, veremos a ontinuaión que sí esposible de�nir

log : C \ {0} → Cde modo tal que se tenga la propiedad
∀z ∈ C \ {0}, exp(log(z)) = z.



98 CAPÍTULO 7. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASEn efeto, sea z = reiθ on r = |z| > 0 de modo que z ∈ C \ {0}. Para resolver la euaión exp(w) = ztomemos w = x+ iy de modo que exp(w) = exeiy, y así la euaión exeiy = reiθ tiene omo soluión x = ln r,
y = θ(mod 2π). Luego, el onjunto soluión está dado por {ln |z|+ i(arg z + 2kπ)|k ∈ Z}, donde arg z ∈ (−π, π]es el valor prinipal del argumento de z de�nido en la seión 5.3.Así, para ada k ∈ Z tenemos la determinaión k-ésima de la funión logaritmo logk : C \ {0} → C de�nida por
logk(z) = ln |z| + i(arg z + 2kπ). La determinaión prinipal del logaritmo omplejo es la funión

log : C \ {0} → Cde�nida por
log(z) = ln |z| + i arg z.Como la funión arg z es disontinua en R− pues pasa de −π a π, no podemos esperar que log(z) sea holomorfaen todo C \ {0}.Propiedades.

exp(log(z)) = eln |z|earg z = z.

log(z1z2) = log(z1) + log(z2) (mod 2πi).

log(z) es disontinua en R−.
log(z) es holomorfa en C \ R−, y más aún

log′(z0) =
1

z0
.En efeto,

log(z0 + h) − log(z0)

h
=

1

z0

log(1 + h
z0

)

( h
z0

)

=
1

z0

w

exp(w) − exp(0)
→ 1

z0

1

exp′(0)
=

1

z0donde w = log(1 + h
z0

) → 0 uando h→ 0.Desarrollo en serie en torno a a = 1:Como
1

z
=

∞∑

k=0

(1 − z)k si |z − 1| < 1entones
log′(z) =

∞∑

k=0

(1 − z)k si |z − 1| < 1,y dado que log(1) = ln 1 + i0 = 0, en virtud del orolario 6.3.2 se tiene
log(z) =

∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
(z − 1)k+1siempre que |z − 1| < 1.



7.3. EJERCICIOS 99Desarrollo en serie en torno a z0 /∈ R−:Como
z0
z

=

∞∑

k=0

(1 − z

z0
)ksiempre que |z − z0| < |z0| entones para todo z en la omponente onexa por aminos del onjunto

D(z0, |z0|) \ R− que ontiene a z0 se tiene
log(z) = log(z0) +

∞∑

k=0

(−1)k

(k + 1)zk+1
0

(z − z0)
k+1.7.2.5. Otras funionesLa tangente hiperbólia es la funión de�nida por

tanh(z) =
senh(z)

cosh(z)que resulta ser holomorfa en Ω = C \ {(π
2 + kπ)i : k ∈ Z}La tangente es la funión de�nida por

tan(z) =
sen(z)

cos(z)que resulta ser holomorfa en Ω = C \ {π
2 + kπ : k ∈ Z}.Dado α ∈ C, el valor prinipal de la funión potenia está dado por

zλ = exp(λ log(z)),el ual es una funión holomorfa en Ω = C \ R−. Un aso partiular importante es el valor prinipal de laraíz uadrada: √
z = z1/2 =

√
|z|ei arg(z/2).7.3. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Determine el radio de onvergenia de las siguientes series:(i) ∑(log (n))2xn, (ii)∑(

n
n+1

)n2

xnSoluión:(i) En esta oasión utilizaremos el riterio del uoiente, reordando que el uoiente de una serie se de�nepor
1

R
= ĺım sup

n→∞

|an+1|
|an|

.Se deja al letor ver que suede uando se aplia el riterio de la raíz enésima.Desarrollamos el uoiente de la serie y obtenemos
1

R
= ĺım sup

n→∞

(log(n+ 1))2

(log n)2
=

[
ĺım sup

n→∞

log(n+ 1)log n ]2
.



100 CAPÍTULO 7. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIASUtilizando l'H�pital se llega a
1

R
=

[
ĺım sup

n→∞

1/(n+ 1)

1/n

]2
==

[
ĺım sup

n→∞

1

1 + 1/n

]2
= 1.Conluyendo que el radio es R = 1.(ii) En este aso usaremos el riterio de la raíz enésima

1

R
= ĺım sup

n→∞
n
√
|an| = ĺım sup

n→∞

n

√(
n

n+ 1

)n2

= ĺım sup
n→∞

(
n

n+ 1

)n

= ĺım sup
n→∞

(
1 +

1

n

)−n

=

[
ĺım sup

n→∞

(
1 +

1

n

)n]−1

= e−1.Conluimos así que R = e.2. Sea Sn(z) = z + 2z2 + 3z3 + . . .+ nzn y Tn(z) = z + z2 + z3 + . . .+ zn(i) Mostrar que Sn(z) = Tn(z)−nzn+1

1−z .(ii) Determinar el radio de onvergenia de la serie ∞∑
n=1

nzn, y usando (a) alular la suma de diha serie.Soluión:(i) Usamos que
(1 − z) · Sn(z) = (1 − z)(z + 2z2 + . . .+ nzn)

= (z + 2z2 + 3z3 + . . .+ nzn) − (z2 + 2z3 + 3z4 + . . .+ nzn+1)

= z + (2z2 − z2) + (3z3 − 2z3) + . . .+ (nzn − n− 1)zn) − nzn+1

= z + z2 + z3 + . . .+ zn − nzn+1

= Tn(z) − nzn+1,obteniendo que Sn(z) = Tn(z)−nzn+1

1−z .(ii) Utilizaremos el riterio de la raíz enésima:
1/R = ĺım sup

n→∞
n
√
n.Apliamos logaritmo a ambos lados de la igualdad

log

(
1

R

)
= ĺım sup

n→∞
log n1/n = ĺım sup

n→∞

1

n
log n.Usando l'H�pital se llega a

log

(
1

R

)
= ĺım sup

n→∞

1/n

1
= 0,obteniendo que 1/R = 1, i.e. R = 1, que equivale a deir que ∑n∈N

nzn < +∞ si |z| < 1.Calulemos ahora∑nzn:
∑

n∈N

nzn = ĺım
n→∞

Sn on Sn =
Tn − nzn+1

1 − zNotemos que
Tn = z + z2 + . . .+ zn = z(1 + z + z2 + . . .+ zn−1) = z

n−1∑

1=0

zi = z
(1 − zn)

1 − z
,



7.3. EJERCICIOS 101onverge a z/(1 − z) uando n→ ∞ y |z| < 1.Por otra parte, si |z| < 1, se obtiene apliando l'H�pital lo siguiente
ĺım

n→∞
|nz|n+1 = ĺım

n→∞
n|z|n+1 = ĺım

n→∞
n

1/|z|n+1
= ĺım

n→∞
−|z|n+2

n+ 1
= 0.Luego ∑

n∈N

nzn = ĺım
n→∞

Sn =
1

1 − z
ĺım

n→∞
(Tn − nzn−1) =

z

(1 − z)2
.3. Sea f : C → C de�nida por f(z) = e−z2 . Determine la serie de potenias de f en torno al origen y su radiode onvergenia.Soluión:Dado que en R se tiene que ex =

∞∑
n=0

xn

n! , para f se obtiene
e−z2

=
∞∑

n=0

(−z2)n

n!
=

∞∑

n=0

z2n

n!
(−1)n.Estudiemos su radio de onvergenia

1

R
= ĺım sup

n→∞

∣∣∣∣∣∣

(
(−1)n+1

(n+1)!

)

(−1)n

n!

∣∣∣∣∣∣
= ĺım

n→∞
1

(n+ 1)
= 0,obteniendo que R = +∞, es deir que la serie siempre onverge.Ejeriios Propuestos1. Sabiendo que la serie S(z) =

∑
ck(z − z0)

k tiene radio de onvergenia R0 > 0, determine el radio deonvergenia de las siguientes series de potenias:
∑

ck(z − z0)
2k,

∑
c2k(z − z0)

k,
∑

c2k(z − z0)
k.2. Determinar el radio de onvergenia de las siguientes series de potenias y estudiar la onvergenia uando

|z| = 1:
∑

zk,
∑ zk

k
,
∑ zk

k2
.3. Pruebe que:a) 1

z2 = 1 +
∞∑

k=1

(k + 1)(z + 1)k, uando |z + 1| < 1.b) 1
z2 = 1

4 + 1
4

∞∑
k=1

(−1)k(k + 1)
(

z−2
2

)k, uando |z − 2| < 2.4. Pruebe que:a) sen(iz) = i senh(z), senh(iz) = i sen(z),
cos(iz) = cosh(z), cosh(iz) = cos(z).b) sen(z) = sen(z), cos(z) = cos(z).) ĺım
y→∞

e−y sen(x+ iy) = 1
2 [senx+ i cosx].d) ĺım

y→∞
tan(x+ iy) = i.



102 CAPÍTULO 7. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS5. Demostrar que f(z) = exp(z2) + cos(z) es holomorfa y enontrar su serie de potenias.6. Considere la serie S(z) =
∑∞

k=0 akz
k on ak = 2 si k es par y ak = 1 si k es impar. Determine el radio deonvergenia R de esta serie y pruebe que ella onverge para |z| < R y diverge para |z| ≥ R. Compruebeque para |z| < R se tiene

S(z) =
2 + z

1 − z2
.7. Dado λ ∈ C, de�nimos pλ : C \ {0} → C mediante

pλ(z) = exp(λ log(z)), z 6= 0.(i) Muestre que pi(i) = e−π/2 y que para todo k ∈ Z, pk(z) = zk.(ii) Dado λ = α+ iβ, pruebe que para todo t > 0 real,
pλ(t) = tα[cos(β log t) + i sin(β log t)].(iii) Dados λ, µ ∈ C, veri�que que pλ+µ(z) = pλ(z) · pµ(z). Determine además el dominio donde pλ(z) esholomorfa y pruebe que

(pλ)′(z) = λpλ−1(z).Nota: todo lo anterior justi�a que la funión pλ(z) se llame funión potenia generalizada y que se denotemás simplemente por zλ. Así, en (i) se probó que ii = e−π/2.



Capítulo 8Integral en el plano omplejo
8.1. De�niiónUn amino Γ en C es una urva regular por trozos parametrizada por una funión ontinua y difereniable portrozos γ : [a, b] → C. Se die que el amino Γ es errado si γ(a) = γ(b). En algunas oasiones, denotaremos por
γ∗ a la urva Γ omo onjunto imagen de [a, b] vía la parametrizaión γ, es deir

γ∗ = γ([a, b]) = {γ(t) : a ≤ t ≤ b}.Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto y f : Ω → C una funión ontinua. Dado un amino Γ ⊆ Ω parametrizado por
γ : [a, b] → Ω, de�nimos la integral ompleja de f sobre Γ mediante

∫

Γ

f(z)dz :=

b∫

a

f(γ(t))γ̇(t)dt.Cuando Γ es un amino errado se suele esribir ∮

Γ

f(z)dz,para denotar la integral de f sobre Γ.Más explíitamente, tenemos que si γ(t) = x(t) + iy(t) y f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy, entones se tiene
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẋ(t) − v(x(t), y(t))ẏ(t)]dt

+ i

b∫

a

[u(x(t), y(t))ẏ(t) + v(x(t), y(t))ẋ(t)]dt.Luego
∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∫

Γ

(
v
u

)
· d~r.Esto muestra que ∫

Γ

f(z)dz se alula a partir de dos integrales de trabajo sobre Γ, vista esta última omo unaurva en R2.En partiular resulta que la integral ompleja es invariante bajo reparametrizaiones regulares de Γ que preservanla orientaión; en aso que dos parametrizaiones regulares del amino Γ lo reorran en sentido opuesto, el valorde la integral sólo ambia de signo. 103



104 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJO8.2. Propiedades y ejemplosLa siguiente proposiión resume algunas de las prinipales propiedades de la integral ompleja.Proposiión 8.2.1. Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto y Γ ⊆ Ω un amino parametrizado por γ : [a, b] → Ω. Setiene:1. ∀α, β ∈ C, ∀f, g ∈ C(Ω)
∫

Γ

[αf(z) + βg(z)]dz = α

∫

Γ

f(z)dz + β

∫

Γ

g(z)dz.2. ∀f ∈ C(Ω) ∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ L(Γ) sup

z∈Γ
|f(z)|,donde L(Γ) =

b∫
a

|γ̇(t)|dt es la longitud del amino Γ.3. Si f ∈ C(Ω) admite primitiva, i.e. ∃F ∈ H(Ω) tal que F ′(z) = f(z), entones
∫

Γ

f(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)),y en onseuenia el valor de la integral sólo depende de los extremos del amino pero no de la trayetoriareorrida. En partiular, si Γ es un amino errado entones
∮

Γ

f(z)dz = 0.Demostraión.1. Direto.2. Comenemos por observar que si H(t) = U(t) + iV (t) entones
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

U(t)dt+ i

b∫

a

V (t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|H(t)|dt.En efeto, sean r0 y θ0 tales que r0eiθ0 =
b∫

a

H(t)dt, de modo que r0 =

∣∣∣∣∣
b∫

a

H(t)dt

∣∣∣∣∣. Luego,
r0 = e−iθ0

b∫

a

H(t)dt =

b∫

a

e−iθ0H(t)dt,y dado que r0 es real,
r0 = Re

b∫

a

e−iθ0H(t)dt =

b∫

a

Re[e−iθ0H(t)]dt ≤
b∫

a

|Re[e−iθ0H(t)]|dt

≤
b∫

a

|e−iθ0H(t)|dt =

b∫

a

|H(t)|dt,



8.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 105donde hemos usado que |e−iθ0 | = 1, probando así nuestra primera a�rmaión. Utilizando lo anterior, seobtiene
∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(γ(t))| · |γ̇(t)|dt ≤ sup
z∈Γ

|f(z)|
∫

Γ

|γ̇(t)|dt

= sup
z∈Γ

|f(z)|L(Γ).3. Sea F tal que F ′ = f . Entones
∫

Γ

f(z)dz =

b∫

a

F ′(γ(t))γ̇(t)dt =

b∫

a

d

dt
[F (γ(t))]dt = F (γ(b)) − F (γ(a)).

�Como onseuenia tenemos el siguiente resultado:Corolario 8.2.2. Si Γ es un amino errado en C y z0 /∈ Γ entones
∮

Γ

(z − z0)
kdz = 0 para todo k 6= −1.Demostraión. Basta on observar que si k 6= −1 entones F ′(z) = (z − z0)

k on
F (z) =

1

k + 1
(z − z0)

k+1.

�En el aso k = −1 se tiene un problema uando el amino enierra al punto z0 pues log(z − z0) es primitivade (z − z0)
−1 pero sólo para z ∈ C \ {z0 + R−} y por lo tanto no podemos apliar la proposiión 8.2.1 uando

Γ ∩ {z0 + R−} 6= ∅ omo en la �gura 8.1.
Γ·z0

Figura 8.1: Camino errado en torno a un punto



106 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJODe�niión 8.2.3. Dado z0 /∈ Γ on Γ un amino errado, se de�ne la indiatriz de Γ en z0 mediante
IndΓ(z0) =

1

2πi

∮

Γ

dz

z − z0
.Para evaluar IndΓ(z0), parametriemos Γ en oordenadas polares relativas a un origen en el punto z0 mediante

γ(t) = z0 + r(t)eiθ(t), t ∈ [a, b],para algunas funiones t ∈ [a, b] 7→ r(t) > 0 y t ∈ [a, b] 7→ θ(t) ∈ R. Luego
IndΓ(z0) =

1

2πi

b∫

a

1

r(t)eiθ(t)
[ṙ(t)eiθ(t) + ṙ(t)ieiθ(t)θ̇(t)]dt

=
1

2πi




b∫

a

ṙ(t)

r(t)
dt+ i

b∫

a

θ̇(t)dt




=
1

2πi

[
ln
( r(b)
r(a)

)
+ i[θ(b) − θ(a)]

]Como la urva es errada r(a) = r(b) de modo que ln(r(b)/r(a)) = ln(1) = 0 y así
IndΓ(z0) =

θ(b) − θ(a)

2π
= número de vueltas de Γ en torno a z0 en sentido antihorario.Un ejemplo de los valores que puede tomar la indiatriz de una urva errada se ilustra en la �gura 8.2

−1

21

0

Figura 8.2: Funión indiatriz de una urva erradaEn el aso de una funión que es expresable omo una serie de potenias en un diso se tiene:Corolario 8.2.4. Para una serie de potenias
S(z) =

∞∑

k=0

ck(z − z0)
kon radio de onvergenia R se tiene ∮

Γ

S(z)dz = 0para todo amino errado Γ ontenido en D(z0, R).



8.2. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 107Demostraión. Basta on observar que la serie de potenias S(z) tiene omo primitiva en D(z0, R) a la funión
F (z) =

∞∑

k=0

ck
k + 1

(z − z0)
k+1.

�Resultados omo el orolario 8.2.4 pueden ser muy útiles para evaluar integrales reales en base a métodos devariable ompleja. El siguiente ejemplo es una ilustraión élebre de esta lase de ténia.Ejemplo 8.2.5 (Integrales de Fresnel).Las siguientes identidades se onoen omo las integrales de Fresnel:
∞∫

−∞

cos(x2)dx =

∞∫

−∞

sen(x2)dx =

√
π

2
. (8.1)Para probar (8.1) tomemos R > 0 y onsideremos el amino

Γ(R) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3tal omo se ilustra en la �gura 8.3.
RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

π/4Figura 8.3: Camino para las integrales de FresnelConsideremos la funión
f(z) = exp(iz2).Como se trata de la funión exponenial, la ual se de�ne omo una serie de potenias de radio de onvergeniain�nito, ompuesta on el polinomio p(z) = iz2, se dedue que f(z) admite un desarrollo en serie de potenias,uyo radio de onvergenia también es in�nito.Luego, ∮

Γ(R)

exp(iz2)dz = 0. (8.2)Por otra parte, ∮

Γ(R)

exp(iz2)dz =

∫

Γ1

exp(iz2)dz +

∫

Γ2

exp(iz2)dz +

∫

Γ3

exp(iz2)dz.Estudiemos el omportamiento de ada una de estas integrales uando R→ ∞:



108 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOTenemos
∫

Γ1

exp(iz2)dz =

R∫

0

exp(ix2)dx =

R∫

0

cos(x2)dx+ i

R∫

0

sen(x2)dx,luego
∫

Γ1

exp(iz2)dz →
∞∫

0

cos(x2)dx+ i

∞∫

0

sen(x2)dx, uando R→ ∞.Tenemos
∫

Γ3

exp(iz2)dz =

0∫

R

exp(ir2eiπ/2)eiπ/4dr = −eiπ/4

R∫

0

e−r2

dr,luego
∫

Γ3

exp(iz2)dz → −eiπ/4

√
π

2
= −1

2
(

√
π

2
+ i

√
π

2
), uando R→ ∞.Finalmente

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ2

exp(iz2)dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

exp(iR2e2iθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣∣

= R

∣∣∣∣∣∣∣

π/4∫

0

eiR2(cos 2θ+i sen 2θ)eiθdθ

∣∣∣∣∣∣∣

≤ R

π/4∫

0

e−R2 sen 2θdθ

≤ R

π/4∫

0

e−R2 2
π

2θdθ

= − π

4R
e
−
(

4R2θ
π

) ∣∣∣∣
π/4

0

=
π

4R
[1 − e−R2

] → 0, uando R→ ∞.Para la segunda desigualdad hemos usado que
∀α ∈ [0, π/2], senα ≥ 2α/π.Por lo tanto, haiendo R→ ∞ en (8.2) se obtiene

∞∫

0

cos(x2)dx =

∞∫

0

sen(x2)dx =
1

2

√
π

2y por un argumento de paridad se dedue que se tiene (8.1).



8.3. EL TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT 1098.3. El teorema de Cauhy-GoursatUna pregunta interesante es saber si un resultado similar al orolario 8.2.4 es ierto pero sólo bajo el supuestoque f es holomorfa en un dominio Ω, sin saber a priori si es o no expresable omo una serie de potenias. Unresultado fundamental de la teoría de funiones de variable ompleja establee que esto es así siempre que seasuma una propiedad adiional sobre el dominio.De�niión 8.3.1. Un subonjunto Ω ⊆ C abierto y onexo por aminos se die que es simplemente onexo sitodo amino errado ontenido en Ω enierra solamente puntos de Ω.Diho de otra forma, un onjunto simplemente onexo no tiene agujeros.De�niión 8.3.2. Un amino errado simple es un amino que genera dos onjuntos disjuntos abiertos yonexos, uno aotado y el otro no aotado, y ambos onjuntos tienen al amino omo frontera.En otros términos, un amino errado simple es aquél que siendo errado no se orta a sí mismo.Teorema 8.3.3 (Cauhy-Goursat). Si f es una funión holomorfa en un abierto simplemente onexo Ωentones ∮

Γ

f(z)dz = 0para todo amino errado, regular por trozos y simple Γ ontenido en Ω.Demostraión. Para simpli�ar, sólo daremos la demostraión en el aso en que se supone además que f ′(z)es ontinua1 en Ω. Sea D ⊆ C la región enerrada por el amino Γ. Si f = u+ iv entones se tiene que
∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

(
u
−v

)
· d~r + i

∮

Γ

(
v
u

)
· d~r.

=

∫∫

D

[
∂(−v)
∂x

− ∂u

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy + i

∫∫

D

[
∂u

∂x
− ∂v

∂y

]

︸ ︷︷ ︸
0

dxdy,esto último en virtud del teorema de Green en el plano (suponiendo que Γ se reorre en sentido antihorario),el ual se puede apliar pues las derivadas pariales de u y v son ontinuas. Finalmente, de las ondiiones deCauhy-Riemann se dedue que los integrandos de las dos integrales dobles son nulos en D, lo que prueba elresultado. �Observaión 8.3.4. El teorema 8.3.3 fue demostrado originalmente por A. Cauhy bajo la hipótesis adiionalde que f ′(z) es ontinua en Ω, lo que asumimos en la demostraión sólo para simpli�ar el análisis pues nospermite apliar diretamente el teorema de Green en el plano.Es generalmente reonoido que el primero en dar una demostraión sin asumir la ontinuidad de f ′(z) fue E.Goursat. Esto último es muy importante pues nos permitirá probar que toda funión holomorfa es expresable,al menos loalmente, omo una serie de potenias (ver el teorema 9.2.1).El resultado anterior puede extenderse a situaiones más generales. Un ejemplo lo onstituye el siguiente teorema:Teorema 8.3.5. Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto y onexo, y onsideremos
f : Ω \ {p1, p2, ..., pn} −→ Cuna funión holomorfa, donde {p1, p2, ..., pn} ⊆ Ω. Sea Γ ⊆ Ω un amino errado, regular por trozos, simple yreorrido en sentido antihorario y sea D la región enerrada por Γ. Supongamos que {p1, p2, · · · , pn} ⊆ D ⊆ Ω1Para una demostraión en el aso general el letor puede referirse por ejemplo a Teoría de Funiones de Variable Compleja,R.V. Churhill, MGraw-Hill, New York, 1966.



110 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOy esojamos ε > 0 su�ientemente pequeño de modo tal que los disos errados D(pj , ε) estén ontenidos en Dy no se interseten entre sí. Sea γj(t) = pj + εeit on t ∈ [0, 2π]. Entones
∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dzDemostraión. Para ε > 0 omo en el enuniado, de�namos
Dε = D \

n⋃

i=1

D(pj , ε).

b

b

b

Γ

Dε

γ∗j

Figura 8.4: Curva errada que enierra irunfereniasIntroduzamos un segmento retilíneo L1 ⊆ Dε, o en aso de ser neesario una adena ontinua y �nita de talessegmentos, que una el amino Γ on γ∗1 . Similarmente, sea L2 ⊆ Dε otro segmento (o adena) retilíneo que una
γ∗1 on γ∗2 , y así suesivamente hasta Ln+1 uniendo γ∗n on Γ.De este modo, podemos dividir Dε en dos subdominios simplemente onexos D′

ε y D′′
ε donde f es holomorfa,los uales orresponden a regiones enerradas por los segmentos Lj y aros de Γ y γ∗j . Sobre ambos dominiospodemos apliar el teorema de Cauhy-Goursat para f , para deduir que

∮

∂D′
ε

f(z)dz = 0 =

∮

∂D′′
ε

f(z)dz,donde ∂D′
ε y ∂D′′

ε denotan los aminos que enierran a D′
ε y D′′

ε respetivamente. En partiular, la suma deestas integrales es nula, y si ambos aminos se reorren en sentido antihorario entones las integrales en sentidosopuestos a lo largo de los segmentos Lj se anelan mutuamente.Luego, si denotamos por (γ∗j )− el amino γ∗j reorrido en sentido horario, se tiene que
0 =

∮

∂D′
ε

f(z)dz +

∮

∂D′′
ε

f(z)dz

=

∮

Γ

f(z)dz +

n∑

j=1

∮

(γ∗
j )−

f(z)dz + Integrales sobre los Lj 's
=

∮

Γ

f(z)dz −
n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz,lo que prueba el teorema. �



8.4. EJERCICIOS 1118.4. EjeriiosEjeriios Resueltos1. ∫
γ
|z|z̄dz on γ la frontera del semiírulo { z ∈ C : |z| ≤ 1, Imz ≥ 0} .Soluión:La urva se ompone de la semiirunferenia de radio 1 que se parametriza mediante γ1(t) = eit on

t ∈ [0, π], y del segmento [−1, 1] que se parametriza poniendo γ2(t) = t on t ∈ [−1, 1] (este segmento nose onsidera, pues orresponde a una integral de una funión impar en un intervalo simetrio respeto alorigen, o sea da ero).Luego, ∫

γ

|z|z̄dz =

∫ π

0

e−itieitdt+

∫ 1

−1

|t|tdt = i

∫ π

0

= πi2. ∫
γ
|z|2dz donde γ es el uadrado de vérties 0, 1, 1 + i e i.Soluión:Los uatro �lados� de γ pueden paramtrizarse poniendo:

γ1(t) = t, t ∈ [0, 1]

γ2(t) = 1 + it, t ∈ [0, 1]

γ3(t) = 1 + i(1 − t), t ∈ [0, 1]

γ4(t) = (1 − t)i, t ∈ [0, 1]Por lo tanto:
∫

γ

|z|2d =

∫ 1

0

t2dt+

∫ 1

0

(1 + t2)idt−
∫ 1

0

(i+ t2)dt−
∫ 1

0

t2idt

= (i− 1)

∫ 1

0

dt = i− 13. ∫
γ

|z|
|1−z|2 |dz| donde γ es la irunferenia de radio r (0 < r < 1 ) y entro el origen.Indiaión: Pruebe previamente que si 0 ≤ r < R, se tiene:

1

r2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=1

(
r

R
)n cos(nt))y use que ∑∞

n=1 r
n onverge uniformemente a r

1−r on |r| < 1 (r ∈ C).Soluión:Probemos en primer lugar que si 0 ≤ r < R,
1

r2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=1

(
r

R
)n cos(nt))



112 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOsiendo la onvergenia de la serie uniforme en t ∈ [0, 2π].En efeto, observemos primero que
1

R2 − 2rR cos(t) + r2
=

1

R2 − rR(eit + e−it) + r2
=

1

(R− reit)(R− re−it)Pero si |z| = r, por fraiones pariales, obtenemos que :
1

(R− z)(R− z̄)
=

z

(R− z)(Rz − r2)
=

1

R2 − r2
(

R

R− z
+

r2

Rz − r2
)por lo que poniendo z = reit y usando la segunda parte de la indiaión, se tiene que:

1

r2 − 2rR cos t+ r2
=

1

R2 − r2
(

1

1 − ( r
R )eit

+
( r

R )e−it

1 − ( r
R )e−it

)

=
1

R2 − r2
(

∞∑

n=0

(
r

R
)neint + (

r

R
)e−it

∞∑

n=0

(
r

R
)ne−int)

=
1

R2 − r2
(

∞∑

n=0

(
r

R
)neint +

∞∑

n=1

(
r

R
)ne−int)

=
1

R2 − r2
(1 + 2

∞∑

n=0

(
r

R
)n cos(nt)).uniformemente en t ∈ [0, 2π].Por tanto, puesto que la onvergenia uniforme permite interambiar los signos de integral yde suma, usando la indiaión on R = 1, tenemos que:

∫

γ

|z|
|1 − z|2 |dz| =

∫ 2π

0

r

|1 − reit|2 rdt = r2
∫ 2π

0

dt

(1 − r cos(t))2 + r2 sen2(t)
= r2

∫ 2π

0

dt

1 − 2r cos(t) + r2

=
r2

1 − r2

∫ 2π

0

(1 + 2

∞∑

n=0

rn cos(nt))dt =
r2

1 − r2
[t+ 2

∞∑

n=1

rn sen(nt)

n
]t=2π
t=0 =

2πr2

1 − r2
.4. Calule ∫

γ
z̄dz, siendo γ:

γ(t) = t2 + it on 0 ≤ t ≤ 2Soluión:Por de�niión, tenemos que:
∫

γ

z̄dz =

∫ 2

0

(t2 − it)(2t+ i)dt =

∫ 2

0

(2t3 − it2 + t)dt

= [
t4

2
− i

t3

3
+
t2

2
]t=2
t=0 = 10 − 8

3
i.la línea poligonal que oneta los puntos 0 on 2i, y 2i on 4 + 2i.Soluión:Nuevamente por de�niión tenemos que:

∫

γ

z̄dz =

∫ 2

0

(−it)idt+

∫ 4

0

(t− 2i)dt

= [
t2

2
]t=2
t=0 + [

t2

2
− 2it]t=4

t=0 = 10 − 8i.



8.4. EJERCICIOS 1135. Calule ∫
γ

dz
z̄2 , siendo γ:

γ(t) = ei(π−t) on 0 ≤ t ≤ πSoluión:Por de�niión:
∫

γ

dz

z̄2
=

∫ π

0

−iei(π−t)

e−2i(π−t)
dt = −i

∫ π

0

e3i(π−t)dt =
1

3
[e3i(π−t)]t=π

t=0 =
2

3

γ(t) = eit on π ≤ t ≤ 2πSoluión:por de�niión:
∫

γ

dz

z̄2
=

∫ 2π

π

ieit

e−2it
dt = i

∫ 2π

π

e3itdt =
1

3
[e3it]t=2π

t=π =
2

3Ejeriios Propuestos1. Calule diretamente el valor de las siguientes integrales:
∫

[0,z0]

Re(z)dz,

∫

|z|=1

Im(z)dz,

∫

|z|=2

dz

z2 + 1
,

∫

|z|=1

zndz2. Pruebe que la funión z → z log(z) tiene una primitiva en C \ R−, y alule el valor de la integral
∫

[0,i]

z log(z)dz3. Pruebe que
ĺım

R→∞

∫

|z|=R

z

z3 + 1
dz = 0, ĺım

R→∞

∫

[−R,−R+i]

z2 exp(z)

z + 1
dz = 04. Pruebe que

∞∫

0

e−x2

cos(2bx)dx = e−b2
∞∫

0

e−x2

dx

∞∫

0

e−x2

sen(2bx)dx = e−b2
b∫

0

ex2

dxInd.: Integre f(z) = exp(−z2) en un ontorno retangular adeuado.5. a) Pruebe que para b ∈] − 1, 1[ se tiene
∞∫

0

1 − b2 + x2

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

π

2Indiaión: Integre f(z) =
1

1 + z2
en un ontorno retangular adeuado.



114 CAPÍTULO 8. INTEGRAL EN EL PLANO COMPLEJOb) Si además b 6= 0, pruebe que
∞∫

0

x

(1 − b2 + x2)2 + 4b2x2
dx =

1

4b
ln

1 + b

1 − b6. Pruebe que
∞∫

−∞

e−x2

Im(e−2ixp(x+ i))dx = 0para ualquier polinomio p(z) a oe�ientes reales.Indiaión: Considere f(z) = exp(−z2)p(z).



Capítulo 9Fórmula de Cauhy y primerasonseuenias
9.1. La fórmula de CauhyEl siguiente resultado, que básiamente es una onseuenia del teorema 8.3.3 de Cauhy-Goursat, es funda-mental para el desarrollo de la teoría de funiones de varible ompleja.Teorema 9.1.1. Sea f : Ω ⊆ C → C ontinua en Ω y holomorfa en Ω \ {p}. Sea r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω.Entones, para todo z0 ∈ D(p, r) se tiene la fórmula integral de Cauhy:

f(z0) =
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz, (9.1)donde ∂D(p, r) es la irunferenia de entro p y radio r > 0 reorrida en sentido antihorario.Demostraión. Supongamos z0 6= p (el aso z = p es análogo y se deja omo ejeriio al letor). En virtud delteorema 8.3.5, que a su vez es una onseuenia del teorema 8.3.3, para todo ε > 0 su�ientemente pequeño setiene ∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz =

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz +

∮

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz. (9.2)La primera integral del lado dereho tiende a 0 uando ε→ 0; en efeto, por la Proposiión 8.2.1 se tiene

∣∣∣∣∣

∮

∂D(p,ε)

f(z)

z − z0
dz

∣∣∣∣∣ ≤ 2πε sup
z∈∂D(p,ε)

|f(z)|
|z − z0|

≤ 2πMε,donde M = sup{|f(z)|/|z − z0| : z ∈ ∂D(p, ε)} es �nito debido a la ontinuidad de f y a que z0 no pertenee alonjunto errado ∂D(p, ε) de modo que ∃α > 0, ∀z ∈ ∂D(p, ε), |z − z0| ≥ α.Por otra parte, para la segunda integral del lado dereho en (9.2) se obtiene
∫

∂D(z0,ε)

f(z)

z − z0
dz =

2π∫

0

f(z0 + εeit)

εeit
εieitdt

=

2π∫

0

f(z0 + εeit)idt.115



116 CAPÍTULO 9. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASDe la ontinuidad de f se dedue que
ĺım
ε→0

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt = 2πf(z0). (9.3)En efeto, dado η > 0, la ontinuidad de f en z0 permite asegurar que existe δ > 0 tal que si |z − z0| ≤ δentones |f(z) − f(z0)| < η. Luego, si ε ≤ δ entones |z0 + εeit − z0| = ε ≤ δ y en onseuenia
∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt− 2πf(z0)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2π∫

0

[f(z0 + εeit) − f(z0)]dt

∣∣∣∣∣∣

≤
2π∫

0

|f(z0 + εeit) − f(z0)|dt

≤ 2πη,y omo η > 0 es arbitrario, esto implia que se tiene (9.3).Finalmente, observando que el lado izquierdo en (9.2) no depende de ε y haiendo ε → 0 en esta igualdad seobtiene ∮

∂D(p,r)

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0),lo que prueba el resultado. �9.2. Desarrollo en serie de TaylorTeorema 9.2.1. Sea f : Ω ⊆ C → C una funión ontinua en un abierto Ω y holomorfa en Ω \ {p}. Sea r > 0tal que D(p, r) ⊆ Ω. Entones existe una suesión de onstantes c0, c1, c2, . . . ∈ C tales que

f(z) =

∞∑

k=0

ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p, r),y más aún
ck =

1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw,donde ∂D(p, r) está parametrizado en sentido antihorario.Demostraión. Dado z ∈ D(p, r), en virtud de la fórmula de Cauhy se obtiene

f(z) =
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)
· 1

1 − z−p
w−p

dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)
∞∑

k=0

(z − p)k

(w − p)k+1
dw

=
∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw

)
(z − p)k

=
∞∑

k=0

ck(z − p)k.



9.3. OTRAS CONSECUENCIAS 117El interambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�a omo sigue

∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=0

(%) −
N∑

k=0

∮

∂D

(%)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∮

∂D

∞∑

k=N+1

(%)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(z − p)k

(w − p)k+1

∣∣∣∣∣

≤ 2πr sup
w∈∂D

|f(w)|
︸ ︷︷ ︸

M

·
∞∑

N+1

|z − p|k
rk+1

≤ 2πM

∞∑

N+1

( |z − p|
r

)k

−→ 0 uando N → ∞.Esto último se tiene pues se trata de la ola de la serie geométria∑ ak on a = |z− p|/r < 1 pues z ∈ D(p, r).Finalmente, la igualdad f (k)(p) = k!ck es onseuenia de que la serie se puede derivar término a término yluego evaluar en z = p de manera iterativa (ver el teorema 7.1.1 y el orolario 7.1.2). �Una onseuenia importante del último resultado es la siguiente:Corolario 9.2.2. Si f : Ω ⊆ C → C es ontinua en un abierto Ω, y holomorfa en Ω salvo en a lo más unnúmero �nito de puntos, entones f es holomorfa en todo Ω y, más aún, f es in�nitamente derivable en Ω.9.3. Otras onseueniasCorolario 9.3.1 (Desigualdades de Cauhy). Sea Ω abierto, f ∈ H(Ω), p ∈ Ω y r > 0 tal que D(p, r) ⊆ Ω.Si de�nimos
Mr = sup

∂D(p,r)

|f(z)|entones
∀k ≥ 0, |f (k)(p)| ≤ k!Mr

rkDemostraión. Del teorema 9.2.1, se dedue que
1

k!
f (k)(p) =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dwde modo que:

|f (k)(p)| ≤ k!

2π

∮

∂D(p,r)

|f(w)|
rk+1

|dw|

=
k!

2π

2π∫

0

|f(p+ reiθ)|
rk+1

|rieiθ|dθ

≤ k!

2π

1

rk

2π∫

0

|f(p+ reiθ)|dθ

≤ k!

2π

1

rk
Mr2π =

k!Mr

rk
.

�Corolario 9.3.2 (Teorema de Liouville). Si f ∈ H(C) es una funión aotada entones f onstante en C.



118 CAPÍTULO 9. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASDemostraión. Por hipótesis, existe una onstante M > 0 tal que ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ M . Sea z0 ∈ C. Dado
r > 0, obviamente D(z0, r) ⊆ C que es la región en donde f es holomorfa. Por el orolario anterior, se tieneque para k = 1, |f ′(z0)| ≤M/r, pues Mr = supz∈∂D(z0,r) |f(z)| ≤M . Como r > 0 es arbitrario, podemos haer
r → ∞ para deduir que |f ′(z0)| = 0, y omo z0 también es arbitrario, tenemos que f ′ ≡ 0 en C, de donde sesigue que f es onstante. �Corolario 9.3.3 (Teorema de d'Alembert o Teorema Fundamental del Algebra). Si f es un polinomiono onstante entones existe z0 ∈ C tal que f(z0) = 0. En onseuenia, todo polinomio de grado n ≥ 1 tieneexatamente n raíes.Demostraión. La demostraión de este resultado mediante métodos puramente algebraios es algo di�ultosa.Sin embargo, puede deduirse on relativa failidad a partir del teorema de Liouville.Argumentando por ontradiión, supongamos que ∀z ∈ C, f(z) 6= 0 on f(z) = a0 + a1z + . . .+ anz

n, n ≥ 1 y
an 6= 0. Obviamente f ∈ H(C) y además podemos de�nir g ∈ H(C) mediante g(z) = 1/f(z). Si g fuese aotadaentones, por el teorema de Liouville, se tendría g ≡ C para alguna onstante C ∈ C. Pero en tal aso, f tambiénsería onstante, lo que ontradie la hipótesis. Veamos ahora que efetivamente g es una funión aotada bajola ondiión ∀z ∈ C, f(z) 6= 0; en efeto

g(z) =
1

f(z)
=

1

a0 + a1z + . . .+ anzn

=
1

anzn

(
1

b0
zn + b1

zn−1 + . . .+ bn−1

z + 1

)donde bi = ai/an, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Notemos que |g(z)| → 0 uando |z| → ∞. En partiular, ∃r > 0 tal que
|z| > r ⇒ |g(z)| ≤ 1. Para |z| ≤ r, notemos que g es ontinua de modo que es aotada en el ompato D(0, r).Tomando M = máx{1, supz∈D(0,r) |g(z)|} <∞ se tiene que ∀z ∈ C, |g(z)| < M .El resto de la demostraión es algebraia. Sea f : C → C un polinomio de grado n ≥ 1. Como f no esonstante, se tiene que ∃z0 ∈ C tal que f(z0) = 0. Así, resulta que (z − z0) divide a f luego podemos esribir
f(z) = (z − z0)f1(z). Notemos que f1 : C → C es neesariamente un polinomio de grado n − 1. Si n − 1 > 0,podemos apliar el mismo razonamiento, para obtener un z1 ∈ C tal que f1(z1) = 0. Ahora bien, (z−z1) divide a
f1, de donde se tiene que f1 = (z−z1)f2, y por onsiguiente f(z) = (z−z0)(z−z1)f2(z). Repetimos el argumento
n vees, hasta obtener una seuenia {zi}i∈{0,1,...,n−1} tal que f(z) = (z−z0)(z−z1) . . . (z−zn−1)fn(z). Notandoque fn es de grado 0, es deir fn ≡ onstante, se onluye el teorema. �9.4. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Sea f : C → C de�nida por f(z) = e−x2 y b > 0. Pruebe que

∫ ∞

0

e−x2

cos(2bx)dx = eb3
√
π

2
∫ ∞

0

e−y2

cos(2by)dy = e−b2
∫ b

0

ey2

dySoluión:Primero notamos que la funión f es holomorfa en todo C, lo que implia que ∫
γ
f(z)dz = 0 para ualquierurva γ errada en C.Consideremos γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4 donde

γ1 : x; x ∈ [0, R], γ2 : R+ iy; y ∈ [0, b], γ3 : x+ ib; x ∈ [R, 0], γ4 : iy; y ∈ [b, 0].



9.4. EJERCICIOS 119Así, de la igualdad ∑4
i=1

∫
γi
F (z)dz = 0 se obtiene

R∫

0

e−x2

dx+

b∫

0

e−(R+iy)2idy −
R∫

0

e−(x+R)2dx−
b∫

0

e−y2

idy = 0. (9.4)Reordemos que
ĺım

R→∞

R∫

0

e−x2

dx =

+∞∫

0

e−x2

dx =

√
π

2
,y por otro lado se dedue la igualdad

ĺım
R→∞

R∫

0

e−x2

e−2xibRb2dx = ĺım
R→∞

R∫

0

eb2e−x2

(cos(2xb) − i sen(2bx))dx

=

∞∫

0

eb2e−x2

(cos(2xb) − i sen(2bx))dx.Para la parte real de (9.4) (luego de fatorizar apropiadamente) se tiene
∣∣∣∣∣∣

b∫

0

e−r2

ey2

cos(2yR)dy

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

0

|e−R2 · ey2

cos(2yR)|dy

≤ e−R2

b∫

0

ey2 | cos(2yR)|dy ≤
b∫

0

ey2

dy −−−→
R→∞

0y para la parte imaginaria de (9.4), lo mismo
∣∣∣∣∣∣

b∫

0

e−R2

ey2

sen(2yR)dy

∣∣∣∣∣∣
≤ e−R2

b∫

0

ey2

dy −−−→
R→∞

0.Además se tiene
ĺım

R→∞

b∫

0

e−y2

dy =

b∫

0

e−y2

dyIgualando entones, tanto la parte real omo la imaginaria a 0 en (9.4), �nalmente se obtiene:Real: ∞∫

0

e−x2

dx−
∞∫

0

eb2e−x2

cos(2xb)dx = 0,onluyendo que ∞∫
0

e−x2

cos(2xb)dx = e−b2
√

π
2 .Imaginaria:

∞∫

0

eb2e−x2

sen(2bx)dx−
b∫

0

e−y2

dy = 0,onluyendo que ∞∫
0

e−y2

sen(2by)dy = e−b2
b∫
0

e−y2

dy



120 CAPÍTULO 9. FÓRMULA DE CAUCHY Y PRIMERAS CONSECUENCIASEjeriios Propuestos1. Pruebe que si f ∈ H(D(z0, R)) entones para todo r ∈]0, R[ se tiene
f(z0) =

1

2π

2π∫

0

f(z0 + reiθ)dθ.Deduza que para 0 < r < 1
2π∫

0

log(1 + reiθ)dθ = 0,y por lo tanto
π/2∫

0

ln(senx)dx = −π
2

ln 2.2. Pruebe que para todo k ∈ R,
π∫

0

ek cos θ cos(k sin θ)dθ = π.3. Desarrollar f(z) = senh z en serie de Taylor en torno al punto z = πi.4. Sea f ∈ H(Ω \ {0})∩C(Ω) on Ω un onjunto abierto tal que D(0, r) ⊆ Ω para algún r > 0. Suponga queexiste una suesión (zn)n≥0 ⊆ Ω \ {0} tal que zn → 0 y f(zn) = 0 para todo n ≥ 0. Pruebe que f ≡ 0.5. Enuentre el desarrollo en serie de potenias Σckz
k en torno a z0 = 0, para la funión

f(z) = 1/(1 − z − z2).Pruebe además que ck es la suesión de Fibonai (c0 = c1 = 1, ck+2 = ck + ck+1).Indiaión: puede servirle separar en fraiones pariales.6. Determinar el radio de onvergenia de las siguientes series de potenias y estudiar la onvergenia uando
|z| = 1: ∑

zn,
∑ zn

n
,
∑ zn

n2
.



Capítulo 10Teorema de los residuos
10.1. Puntos singulares, polos y residuosSea f(z) una funión de variable ompleja. Se die que p ∈ C es un punto singular aislado de f(z) si existe unradio R > 0 tal que f ∈ H(D(p,R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.Ejemplo 10.1.1. El omplejo p = 0 es un punto singular aislado de la funión

f(z) =
sen z

z
.

2Se die que p es un punto singular evitable si, junto on ser punto singular aislado, el siguiente límite existe
L0(p) = ĺım

z→p
f(z).Notemos que en este aso podemos extender la de�niión de f a todo el diso D(p,R) de la siguiente forma:

f̂(z) =

{
f(z) si z ∈ D(p,R) \ {p},
L0(p) si z = p.La funión f̂ así de�nida oinide on f en D(p,R) \ {p} y evidentemente es ontinua en todo D(p,R). Como

f ∈ H(D(p,R) \ {p}), por el orolario 9.2.2 se tiene f̂ ∈ H(Ω). Esto justi�a la terminología de punto singularevitable.Ejemplo 10.1.2. El omplejo p = 0 es un punto singular evitable de la funión
f(z) =

sen z

z
,pues de la serie de potenias de sen z se dedue que

ĺım
z→0

sen z

z
= 1.De este modo, la funión f̂ : C → C de�nida por

f̂(z) =





sen z

z
si z 6= 0,

1 si z = 0.es holomorfa en todo C. Por otra parte, p = 0 es un punto singular no evitable de la funión
f(z) =

cos z

z
.

2121



122 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOSSe die que p ∈ C es un polo de f(z) si p es un punto singular aislado de f(z) y además existe un entero m ≥ 1tal que el límite
Lm(p) = ĺım

z→p
(z − p)mf(z)existe y es no nulo, i.e. Lm(p) 6= 0. El menor m ≥ 1 on diha propiedad se llama orden del polo p. Diremos que

p es un polo simple uando sea un polo de orden m = 1.Ejemplo 10.1.3. El omplejo p = 0 es un polo simple de la funión
f(z) =

cos z

z
,pues

L1(0) = ĺım
z→0

(z − 0)
cos z

z
= ĺım

z→0
cos z = cos(0) = 1.

2Sea Ω ⊆ C un onjunto abierto, p un punto en Ω y supongamos que f ∈ H(Ω \ {p}). Si p es un polo de f(z)entones p no puede ser un punto singular evitable de f(z), pues en aso ontrario se tendría
ĺım
z→p

(z − p)mf(z) = ĺım
z→p

(z − p)m ĺım
z→p

f(z) = 0L0 = 0,para todo entero m ≥ 1, lo que ontradie la de�niión de polo. Luego, un polo es una verdadera singularidadde la funión en el sentido que no es posible repararla en p por ontinuidad.Supongamos que p es un polo de f(z) de orden m ≥ 1. Si onsideramos
g(z) = (z − p)mf(z)entones p resulta ser un punto singular evitable de g(z) y en onseuenia la funión

ĝ(z) =

{
(z − p)mf(z) si z ∈ Ω \ {p},

ĺım
z→p

(z − p)mf(z) si z = p.es holomorfa en todo Ω. De auerdo al teorema 9.2.1, si r > 0 es tal que D(p, r) ⊆ Ω entones ĝ(z) admite unaexpansión en serie de Taylor en D(p, r) y en partiular se tiene
∀z ∈ D(p, r) \ {p}, (z − p)mf(z) =

∞∑

k=0

ĉk(z − p)k,donde
ĉk =

ĝ(k)(p)

k!

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

ĝ(w)

(w − p)k+1
dw

=
1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k−m+1
dw,on lo ual se obtiene para f(z) el siguiente desarrollo en serie de potenias (on potenias negativas) para todo

z ∈ D(p, r) \ {p}:
f(z) =

ĉ0
(z − p)m

+
ĉ1

(z − p)m−1
+ . . .+

ĉm−1

(z − p)
+R(z), (10.1)donde el resto

R(z) =
∞∑

k=m

ĉk(z − p)k−m



10.2. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS 123es una funión holomorfa en D(p, r) por tratarse de una serie de potenias usual. El desarrollo (10.1) puedeesribirse omo
f(z) = c−m(z − p)−m + . . .+ c−1(z − p)−1 + c0 + c1(z − p) + . . .

=

∞∑

k=−m

ck(z − p)k,donde para todo k ≥ −m se tiene
ck = ĉk+m =

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)

(w − p)k+1
dw.Esto se trata de un aso partiular de lo que se onoe omo expansión en serie de Laurent de f(z) queveremos en la seión 10.4, la ual onstituye una generalizaión de la serie de Taylor al aso de funiones onsingularidades aisladas. En el aso más general, la serie de Laurent puede admitir in�nitos términos no nulosasoiados a potenias negativas (en lugar de sólo un número �nito omo ourre en el aso de un polo), en uyoaso deimos que se trata de una singularidad esenial de f(z). En este apunte, no abordaremos el aso desingularidades eseniales.Como veremos en la siguiente seión, el oe�iente ĉm−1 (o equivalentemente, el oe�iente c−1) en el desarrollode Laurent (10.1) de f(z) en torno a p juega un rol muy importante en la teoría de funiones de variable ompleja.A este oe�iente se le llama residuo de f en p y se denota por Res(f, p). Tenemos que

Res(f, p) =
ĝ(m−1)(p)

(m− 1)!
=

1

2πi

∮

∂D(p,r)

f(w)dw.Una expresión para Res(f, p) que es muy útil en álulos espeí�os se obtiene al notar que todas las derivadasde ĝ son ontinuas de modo tal que, reordando que ĝ(z) = (z − p)mf(z) si z 6= p:
Res(f, p) = ĺım

z→p

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
[(z − p)mf(z)] (10.2)donde dm−1

dzm−1 denota la derivada de orden m− 1.10.2. El teorema de los residuosSea f ∈ H(Ω \ {p}). Supongamos primero que p es un punto singular evitable de f , de modo que la extensión
f̂ de f a todo Ω por ontinuidad satisfae f̂ ∈ H(Ω). Si Ω es simplemente onexo y Γ ⊆ Ω \ {p} es un aminoerrado simple entones podemos apliar el teorema 8.3.3 de Cauhy-Goursat a f̂ para deduir que

∮

Γ

f(z)dz = 0, (10.3)donde hemos usado que f̂ oinide on f en Ω \ {p} y que el amino Γ no pasa por p.Supongamos ahora que p es un polo de f de orden m. Como en este aso no es posible extender f a todo Ω demodo que la extensión sea ontinua, nada asegura que (10.3) sea válido. De heho, si suponemos que el aminoerrado simple Γ está ontenido en D(p, r) \ {p} on r > 0 de modo tal que el desarrollo (10.1) es válido paratodo z ∈ D(p, r) \ {p}, entones tenemos
∮

Γ

f(z)dz =

∮

Γ

[
ĉ0

(z − p)m
+ . . .+

ĉm−1

(z − p)
+R(z)

]
dz

= ĉm−1

∮

Γ

1

z − p
dz

= Res(f, p)2πiIndΓ(p)

= 2πiRes(f, p),



124 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOSsiempre que Γ se reorra en sentido antihorario. Esta propiedad explia el nombre de residuo dado al oe�iente
ĉm−1, y puede extenderse a situaiones más generales. Introduzamos primero la siguiente de�niión.De�niión 10.2.1. Una funión f se die meromorfa en un abierto Ω si existe un onjunto P ⊆ Ω �nito onumerable tal que(1) f ∈ H(Ω \ P ).(2) f tiene un polo en ada punto p ∈ P .(3) P no posee puntos de aumulaión.Teorema 10.2.2 (de los residuos de Cauhy). Sea f una funión meromorfa en un abierto Ω y sea
P el onjunto de todos sus polos. Sea Γ un amino simple y errado, reorrido en sentido antihorario, queenierra una región D ⊆ Ω y tal que Γ ∩ P = ∅. Entones Γ enierra un número �nito de polos de f , digamos
P ∩D = {p1, . . . , pn} y más aún ∮

Γ

f(z)dz = 2πi

n∑

j=1

Res(f, pj). (10.4)Demostraión. Comenemos por notar que si bien P puede ser in�nito, sabemos que D es aotado, y omo Pno tiene puntos de aumulaión en Ω se sigue que P ∩D es �nito. Ahora bien, de auerdo on el teorema 8.3.5,para ε > 0 pequeño se tiene
∮

Γ

f(z)dz =

n∑

j=1

∮

γ∗
j

f(z)dz, γj(t) = pj + εeit, 0 ≤ t ≤ 2π.En torno a ada polo pj la funión f admite un desarrollo del tipo (10.1) de modo tal que
∮

γj

f(z)dz =

∮

γ∗
j

[
cj−mj

(z − pj)
−mj + . . .+ cj−1(z − pj)

−1 +Rj(z)
]
dz

= cj−1

∮

γ∗
j

1

z − pj
dz

= 2πiRes(f, pj),lo que prueba el resultado. �10.3. EjemplosUna primera regla de álulo senilla para evaluar el residuo de una funión de la forma
f(z) =

g(z)

h(z)que tiene un polo simple en p, donde g(p) 6= 0 y h(p) = 0 onsiste en la fórmula
Res

(
g(z)

h(z)
, p

)
=

g(p)

h′(p)
. (10.5)La demostraión de (10.5) es direta de la de�niión de residuo on orden m = 1 por ser p un polo simple.Ejemplo 10.3.1. Calular: ∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz.



10.3. EJEMPLOS 125Soluión Comenemos por notar que los polos de
f(z) =

1

1 + z2
=

1

(z + i)(z − i)están dados por
p1 = i, p2 = −i,y ambos son polos simples y están enerrados por ∂D(0, 2).

b

b

i

−i

Figura 10.1: Cirunferenia entrada en el origenLos residuos orrespondientes son:
Res(f, i) =

1

2i
,y

Res(f,−i) = − 1

2i
.Luego ∮

∂D(0,2)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i
− 1

2i

]
= 0.Por otra parte, si onsideramos la irunferenia entrada i y de radio 1, entones

∮

∂D(i,1)

1

1 + z2
dz = 2πi

[
1

2i

]
= π.

2Antes de ver otro ejemplo, demostremos el siguiente resultado que es bastante útil para el álulo de polos yresiduos.Proposiión 10.3.2 (Regla de l'H�pital). Sean f, g ∈ H(Ω), p ∈ Ω y n ≥ 1 tales que
g(p) = . . . = g(n−1)(p) = 0 6= g(n)(p).Entones

ĺım
z→p

f(z)

g(z)
=





no existe si f (k)(p) 6= 0 para algún k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}.
f (n)(p)

g(n)(p)
si f (k)(p) = 0 para todo k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}



126 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOSDemostraión. Consideremos el desarrollo de Taylor de g en torno a p
g(z) =

∑

k≥n

g(k)(p)

k!
(z − p)k =

g(n)(p)

n!
(z − p)n +

g(n+1)(p)

(n+ 1)!
(z − p)n+1 + . . .Luego

ĺım
z→p

f(z)

g(z)
= ĺım

z→p

∞∑
k=0

f(k)(p)
k! (z − p)k−n

g(n)(p)
n! + g(n+1)(p)

(n+1)! (z − p) + . . .El denominador tiende haia g(n)(p)
n! . El numerador sólo onverge uando f (k)(p) = 0 para todo k < n, y en talaso tiende a f(n)(p)

n! , lo que permite onluir. �Ejemplo 10.3.3. Evaluar ∮

Γ

dz

z sen z
,donde Γ es el amino de la �gura 10.2.

1−1

i

−i

Γ

Figura 10.2: Cuadrado entrado en el origenSoluión La funión
f(z) =

1

z sen ztiene omo andidatos a ser polos todos los puntos del tipo pk = kπ, k ∈ Z.Si k = 0 entones p0 = 0 es polo de orden 2; en efeto
ĺım
z→0

z2f(z) = ĺım
z→0

z

sen z
= ĺım

z→0

1

cos z
= 1,mientras que el limite

ĺım
z→0

zf(z) = ĺım
z→0

1

sen zno existe. Si k 6= 0 entones pk no pertenee a la región enerrada por Γ, y por lo tanto estos puntos no sonrelevantes para el álulo de la integral.



10.3. EJEMPLOS 127Residuo:
Res(f, 0) = ĺım

z→0

1

1!

d1

dz1
(z2f(z)) = ĺım

z→0

d

dz

( z

sen z

)

= ĺım
z→0

sen z − z cos z

sen2 z
= ĺım

z→0

cos z − cos z + z sen z

2 sen z cos z
= 0.Luego ∮

Γ

dz

z sen z
= 0.Notemos que en este aso el residuo resultó ser 0, lo que no es posible uando el polo es simple.

2Ejemplo 10.3.4. Calular ∮

Γ

z3

e3iz − 3eiz + 2
dz,donde Γ es el amino de la �gura 10.3.

R−R ε−εFigura 10.3: Camino que evita al origenSoluión Para determinar los polos de la funión
f(z) =

z3

e3iz − 3eiz + 2
,veamos donde se anula el denominador:

e3iz − 3 eiz
︸︷︷︸

w

+2 = 0 ⇔ w3 − 3w + 2 = 0

⇔ (w − 1)2(w + 2) = 0

⇔ w = 1 o bien w = −2

⇔ iz = log(1) o bien iz = log(−2) = ln 2 + iπ

⇔ z = 0 o bien z = π − i ln 2.Como ninguno de estos puntos está enerrado por Γ, entones
∮

Γ

f(z)dz = 0.Si en lugar del amino anterior se onsidera la irunferenia entrada en el origen y de radio R > 0 su�iente-mente grande, entones ambos puntos son relevantes.
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• p = 0: desarrollando las exponeniales en serie de potenias se tiene

f(z) =
z3

(1 + (3iz) + (3iz)2

2! + (3iz)3

3! + . . .) − 3(1 + iz + (iz)2

2! + (iz)3

3! + . . .) + 2

=
z3

(− 9
2z

2 − 27
6 iz

3 + . . .) − (− 3
2z

2 − iz3

6 + . . .)

=
z3

−3z2 + o(z2)
→ 0 ⇒ p = 0 no es polo.

• p = π − i ln 2:
f(z) =

z3

(eiz − 1)2(eiz + 2)
=

z3

(eiz − 1)2
1

eiz − eip
,luego

ĺım
z→p

z3

(eiz − 1)2
z − p

eiz − eip
=

p3

(eip − 1)2
1

ieip
=
p3

9

1

i(−2)
=
i(π − i ln 2)3

18
6= 0,de modo que p = π − i ln 2 es un polo simple. En este aso, el residuo oiide on el límite que aabamos dealular, es deir

Res(f, p) = ĺım
z→p

(z − p)f(z) =
i(π − i ln 2)3

18
,y en onseuenia ∮

∂D(0,R)

f(z)dz = −π
9

(π − i ln 2)3.

2Una onseuenia interesante del teorema de los residuos es la siguiente:Proposiión 10.3.5. Sea f : Ω ⊆ C → C holomorfa y Γ una urva simple, errada y reorrida en sentidoantihorario la ual enierra una región D ⊆ Ω. Si f tiene un número �nito de eros al interior de D y no tieneeros en Γ entones
Indf(Γ)(0) =

1

2πi

∮

Γ

f ′(z)
f(z)

dz = número total de eros de f en D,donde en este número se inluye la multipliidad de los eros.Demostraión. Tenemos que f(Γ) es una urva errada que por hipótesis no pasa por 0, y que si Γ estáparametrizada por γ : [a, b] → Γ entones f(Γ) lo está por f ◦ γ. Luego,
Indf(Γ)(0) =

1

2πi

∮

f(Γ)

1

z
dz =

1

2πi

b∫

a

1

f(γ(t))
f ′(γ(t))

dγ

dt
(t)dt =

1

2πi

∮

Γ

f ′(z)
f(z)

dz.Por otra parte, de�namos
g(z) =

f ′(z)
f(z)y sea p un ero de f . Como f es holomorfa, podemos enontrar r > 0, m ≥ 1 y una funión f0(z) holomorfa en

D(p, r) tales que para todo z ∈ D(p, r), f(z) = (z − p)mf0(z) on f0(p) 6= 0 (m es la multipliidad de p). Deeste modo, para z ∈ D(p, r) podemos esribir
g(z) =

m(z − p)m−1f0(z) + (z − p)mf ′0(z)
(z − p)mf0(z)

=
m

z − p
+
f ′0(z)
f0(z)

,



10.4. SERIES DE LAURENT 129y en onseuenia p es un polo simple de g y más aún Res(g, p) = m. Repitiendo esto para ada uno de los erosde f , deduimos del teorema de los residuos que
1

2πi

∮

Γ

g(z)dz =
∑

p∈D

mp = número total de eros de f en D.
�10.4. Series de LaurentUna serie de Laurent es una serie de la forma

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k (10.6)donde a ∈ C es un punto dado y (ck)k ∈ Z es una familia de números omplejos indexada por los enteros.Observemos que a diferenia de una serie de potenias, en la serie de Laurent intervienen tanto poteniaspositivas omo negativas de (z − a).De�namos la parte positiva y negativa de (10.6) mediante

P (z) =

∞∑

k=0

ck(z − a)k, N(z) =

−1∑

k=−∞
ck(z − a)k.Observemos que P (z) es una serie de potenias y que N(z) se puede reesribir de la siguiente manera

N(z) =

∞∑

k=1

c−k((z − a)−1)k,que es una serie de potenias en la variable (z − a)−1.Dado z 6= a diremos que la serie de Laurent (10.6) onverge si P (z) y N(z) onvergen.Teorema 10.4.1. Sean
R1 = ĺım sup

k→∞
k
√

|c−k|,y
R2 = 1/ ĺım sup

k→∞
k
√

|ck|on la onvenión 1/0 = ∞.Si R1 < R2 entones L(z) =
∑∞

k=−∞ ck(z − a)k onverge para todo z en la región anular
A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}y de�ne una funión holomorfa en A.Demostraión. Dado z ∈ C reordemos que P (z) =

∑∞
k=0 ck(z − a)k onverge si |z − a| < R2 y diverge si

|z − a| > R2. Además, si R2 > 0 entones P (z) es holomorfa en {z ∈ C : |z − a| < R2}.Por otro lado observemos que dado w ∈ C, g(w) =
∑∞

k=1 c−kw
k onverge si

|w| < 1/ ĺım sup
k→∞

k
√
|c−k|mientras que diverge si |w| > 1/ ĺım sup

k→∞
k
√
|c−k|. Tomando w = (z−a)−1 vemos que N(z) onverge si |z−a| > R1y diverge si |z−a| < R1. En síntesis, la serie de Laurent L(z) onverge si R1 < |z−a| < R2 y diverge si |z−a| < R1o |z − a| > R2.Para onluir notemos que si R1 < ∞ entones N(z) es una funión holomorfa en {z ∈ C : |z − a| > R1}, yaque es la omposiión de g on la funión z 7→ (z − a)−1. Luego L(z) es holomorfa en A. �
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r1r2

γ1

γ2Figura 10.4: irulos de radio r1 < r2Observaión 10.4.2. Si R1 ≥ R2 no se puede garantizar la onvergenia de la serie de Laurent para ningún
z ∈ C.Como en el aso de las series de potenias, si |z − a| = R1 o |z − a| = R2 puede o no haber onvergenia de laserie de Laurent, lo que dependerá de ada aso partiular.Teorema 10.4.3. Sean a ∈ C un punto dado, 0 ≤ R1 < R2 ≤ ∞ y A la región de�nida por

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.Si f : A→ C es una funión holomorfa, entones existen onstantes (ck)k∈Z tales que
f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − a)k, ∀z ∈ A.Más aún,

ck =
1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw,para ualquier r tal que R1 < r < R2, donde ∂D(a, r) está parametrizado en sentido antihorario.Demostraión. Primero observemos que

1

2πi

∮

∂D(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dwno depende de r. En efeto, sean R1 < r1 < r2 < R2 y usemos la notaión γ1 = ∂D(a, r1), γ2 = ∂D(a, r2),parametrizadas en sentido antihorario. Entones por el teorema de Cauhy apliado a la funión w 7→ f(w)

(w−a)k+1 ,que es holomorfa en A, y al amino de la �gura:se dedue que ∮

γ1

f(w)

(w − a)k+1
dw =

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
.Consideremos ahora un punto z ∈ A ualquiera y esojamos r1 y r2 de modo que

R1 < r1 < |z − a| < r2 < R2.Por la fórmula de Cauhy en el amino de la �gura (10.4) obtenemos
f(z) =

1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw.



10.4. SERIES DE LAURENT 131El primer término del lado dereho en la fórmula anterior es igual a
1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∮

γ2

f(w)

w − a
· 1

1 − z−a
w−a

dw

=
1

2πi

∮

γ2

f(w)

∞∑

k=0

(z − a)k

(w − a)k+1
dw

=

∞∑

k=0

(
1

2πi

∮

γ2

f(w)

(w − a)k+1
dw

)
(z − a)k

=

∞∑

k=0

ck(z − a)k,donde el interambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�a exatamente del mismo modo que en la demostraión del Teore-ma 9.2.1, utilizando que para w ∈ γ2 ∣∣∣∣

z − a

w − a

∣∣∣∣ =
|z − a|
r2

< 1.Para la segunda integral tenemos
1

2πi

∮

γ1

f(w)

w − z
dw = − 1

2πi

∮

γ1

f(w) · 1

z − a
· 1

1 − w−a
z−a

dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

∞∑

k=0

(w − a)k

(z − a)k+1
dw

= − 1

2πi

∮

γ1

f(w)

∞∑

k=1

(w − a)k−1

(z − a)k
dw

= −
∞∑

k=1

(
1

2πi

∮

γ1

f(w)

(w − a)−k+1
dw

)
(z − a)−k

= −
∞∑

k=1

c−k(z − a)k,En esta oasión el interambio ∫ ∑ =
∑∫ se justi�a omo sigue

∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=0

(%) −
N∑

k=0

∮

γ1

(%)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∮

γ1

∞∑

k=N+1

(%)

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 sup
w∈γ1

∣∣∣∣∣
∞∑

N+1

f(w)(w − a)k−1

(z − a)k

∣∣∣∣∣

≤ 2πr1 · sup
w∈γ1

|f(w)| ·
∞∑

N+1

rk−1
1

|z − a|k

≤ 2πM

∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

,donde M = supw∈γ1
|f(w)|. Notemos que

∞∑

N+1

(
r1

|z − a|

)k

−→ 0 uando N → ∞,ya que se trata de una serie geométria∑ ak on a = r1/|z − a| < 1. �



132 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOSObservaión 10.4.4. El teorema anterior a�rma que f se puede representar por una serie de Laurent en el anil-lo A. Notemos que la fórmula explíita para los oe�ientes en términos de f garantiza que esta representaiónes únia.Revisemos el onepto de singularidad aislada de una funión f(z). Supongamos p ∈ C es un punto singularaislado de f(z), es deir, existe un radio R > 0 tal que f ∈ H(D(p,R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.Graias al Teorema 10.4.3 deduimos que
f(z) =

∞∑

k=−∞
ck(z − p)k, ∀z ∈ D(p,R) \ {p},donde ck ∈ C. Podemos a�rmar entones que:i) si ck = 0 para todo k < 0 entones p es un punto singular evitable,ii) si existe m ≥ 1 tal que ck = 0 para todo k < −m pero c−m 6= 0 entones p es un polo de orden m,iii) en aso ontrario el número de índies k < 0 para los uales ck 6= 0 es in�nito y a p se le llama unasingularidad esenial.El siguiente es un ejemplo de una singularidad esenial.Ejemplo 10.4.5. Consideremos f(z) = e1/z, z ∈ A donde A = {z ∈ C : |z| > 0}. Notemos que para z 6= 0

e1/z =

∞∑

n=0

(1/z)n

n!Entones la serie de Laurent de f en torno a 0 es
f(z) =

∞∑

k=−∞
ckz

k,donde
ck =

{
0 si k > 0

1
(−k)! si k ≤ 0.Observaión 10.4.6. Los oe�ientes del desarrollo en serie de Laurent de una funión holomorfa dependenruialmente de ual es el anillo on respeto al ual se hae la expansión. Inluso anillos distintos pero entradosen el mismo punto produen series de Laurent diferentes.Ejemplo 10.4.7. Sea f(z) = 1

z−i y enontremos su serie de Laurent en los anillos A1 = {z ∈ C : |z− 1| <
√

2}y A2 = {z ∈ C : |z − 1| >
√

2}.Primero observemos que efetivamente f es holomorfa en ambos anillos. Si |z − 1| <
√

2 utilizando la seriegeométria obtenemos
1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

1 − i
· 1

z−1
1−i + 1

=
1

1 − i
· 1

1 − z−1
i−1

=
1

1 − i

∞∑

k=0

(z − 1

i− 1

)k

= −
∞∑

k=0

(z − 1)k

(i− 1)k+1
,



10.5. EJERCICIOS 133y la serie onverge si | z−1
i−1 | < 1, es deir si |z − 1| <

√
2. Esta es la serie de Laurent de f en A1.Si |z − 1| >

√
2

1

z − i
=

1

z − 1 + 1 − i
=

1

z − 1
· 1

1 + 1−i
z−1

=
1

z − 1
· 1

1 − i−1
z−1

=
1

z − 1

∞∑

k=0

( i− 1

z − 1

)k

=

∞∑

k=0

(i− 1)k

(z − 1)k+1
,lo que orresponde a la serie de Laurent de f en A2.10.5. EjeriiosEjeriios Resueltos1. Enontrar la serie de Taylor o la serie de Laurent de la funión f(z) = 1/(1 − z2) en la región(i) 0 ≤ |z| < 1, (ii) |z| > 1, (iii) 0 ≤ |z − 1| < 2.Soluión(i) Notemos que para 0 ≤ |z| < 1 se umple que la serie∑ zk es onvergente y∑ zk = 1

1−z por lo tantola serie de Taylor en 0 ≤ |z| < 1 orresponde a ∑ z2k.(ii) Para |z| > 1, f(z) puede ser esrita de modo equivalente omo f(z) = − 1
z2

1
(1− 1

z2 )
. Analogamente alitem anterior la serie∑(

1
z

)k es onvergente para |z| > 1 y se umple ∑(
1
z2

)k
= 1

1− 1
z2
. Por lo tantola serie de Laurent de f para |z| > 1 está dada por

f(z) = − 1

z2

∑ 1

z2k
= −

∑ 1

z2(k+1)(iii) Finalmente notemos que 1
1−z2 = 1

(1−z)(1+z) . La funión 1
(1+z) = 1

(2+(z−1) puede ser expresada en seriede Laurent en torno a al punto z0 = 1 omo
1

(1 + z)
=

1

(2 + (z − 1))
=
∑

(z − 1)kesta serie es onvergente en |z − 1| < 2. Conluimos entonees que la serie de Laurent de f para
|z − 1| < 2 está dada por

f(z) =
1

(1 − z)

∑
(z − 1)k.2. Enuentre la serie de Laurent de las funiones(i) f(z) = 1

(z2+3)2/(z)(ii) f(z) = 1
z2(1−z) para 0 < |z| < 1 y |z − 1| < 1.Soluión



134 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOS(i) Desarrollando el numerador queda
f(z) = (z4 + 6z2 + 9)/z = z3 + 6z +

9

zque orresponde a la expresión en serie de Laurent.(ii) Si 0 < |z| < 1

f(z) =
1

z2

(
1

1 − z

)

=
1

z2

∑
zk =

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 + z3 + · · ·Si |z − 1| < 1.

f(z) = − 1

z2

1

z − 1

= − 1

(z − 1 + 1)2
1

z − 1pero
1

z2
=

d

dz

(−1

z

)

= − d

dz

(
1

1 − (1 − z)

)
= − d

dz

∑
(1 − z)k

= − d

dz

∑
(−1)k(z − 1)k = −

∑
(−1)kk(z − 1)k.Por lo tanto

f(z) =
1

z − 1

∑
(−1)kk(z − 1)k.3. Enontrar todas las series de Taylor y de Laurent on entro 0, y determinar las regiones para las ualesestas onvergen, de las siguientes funiones:(i) f(z) = z−5 cos z, (ii) f(z) = ze1/z2 , (iii) f(z) = 1/(z3 − z4).Soluión.Reordemos que dada una serie de Laurent

∞∑

k=−∞
ck(z − a)klos radios de onvergenia son de la forma:

R1 = ĺım sup
k→∞

k
√

|c−k|,y
R2 = 1/ ĺım sup

k→∞
k
√
|ck|Si R1 < R2 entones L(z) =

∑∞
k=−∞ ck(z − a)k onverge para todo z en la región anular

A = {z ∈ C : R1 < |z − a| < R2}.(i) Notemos que
cos z

z5
=

1

z5

(
1 − z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ ...

)

cos z

z5
=

(
1

z5
− 1

2!z3
+

1

4!z
− z

6!
+
z3

8!
− z5

10!
+ ...

)Claramente se tiene que R1 = 0 y R2 = ∞, luego, A = C \ {0}.
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z exp

(
1

z2

)
= z

(
1 +

1

1!z2
+

1

2!z4
+

1

3!z6
+ ...

)

= z +
1

z
+

1

2!z3
+

1

3!z5
+ ...Luego se dedue que R2 = ∞ y R1 = 0.(iii) Hay 2 asos, si |z| < 1 o |z| > 1. Si |z| < 1:

1

z3 − z4
=

1

z3

1

1 − z

=
1

z3

∞∑

k=0

zk =
∞∑

k=0

zk−3

=
1

z3
+

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2 + ...donde R1 = 0 y R2 = 1, lo que implia que A = D(0, 1) \ {0}.Para |z| > 1:

1

z3 − z4
=

1

z4

1
1
z − 1

=
1

z4

−1

1 − 1
z

=
1

z4

(
−

∞∑

k=0

1

zk

)
= −

∞∑

k=0

1

zk+4

= − 1

z4
− 1

z5
− 1

z6
− ...donde R1 = 1 y R2 = ∞, on A = C \D(0, 1).4. (i) Sea f(z) = π cot(πz)

z2 . Indique donde f es holomorfa enuentre sus polos y determine sus ordenesorrespondientes.Soluión:Para f(z) = π cos(πz)
z2 sen(πz) , busamos donde sen(πz) = 0, i.e. sen(πz) = eiπz−e−iπz

2i = 0.Esto suede si eiπz = e−iπz entones |e2iπz| = 1. Si z = x + iy esto quiere deir que |e2πi(x+iy)| =
|e2πix| · |e−2πy| = 1.Si y 6= 0, no se umple la igualdad, por lo que neesariamente Im(z) = 0 para todo z que es raíz.Por otro lado e2πix = 0 si y sólo si x ∈ Z, por lo que f(z) es holomorfa en C \ Z.Luego, los polos son los enteros, todos de orden 1, exepto z = 0, que posee multipliidad 3.(ii) Calule los resíduos de los polos de f .Soluión:Como son funiones (no polinomios), vemos el límite de (z − p0)

α · f(z), donde p0 es un polo demultipliidad α.Para z = 0 se tiene que
ĺım
z→0

π cosπz

z2 sinπz
(z − 0)3 = ĺım

z→0
πz

cosπz

senπz
,pero ĺım

z→0
cosπz = 1 y

ĺım
z→0

senπz

z
= ĺım

z→0

senπz − sen 0

z − 0
=

d

dz
sin(πz) |z=0 = π cosπz |z=0 = π,obteniendo

ĺım
z→0

πz
cosπz

senπz
= 1 = z3f(z) |z=0



136 CAPÍTULO 10. TEOREMA DE LOS RESIDUOSPara p0 = n ∈ Z se tiene
ĺım
z→n

f(πz)(z − n) = ĺım
z→n

π cos(πz)

z2 senπz
(z − n) = ĺım

z→n

cosπz

z2
ĺım
z→n

π(z − n)

sen(πz)
,pues ambos limites existen. Pero sen(π(z−n)) = sen(πz) cos(πn)+cos(πz) sen(πn) = (−1)n sen(πz),obteniéndose

ĺım
z→n

f(πz)(z − n) =
[cosπn

n2

]
·
[

ĺım
z→n

π(z − n) · (−1)n

sen(π(z − n))

]

=
(−1)n

n2
· (−1)n

[
ĺım
z→n

π(z − n)

sen(π(z − n))

]
=

(−1)2n

n2
=

1

n2
.Luego res (f, n) =

1

n2
,res (f, 0) = ĺım

z→0

1

2!

d2

dz2
(f(z) · z3) = ĺım

z→0

1

2

d2

dz2

(
π cotg(πz)

z2
z3

)

= ĺım
z→0

d

dz
(cotg(πz) − cosec2(πz) · π · z)

=
π

2
ĺım
z→0

[−2 cosec2(πz) · π + 2 cosec2(πz) cotg(πz)π2z]

= π2 ĺım
z→0

[
π cos(πz) · z

sen3(πz)
− 1

sen2(πz)

]

= π2 ĺım
z→0

[
πz cosπz − sen(πz)

sen3(πz)

]

= π2 ĺım
z→0

[−π2z senπz + π cosπz − π cosπz

3 sen2(πz) cos(πz) · π

]

=
−π2

3
ĺım
z→0

[
πz

sen(πz)
· 1

cos(πz)

]
=

−π2

3
.(iii) Considere el borde del uadrado CN de vérties (N + 1

2

)
(−1−i),

(
N + 1

2

)
(1−i),

(
N + 1

2

)
(1+i)y (

N + 1
2

)
(−1 + i), on N ∈ N. Calule ∮

CN
f(z)dz y onluya el valor de ∞∑

n=1

1
n2 .Soluión:Apliando el Teorema de los Residuos

∮

∂CN

f(z)dz = 2πi


−π

2

3
+

n=N∑

n−N
n 6=⊘

1

n2




= 2π

[
−π2

3
+ 2

N∑

n=1

1

n2

]Apliando límite a ambos lados, analiemos al lado izquierdo
∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∮ ∣∣∣∣π

cotg(πz)

z2

∣∣∣∣ dz = π

∮ | cotg(πz)|
|z|2 dzpero | cotg(πz)| < M ∀z ∈ ∂CN , N ∈ N , luego

∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ πM

∮

∂CN

1

|z|2 dz ≤
πM

(
N + 1

2

)2
∮

∂CN

|dz|,
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2

), y omo ∮
∂CN

es el largo de la urva el ual es igual a 8
(
N + 1

2

), se obtiene
ĺım

N→∞

∣∣∣∣∣

∮

∂CN

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ĺım
N→∞

8πM(
N + 1

2

) = 0.Es deir
ĺım

N→∞
2πi

[
−π

2

3
+ 2

N∑

n=1

1

n2

]
= 0,lo que implia que ∞∑

n=1

1
n2 = π2

6 .Ejeriios Propuestos1. Probar que si f(z) = (ekz − 1)/z uando z 6= 0 y f(0) = k entones f ∈ H(C).2. Suponga que f y g tienen polos de orden m y n respetivamente en z0. ¾Que puede deirse sobre lassingularidades de f + g, f · g y f
g en z0?.3. Calule las singularidades de las siguientes funiones:(i) 1

z4+z2 , (ii) otanz, (iii) osez, (iv) exp( 1
z2 )

z−1 .4. Determine los ino primeros términos de la serie de Laurent de
f(z) =

ez

z(z2 + 1)en torno a z0 = 0.5. Explique por qué el residuo en un polo simple no puede ser 0.6. Sea p ∈ C un polo de g(z) y h(z) y onsidere f(z) = g(z) + h(z). Pruebe que
Res(f, p) = Res(g, p) + Res(h, p).7. Considere una funión de la forma

f(z) =
g(z)

h(z)y asuma que f(z) tiene un polo en p ∈ C on g(z) y h(z) funiones holomorfas en una veindad de p.Suponga que
g(p) 6= 0, h(p) = h′(p) = 0, h′′(p) 6= 0.Veri�que que neesariamente f(z) tiene un polo de orden dos en p y pruebe que

Res(f, p) =
2g′(p)
h′′(p)

− 2

3

g′(p)h′′′(p)
h′′(p)2

.8. Calular ∮

γ∗
f(z)dzon γ(θ) = e−iθ, θ ∈ [0, 2π[ para:a) f(z) = cos z

z3 (Resp.: 0).b) f(z) = (1−e2z)
z4 (Resp.: 8πi

3 ).
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2(z−1)2 (Resp.: −πie).d) f(z) = z2

(1−z4) (Resp.: −πi
2 ).9. Enontrar la serie de Laurent de la funión indiada en el anillo indiado:a) 1

z2+9 en {z ∈ C : |z − 4| < 5},b) 1
z2+9 en {z ∈ C : |z − 4| > 5},) ez + e1/z en {z ∈ C : |z| > 0}.10. Enontrar todas las series de Taylor y de Laurent on entro 0, y determinar las regiones para las ualesestas onvergen, de las siguientes funiones:(i) f(z) = z−5 sen z, (ii) f(z) = z2e1/z, (iii) f(z) = 1/(z3 − z4), (iv) f(z) = −2z+3

z2−3z+2 .Compare las regiones donde estas series onvergen on las regiones que se obtienen a partir de los distintosteoremas de onvergenia de series vistos en lases.11. Desarrolle ada una de las siguientes funiones en una serie de Laurent onvergente para la región 0 ≤
|z − z0| < R, y determine la región preisa de onvergenia.(i) f(z) = cosh(2z)/z, z0 = 0, (ii) f(z) = 8−2z

4z−z3 , z0 = 0, (iii) f(z) = z cos(1/z), z0 = 0,(iv) f(z) = z−5e1/z2 , z0 = 0, (v) f(z) = cos(z)/(z − π)3, z0 = π,(vi) f(z) = z4

z+2i , z0 = −2i, (vii) f(z) = sen(z)/(z − 1
4π)3, z0 = π/4.12. Muestre que si f es holomorfa en z 6= 0 y f(−z) = −f(z) entones todos los términos pares en su expansiónde Laurent sobre z = 0 son iguales a ero.13. Enuentre la expansión en serie de Laurent de:(i) 1

z4+z2 , sobre z = 0, (ii) exp(1/z2)
z−1 , sobre z = 0, (iii) 1

z2−4 , sobre z = 2.14. Calule ∫ 2π

0
cos(nx)/[1 + a2 − 2a cos(x)] dx on a ∈ (0, 1) y n ∈ N.Indiaión: integre la funión f(z) = [zn + 1/zn][ 1

z−a − 1
z−1/a ] sobre el írulo unitario.



Capítulo 11Evaluaión de integrales vía residuos
11.1. Integrales de funiones trigonométriasConsideremos una integral de�nida del tipo:

2π∫

0

p(cosθ, sen θ)

q(cosθ, sen θ)
dθ, (11.1)donde p y q son polinomios. La resoluión de este tipo de integrales mediante el uso de las ténias del áluloen R resulta a menudo bastante engorrosa dado que apareen uoientes de polinomios en sen θ y cos θ. Sinembargo, el uso del teorema de los residuos simpli�a de manera sustanial el tratamiento de estas expresiones,omo veremos a ontinuaión.Proponemos el siguiente ambio de variables:

z = eiθ, dz = eiθidθ.Notando que
sen θ =

eiθ − e−iθ

2i
=
z − z−1

2i

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=
z + z−1

2onvertimos el integrando original en un uoiente de polinomios, esta vez en z, de modo que (11.1) se transformaen una integral de ontorno en el plano C, la que puede evaluarse utilizando el teorema de los residuos.Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo:Ejemplo 11.1.1. Calular
I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
.Soluión Utilizando el ambio de variables propuesto, se tiene:

I =

∮

|z|=1

dz
iz

2 + z−z−1

2i

=

∮

|z|=1

2dz

z2 + 4iz − 1
.La fraión

f(z) =
2

z2 + 4iz − 1139



140 CAPÍTULO 11. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOStiene omo polos simples a las raíes de la euaión z2 + 4iz − 1 = 0, las que resultan ser
z1 = −i(2 +

√
3),

z2 = −i(2 −
√

3).Como |− i(2+
√

3)| = 2+
√

3 > 1 y 0 < |− i(2−
√

3)| = 2−
√

3 < 1, sólo z2 está enerrado por la urva |z| = 1.Veamos uánto vale Res(f, z2) :

Res(f, z2) = ĺım
z→z2

(z − z2)f(z) = ĺım
z→z2

2

z + i(2 +
√

3)

=
2

−i(2 −
√

3) + i(2 +
√

3)
=

2

2i
√

3

= − i√
3Finalmente, por el teorema de los residuos

I =

2π∫

0

dθ

2 + sen θ
= 2πiRes(f, z2) = 2πi

−i√
3

=
2π√

3
.

2El argumento anterior también es válido uando se integran oientes de polinomios en cosnθ y sennθ para
n > 1 dado que estos pueden expresarse en términos de sumas de potenias de z = eiθ:

sennθ =
einθ − e−inθ

2i
=
zn − z−n

2i
,

cosnθ =
einθ + e−inθ

2
=
zn + z−n

2
.Ilustremos lo anterior mediante un ejemplo:Ejemplo 11.1.2. Calular

I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ.Soluión Haemos las sustituiones:

sen θ =
eiθ − e−iθ

2i
=
z − z−1

2i
,

cos 2θ =
ei2θ + e−i2θ

2
=
z2 + z−2

2
.Así, tenemos

I =

∮

|z|=1

z2+z−2

2

5 − 2
i (z − z−1)

· dz
iz

=

∮

|z|=1

(z4 + 1)dz

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)Es laro que en z = 0 tenemos un polo de orden 2. Calulemos las raíes de 2iz2 + 5z − 2i = 0.

z1 =
−5 +

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 +
√

25 − 16

4i
=
i

2

z2 =
−5 −

√
25 − 4 · (2i) · (−2i)

4i
=

−5 −
√

25 − 16

4i
= 2i



11.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 141Como |z1| = 1
2 < 1 y |z2| = 2 > 1, sólo nos interesa el residuo R1 asoiado a z1.Veamos uánto vale R1:

R1 = ĺım
z→ i

2

(z − i

2
)

z4 + 1

2iz2(2iz2 + 5z − 2i)

= ĺım
z→ i

2

z4 + 1

2iz2 · 2i(z − 2i)

=
( i
2 )4 + 1

2i( i
2 )2 · 2i( i

2 − 2i)

=
17
16
−3i
2

=
17

16
· 2

−3i
=

17i

24
.Calulemos ahora el residuo R2 del polo de orden 2 en z = 0.

R2 = ĺım
z→0

d

dz

[
z2 z4 + 1

2iz2 · (2iz2 + 5z − 2i)

]

=
1

2i
ĺım
z→0

d

dz

[
z4 + 1

2iz2 + 5z − 2i

]

=
1

2i
ĺım
z→0

[
4z3(2iz2 + 5z − 2i) − (z4 + 1)(4iz + 5)

(2iz2 + 5z − 2i)2

]

=
1

2i
· 5

(−2i)2
=

5i

8Luego, por el teorema de los residuos:
I =

2π∫

0

cos 2θ

5 − 4 sen θ
dθ = 2πi(R1 +R2) = 2πi

(
17i

24
+

−5i

8

)
=

−π
6
.

211.2. Integrales impropias sobre dominios no aotadosEn esta seión nos interesaremos en el problema de evaluar integrales impropias del tipo
∞∫

−∞

f(x)dx = ĺım
R→∞

R∫

−R

f(x)dx,donde f : R → R, o más generalmente f : R → C. Esta de�niión para la integral de −∞ a ∞, omo el límiteuando R→ ∞ de las integrales de�nidas sobre los intervalos simétrios [−R,R], se onoe omo valor prinipalde Cauhy de la integral impropia.En lo que sigue, supondremos que la funión a integrar f : R → C admite una extensión de�nida sobre todo elplano omplejo mediante una funión meromorfa(10.2.1), uya restriión a R oinide on la funión original,y que denotamos simplemente por f : C → C.De�namos el semiplano superior mediante
H = {z ∈ C : Im(z) ≥ 0},uyo interior está dado por

Int(H) = {z ∈ C : Im(z) > 0}.El siguiente teorema es un primer resultado que permite evaluar una gran variedad de integrales impropias.



142 CAPÍTULO 11. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSTeorema 11.2.1. Sea f : C → C una funión meromorfa en C y denotemos por P el onjunto de los polos de
f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es deir, R ∩ P = ∅.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es deir, Int(H) ∩ P es un onjunto �nito.() Existen onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 1 tales que

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Entones
∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z).Demostraión. Dado R > 0, denotemos por CR el aro de semiirunferenia parametrizado por γ(θ) = Reiθ,
θ ∈ [0, π], tal omo se ilustra en la �gura 11.1, de modo que su largo es L(CR) = πR.

R−R

CR

Figura 11.1: Aro de semiirunfereniaPor (a) y (b), para R > 0 su�ientemente grande el amino CR no pasa por ningún polo de f y, por (), tenemosademás la siguiente estimaión:
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

z∈CR

|f(z)| · L(CR) ≤ K

|Reiθ|pπR =
Kπ

Rp−1
.Como p > 1, deduimos que

ĺım
R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.Por otra parte, apliando el teorema de los residuos 10.2.2 al amino errado y simple dado por ΓR = [−R,R]∪CRpara R su�ientemente grande de modo tal que ΓR enierre todos los polos de f en Int(H), se dedue
2πi

∑

z∈Int(H)∩P

=

∫

ΓR

f(z)dz =

R∫

−R

f(x)dx+

∫

CR

f(z)dz.Finalmente, tomando límite uando R→ ∞ se obtiene
2πi

∑

z∈Int(H)∩P

= ĺım
R→∞




R∫

−R

f(x)dx+

∫

CR

f(z)dz


 =

∞∫

−∞

f(x)dx,



11.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 143lo que demuestra el teorema. �Un aso interesante para el ual es fáil veri�ar que se tienen las hipótesis del teorema 11.2.1 está dado por elsiguiente resultado:Corolario 11.2.2. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene eros reales y además se tiene
grado(q) ≥ grado(p) + 2. (11.2)Entones: ∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)Demostraión. Sea la funión raional de�nida por f(z) = p(z)/q(z). Dado que p y q son primos entre sí,los polos de f(z) orresponden a los eros de q, los que por hipótesis no son reales. Para apliar el teorema11.2.1, basta veri�ar que f satisfae la ondiión de deaimiento (). Para ver que esto es ierto, denotemos
n = grado(p) y m = grado(q) y esribamos

p(z)

q(z)
=
a0 + a1z + . . .+ anz

n

b0 + b1z + . . .+ bmzm
=

zn( a0

zn + an−1

z + . . . an)

zm( b0
zm + bm−1

z + . . . bm)Pero
ĺım

|z|→∞

∣∣∣an +
an−1

z
+ . . .+

a0

zn

∣∣∣ = |an|,y similarmente
ĺım

|z|→∞

∣∣∣∣bm +
bm−1

z
+ . . .+

b0
zm

∣∣∣∣ = |bm|.Luego, para |z| su�ientemente grande, digamos |z| ≥M para una onstante M > 0 apropiada, se tiene
∣∣∣an +

an−1

z
+ . . .+

a0

zn

∣∣∣ ≤ 2|an|y ∣∣∣∣bm +
bm−1

z
+ . . .+

b0
zm

∣∣∣∣ ≥
1

2
|bm|,de donde se dedue que ∣∣∣∣

p(z)

q(z)

∣∣∣∣ ≤
4|an|
|bm|︸ ︷︷ ︸

K

· 1

|z|pon p := m− n ≥ 2 en virtud de (11.2).
�Ejemplo 11.2.3. Calular

∞∫

0

x2

1 + x4
dx.Soluión En este aso, el integrando

f(x) =
x2

1 + x4es el oiente de los polinomios
p(z) = z2
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q(z) = 1 + z4evaluados en la variable real x. En primer lugar, la raíz de p(z) es 0 de multipliidad 2, mientras que las raíesde q(z) están dadas por las soluiones de la euaión z4 = −1, es deir, por los omplejos eiπ/4, ei3π/4, e−iπ/4 y

e−i3π/4, de los uales ninguno es real y sólo los dos primeros se enuentran en el semiplano superior H. Como
p(z) y q(z) no tienen raíes omunes, éstos son primos entre sí y además grado(q) = 4 = grado(p) + 2. De estemodo, se satisfaen las hipótesis del orolario 11.2.2. Deduimos que

∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx = 2πiRes

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
+ 2πiRes

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
.En este aso es fáil ver que f(z) = (z2/1 + z4) tiene polos simples en eiπ/4 y ei3π/4 de modo que los residuospueden alularse mediante la fórmula (10.5) para obtener:

Res

(
z2

1 + z4
, eiπ/4

)
=

ei2π/4

4ei3π/4
=

1

4
e−iπ/4,y similarmente

Res

(
z2

1 + z4
, ei3π/4

)
=

1

4
e−i3π/4En onseuenia

∞∫

−∞

x2

1 + x4
dx =

2πi

4
[cos(π/4) + cos(3π/4) − i(sen(π/4) + sen(3π/4))]

=
2πi

4

[
1√
2
− 1√

2
− i(

1√
2

+
1√
2
)

]

=
π√
2
.Finalmente, omo f(x) = x2/(1 + x4) es una funión par, deduimos que

∞∫

0

x2

1 + x4
dx =

π

2
√

2
.

2Para estudiar qué ourre uando el integrando f(z) admite polos reales, neesitamos el siguiente resultadopreliminar.Proposiión 11.2.4. Sea f meromorfa en un abierto Ω y a ∈ Ω un polo simple de f . Sea Cε,θ1,θ2
la para-metrizaión del aro de irunferenia de radio ε > 0 entrado en a uyos límites son los ángulos θ1 y θ2, esdeir

Cε,θ1,θ2
(θ) = a+ εeiθ, θ ∈ [θ1, θ2],tal omo se ilustra en la �gura 11.2.Entones

ĺım
ε→0

∫

C∗
ε,θ1,θ2

f(z)dz = i(θ2 − θ1)Res(f, a).
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ba

θ1

θ2

Cε,θ1,θ2

ε

Figura 11.2: Segmento de aro de irunfereniaDemostraión. Como f tiene un polo simple en a, entones en torno a ese punto admite un desarrollo en seriede Laurent de la forma
f(z) =

c−1

z − a
+

∞∑

k=0

ck(z − a)k

︸ ︷︷ ︸
f1(z)

, |z − a| < ρ,para algún radio ρ > 0 su�ientemente pequeño y algunos oe�ientes (ck) ⊆ C. Para 0 < ε < ρ, se tiene
∫

Cε,θ1,θ2

f(z)dz = c−1

θ2∫

θ1

1

εeiθ
εieiθdθ +

∫

Cε,θ1,θ2

f1(z)dz

︸ ︷︷ ︸
Aε

= i(θ2 − θ1)Res(f, a) +Aεdonde
|Aε| ≤M · L(Cε,θ1,θ2

) = Mε(θ2 − θ1),para alguna onstante M > 0 que aota a f1(z) en una veindad del punto a, esta onstante existe pues f1(z)es holomorfa en D(a, ρ). Luego, haiendo ε→ 0 se tiene Aε → 0 y se dedue el resultado. �Teorema 11.2.5. Sea f : C → C una funión meromorfa en C y denotemos por P el onjunto de los polos de
f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es deir,

R ∩ P = {a1, . . . , as}on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es deir, Int(H) ∩ P es un onjunto �nito.() Existen onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 1 tales que
|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Entones
∞∫

−∞

f(x)dx = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z) + πi
s∑

j=1

Res(f, aj).
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R−R

CR

b b b

C1(ε)

a1 a2 as

C2(ε) Cs(ε)

Figura 11.3: Camino que evita los polos realesDemostraión. La demostraión es análoga a la del teorema 11.2.1 tomando ahora un amino que evita lospolos reales tal omo se ilustra en la �gura 11.3.Por el teorema de los residuos, tenemos que para R su�ientemente grande y ε > 0 pequeño:
∫

I(R,ε)

f(x)dx+

s∑

j=1

∫

Cj(ε)

f(z)dz +

∫

CR

f(z)dz = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z), (11.3)donde
I(R, ε) = [−R,R] \

s⋃

j=1

]aj − ε, aj + ε[,el amino Cj(ε) es el aro de semiirunferenia parametrizado por γj(t) = aj + εei(π−t), t ∈ [0, π] y CR es elaro de semiirunferenia parametrizado por γ(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π]. Por la proposiión 11.2.4
ĺım
ε→0

∫

Cj(ε)

f(z)dz = −πiRes(f, aj),y por el mismo argumento que en el teorema 11.2.1,
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)dz = 0.Luego, haiendo ε→ 0 y R→ ∞ en (11.3), se dedue que
∞∫

−∞

f(x)dx− πi

s∑

j=1

Res(f, aj) + 0 = 2πi
∑

z∈Int(H)∩P

Res(f, z),de donde se sigue el resultado. �Una onseuenia de este último resultado es el siguiente:Corolario 11.2.6. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que los eros de q sobre el eje real, de existir,son simples, y se tiene además
grado(q) ≥ grado(p) + 2.Entones ∞∫

−∞

p(x)

q(x)
dx = 2πi

∑

q(z)=0, Im(z)>0

Res

(
p

q
, z

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p

q
, a

)
.



11.2. INTEGRALES IMPROPIAS SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS 147Por otra parte, uando se trata de evaluar integrales impropias de la forma
∞∫

−∞

f(x) cos sxdxo bien ∞∫

−∞

f(x) sen sxdxpara s > 0 en general no es posible apliar diretamente los resultados anteriores a las funiones f(z) cos sz y
f(z) sen sz respetivamente pues estas suelen no satisfaer la ondiión de deaimiento.Esto se debe a que, por ejemplo, si expliitamos cos sz en términos de exponeniales

cos sz =
1

2
(eisz + e−isz) =

1

2
(e−sy+isx + esy−isx)vemos que uando R → ∞, las oordenadas imaginarias y de los puntos z = x + iy ∈ CR donde CR es el arode semiirunferenia onsiderado anteriormente (ver �guras 11.1 y 11.3), divergen a ∞ y en onseuenia eltérmino esy si s > 0 ree exponenialmente. Luego, para que f(z) cos sz satisfaga la ondiión de deaimiento,la funión f(z) debe deaer a 0 más rápido que una exponenial, lo que deja fuera a todas las funiones raionalesque se obtienen omo uoientes de polinomios.Notemos que este inonveniente es onseuenia del término e−isz que aparee en cos sz, pues el otro término

eisz = e−sy+isx es muy favorable ya que deae exponenialmente a 0 uando y → ∞.Por otra parte, si en lugar de onsiderar f(z) cos sz (resp. f(z) sen sz), tomamos f(z)eisz, que para una granvariedad de funiones f(z) sí satisfae la ondiión de deaimiento neesaria para que la integral de f(z)eiszsobre CR tienda a 0 graias al buen omportameinto de eisz, entones podemos alular
∞∫

−∞

f(x)eisxdx,lo que resuelve el problema original pues
∞∫

−∞

f(x)eisxdx =

∞∫

−∞

f(x) cos sxdx+ i

∞∫

−∞

f(x) sen sxdx.Más preisamente, tenemos el siguiente resultadoTeorema 11.2.7. Sea f : C → C una funión meromorfa en C y denotemos por P el onjunto de los polos de
f . Supongamos que:(a) f no tiene polos en R, es deir, R ∩ P = ∅.(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es deir, Int(H) ∩ P es un onjunto �nito.() Existen onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 0 tales que

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Entones, para todo s > 0 se tiene
ĺım

R→∞

∫

CR

f(z)eiszdz = 0, (11.4)done CR es el aro de semiirunferenia parametrizado por γ(θ) = Reiθ, θ ∈ [0, π], y en onseuenia
∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(eiszf(z), w).



148 CAPÍTULO 11. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSDemostraión. Una vez veri�ado (11.4), la demostraión es esenialmente la misma que la del teorema 11.2.1.Para probar (11.4), omenemos por aotar la integral para R > M :
∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

π∫

0

eisReiθ

f(Reiθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣∣∣

≤
π∫

0

|eisReiθ | · K
Rp

Rdθ

=
KR

Rp

π∫

0

e−sR sen θdθ =
2KR

Rp

π
2∫

0

e−sR sen θdθ.Por otra parte, sabemos que
sen θ

θ
≥ 2

π
, 0 ≤ θ ≤ π

2
,y por lo tanto

∣∣∣∣∣∣

∫

CR

f(z)eiszdz

∣∣∣∣∣∣
≤ 2KR

Rp

π
2∫

0

e−
2sR

π
θdθ

=
2KR

Rp

[ −π
2sR

e−
2sR

π
θ

]π
2

0

=
2KR

Rp

π

2sR

[
1 − e−sR

]

≤ πK

sRp
.Como p > 0, se dedue (11.4). �Observaión 11.2.8. En el teorema anterior basta on p > 0, a diferenia del teorema 11.2.1 que requiere

p > 1. Esto se debe a que el buen deaimiento aportado por el término orrespondiente a eisz permite ser menosrestritivo sobre la funión f(z).Corolario 11.2.9. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que q no tiene eros reales y además se tiene
grado(q) ≥ grado(p) + 1. (11.5)Entones para todo s > 0 se tiene

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
.Ejemplo 11.2.10. Dado s ≥ 0, alular

∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx, a > 0.Soluión De�namos h : C → C mediante

h(z) =
eisz

z2 + a2
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h(z) =

p(z)

q(z)
eiszon p(z) = 1 y q(z) = z2 + a2. Los eros de q(z) son simples y están dados por {ai,−ai} * R. Además,

grado(q) = 2 > 0 + 1 = grado(p) + 1. Luego, se satisfaen las hipótesis del orolario 11.2.9 y por lo tanto, parael aso s > 0 se tiene
∞∫

−∞

h(x)dx =

∞∫

−∞

1

x2 + a2
· eisxdx

= 2πiRes(h, ai) = 2πi
e−sa

2ai
=
π

a
e−sa,pues

Res(h, ai) =
eisia

2ai
=
e−sa

2ai
.El aso s = 0 se puede alular diretamente

∞∫

−∞

1

x2 + a2
dx =

1

a
arc tg

(x
a

)∣∣∣
∞

−∞
=
π

a
.En onlusión, para todo s ≥ 0 se tiene

∞∫

−∞

eisx

x2 + a2
dx =

π

a
e−sa.Por lo tanto ∞∫

−∞

cos sx

x2 + a2
dx =

π

a
e−say además

∞∫

−∞

sen sx

x2 + a2
dx = 0.Notemos que esta última identidad es inmediata pues se trata del valor prinipal de una integral impropia de

−∞ a ∞ de un integrando dado por una funión impar. 2Para �nalizar, enuniemos los resultados análogos al teorema 11.2.5 y al orolario 11.2.6:Teorema 11.2.11. Sea f : C → C una funión meromorfa en C y denotemos por P el onjunto de los polosde f . Supongamos que:(a) f admite un número �nito de polos reales simples, es deir,
R ∩ P = {a1, . . . , as}on aj polo simple de f .(b) f admite un número �nito de polos en Int(H), es deir, Int(H) ∩ P es un onjunto �nito.() Existen onstantes K ≥ 0, M ≥ 0 y p > 0 tales que

|f(z)| ≤ K

|z|p , ∀z ∈ H, |z| ≥M.Entones para todo s > 0 se tiene:
∞∫

−∞

f(x)eisxdx = 2πi
∑

w∈Int(H)∩P

Res(f(z)eisz, w) + πi

s∑

j=1

Res(f(z)eisz, aj).



150 CAPÍTULO 11. EVALUACIÓN DE INTEGRALES VÍA RESIDUOSCorolario 11.2.12. Sean p, q dos polinomios primos entre sí tales que los eros de q sobre el eje real, de existir,son simples, y se tiene además
grado(q) ≥ grado(p) + 1.Entones para todo s > 0 se tiene:

∞∫

−∞

p(x)

q(x)
eisxdx = 2πi

∑

q(w)=0, Im(w)>0

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, w

)
+ πi

∑

q(a)=0, a∈R

Res

(
p(z)

q(z)
eisz, a

)
.11.3. EjeriiosEjeriios Resueltos.1. Calular las siguientes integrales(i) ∫ 2π

0

√
sen(2θ)

3−5 cos θ dθ, (ii) ∫ +∞
−∞

x sen(2x)
(x−4)(x2+3) dx.Soluión.(i) Haiendo el ambio de variable sen 2θ = z2−z−2

2i y cos θ = z+z−1

2 , on z = eiθ, la integral queda de laforma:
∫ 2π

0

√
sen 2θ

3 − 5 cos θ
dθ =

∫

|z|=1

√
z2−z−2

2i

3 − 5 z+z−1

2

dz

iz

= −1

i

√
2

i

∫

|z|=1

√
z4 − 1

z(5z2 − 6z + 5)
dz

= −1

i

√
2

i

∫

|z|=1

√
z4 − 1

z(z − ( 3+4i
5 ))(z − ( 3−4i

5 ))
dzLos polos de f(z) =

√
z4−1

z(z−( 3+4i
5 ))(z−( 3−4i

5 ))
son {0, 3+4i

5 , 3−4i
5 }, todos simples. Solo se onsideran losque están en D(0, 1) (abierto), es deir, {0}.Res(f(z), 0) = ĺım

z→0

√
z4 − 1

(5z2 − 6z + 5)

=
i

5Por lo tanto, la integral vale 2πi−1
i

√
2
i

(
i
5

).(ii) Se onsidera la funión f(z) = zei2z

(z−4)(z2+3) , uyo polo en el semiplano superior es {i
√

3} y en el ejereal {4}. Res(f(z), i
√

3) = ĺım
z→i

√
3

zei2z

(z − 4)(z + i
√

3)
=

i
√

3e−2
√

3

(i
√

3 − 4)(2i
√

3)
,Res(f(z), 4) = ĺım

z→4

zei2z

(z2 + 3)
=

4ei8

19
.Por lo tanto, la integral vale:

2πi i
√

3e−2
√

3

(i
√

3−4)(2i
√

3)
+ πi4ei8

19 .



11.3. EJERCICIOS 151Ejeriios Propuestos.1. Pruebe que:a) 2π∫

0

dθ

a+ cos θ
=

2π√
a2 − 1

, a > 1.b) 2π∫

0

cos2 3θ

1 − 2a cos 2θ + a2
dθ = π

1 − a+ a2

1 − a
, 0 < a < 1.) 2π∫

0

cosnθ

cosh a+ cos θ
dθ = 2π(−1)n e−na

senh a
, n ≥ 0 es un entero y a > 0.d) π/2∫

−π/2

sen θ

5 − 4 sen θ
dθ =

π

6
.2. Calule

2π∫

0

cosnx

1 + a2 − 2a cosx
dxon a ∈ (0, 1).3. Pruebe que:a) ∞∫

−∞

dx

1 + x6
=

2π

3
.b) ∞∫

0

x senx

x2 + a2
dx =

π

2
e−a, on a > 0.) ∞∫

0

cosλx

x2 + a2
dx =

π

2a
e−λa, donde λ ∈ R y a > 0.d) ∞∫

0

lnx

(1 + x2)n+1
dx = −nπ

4
, para n = 0 y n = 1 (onsidere ambos asos separadamente).e) ∞∫

0

senx

x(x2 + a2)
dx =

π

2a2
(1 − e−a), a > 0.4. Sea D = {x + iy : x > 0, y > 0} y f : D ⊆ C → C ontinua en D y holomorfa en D. Suponga que existeuna onstante M ≥ 0 tal que |f(z)| ≤M/|z|2 para todo z ∈ D, |z| ≥ 1.a) Pruebe que para todo θ ∈ [0, π/2] se tiene

∞∫

0

f(x)dx = eiθ

∞∫

0

f(eiθx)dx.b) Utilie lo anterior on f(z) = exp(iz)/(1 + z)2 y θ = π/2 para demostrar que
∞∫

0

cos(x)

(1 + x)2
dx+

∞∫

0

exp(−x)
1 + x2

dx = 1.
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0

dx

x100 + 16. Demuestre que
∞∫

0

xm

xn + 1
dx =

π

n sen[π(m+ 1)/n]
,donde m y n son enteros positivos distintos de ero tales que n−m ≥ 2.Indiaión: puede ser útil onsiderar un amino omo el de la �gura 11.4.

RΓ1

Γ2Γ3

Γ(R)

2π/nFigura 11.4: Camino errado7. (a) Sea f(z) = u(x, y)+ i v(x, y) una funión holomorfa para la ual existen onstantes a, b, c ∈ IR no nulastales que a u(x, y) + b v(x, y) = c. Probar que f es onstante.(b) Pruebe que ∫ ∞

−∞
e−x2Im (e−2ixp(x+ i)

)
dx = 0,para todo p(z) polinomio omplejo a oe�ientes reales.Indiaión: onsiderar f(z) = e−z2

p(z) en un amino retangular apropiado.() Sea f(z) una funión holomorfa en C tal que f(z) /∈ R− para todo z ∈ C, pruebe que
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
log|f(z)| = 0.Si suponemos ahora que |f(z)| es el produto de una funión de x y una funión de y, muestre que

|f(z)| = ep(x)+q(y), donde p y q son dos polinomios de grado 2.Finalmente onluya que
f(z) = exp(αz2 + βz + γ), donde α, β y γ son onstantes omplejas.Indiaión: utilie la funión logarítmia ompleja, la ual es holomorfa en C \ R−.(d) Mostrar que la parte () es también ierta uando f(z) es holomorfa en C y sólo satisfae que f(z) 6= 0para todo z ∈ C.



Capítulo 12Funiones armónias de dos variablesreales
12.1. De�niiónSea f = u + iv una funión holomorfa en un dominio Ω ⊆ C. Sabemos que entones u, v ∈ C∞(Ω) y que, másaún, deben satisfaer las ondiiones de Cauhy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
en Ω. (12.1)En onseuenia,

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
en Ω.Como, en virtud de la ontinuidad de las derivadas de orden superior, las derivadas ruzadas de v son iguales,deduimos que

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 en Ω.De�niendo el operador Laplaiano, denotado por ∆, apliado a una funión w = w(x, y) de lase C2 mediante

∆w :=
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
,onluimos que u satisfae la euaión de Laplae sobre Ω:

∆u = 0 en Ω.Toda funión de lase C2(Ω) que satisfae esta euaión se die que es una funión armónia en Ω.De manera análoga a lo realizado on u, se dedue que v también es armónia en Ω. Así, hemos probado:Proposiión 12.1.1. Si f = u+ iv es holomorfa en un dominio Ω entones u y v son funiones armónias en
Ω, es deir,

∆u = ∆v = 0 en Ω.153



154 CAPÍTULO 12. FUNCIONES ARMÓNICAS DE DOS VARIABLES REALES12.2. Funiones armónias onjugadasDos funiones u = u(x, y) y v = v(x, y) se dien armónias onjugadas en un dominio Ω si la funión de variableompleja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa en Ω. En otros términos, u, v ∈ C2(Ω) se dien armóniasonjugadas ssi u y v satisfaen las ondiiones de Cauhy-Riemann (12.1), y en partiular se tiene ∆u = ∆v = 0en Ω. Notemos que a posteriori dos funiones armónias onjugadas son suaves: u, v ∈ C∞(Ω).Un problema que surge inmediatamente es la determinaión de una funión armónia v que sea onjugada auna funión armónia u dada.Ejemplo 12.2.1. Consideremos la funión u(x, y) = xy. Es direto veri�ar que u es armónia en R2. De lasegunda euaión en (12.1), deduimos que si u admite una funión armónia onjugada v = v(x, y), ésta debesatisfaer
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −x.Luego v(x, y) = −x2/2 + g(y), para alguna funión y 7→ g(y) por determinar. Para enontrar g(y), imponemosla primera euaión en (12.1):

y =
∂u

∂x
=
∂v

∂y
=

∂

∂y

(
− x2

2
+ g(y)

)
= g′(y),de donde onluimos que g(y) = y2/2 + C para una onstante C ∈ R. De esta forma

v(x, y) =
1

2
(y2 − x2) + C, C ∈ R. (12.2)Es fáil veri�ar que, efetivamente, esta última funión es armónia en R2 y, más aún, es onjugada a u = xy paraada valor de C ∈ R. Tomando por ejemplo C = 0, vemos que la funión holomorfa f = u+ iv orrespondientees f(z) = xy + i12 (y2 − x2) = − i

2 (2ixy + x2 − y2) = − i
2z

2. 2El método empleado en el ejemplo 12.2.1 es general: para enontrar funiones onjugadas a una funión u que esarmónia en todo R2, basta on �integrar� las ondiiones de Cauhy-Riemann. Sin embargo, uando el dominio
Ω no es todo el plano, puede pasar que no exista una funión onjugada si no asuminos una hipótesis adiionalsobre la naturaleza del dominio. Para ilustrar esto último, onsideremos el siguiente ejemplo:Ejemplo 12.2.2. Sea Ω = D(0, 2) \ {0} = {z ∈ C|0 < |z| < 2} y onsideremos

u(x, y) = log(x2 + y2)Es direto veri�ar que u es armónia en Ω. En efeto, derivando se obtiene que para todo (x, y) 6= (0, 0):
∂u

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

2y

x2 + y2y así
∂2u

∂x2
=

2(x2 + y2) − 4x2

(x2 + y2)2
=

2(y2 − x2)

(x2 + y2)mientras que
∂2u

∂y2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
= −∂

2u

∂x2
.Luego, ∆u = 0 en Ω.Supongamos que u admite una funión armónia onjugada v = v(x, y) en Ω, y de�namos la funión auxiliar

ϕ : [0, 2π] → R mediante
ϕ(t) = v(cos t, sen t).



12.2. FUNCIONES ARMÓNICAS CONJUGADAS 155Como cos2 t+ sen2 t = 1 y v está de�nida en Ω = D(0, 2) \ {0}, la funión ϕ está bien de�nida. Se tiene que
ϕ(0) = v(1, 0) = ϕ(2π). (12.3)Además, ϕ es difereniable on

ϕ̇(t) =
∂v

∂x
(cos t, sen t)(− sen t) +

∂v

∂y
(cos t, sen t) cos t, 0 < t < 2πComo u y v satisfaen las ondiiones de Cauhy-Riemann, deduimos que también se tiene que

ϕ̇(t) = −∂u
∂y

(cos t, sen t)(− sen t) +
∂u

∂x
(cos t, sen t) cos t

=
2 sen2 t

cos2 t+ sen2 t
+

2 cos2 t

cos2 t+ sen2 t
= 2.Integrando, tenemos que para todo t ∈ [0, 2π]

ϕ(t) = ϕ(0) + 2t,luego ϕ(2π) = ϕ(0) + 2 > ϕ(0), lo que es imposible en virtud de (12.3). La ontradiión proviene de suponerque u admite una funión armónia onjugada en Ω.En onlusión, u(x, y) = log(x2 + y2) es armónia en D(0, 2) pero no existe una funión v tal que f = u + ivsea holomorfa en D(0, 2) \ {0}. 2El problema on el ejemplo 12.2.2 es que el dominio D(0, 2) \ {0} tiene un �hoyo�. Reordemos que un abiertono vaío Ω ⊆ C se die simplemente onexo si es onexo y si todo amino errado ontenido en Ω no enierrapuntos fuera de Ω.Teorema 12.2.3. Sea u una funión armónia en un dominio simplemente onexo Ω. Entones existe unafunión v armónia onjugada de u en Ω.Demostraión. Sea (x0, y0) ∈ Ω un punto arbitrario que permaneerá �jo. De�namos para todo (x, y) ∈ Ω

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r, (12.4)donde (x,y)∫

(x0,y0)

representa la integral sobre un amino ualquiera que va desde (x0, y0) a (x, y).Un amino que une (x0, y0) y (x, y) siempre existe en virtud de la onexidad de Ω. La funión dada por (12.4)está bien de�nida pues el valor de la integral no depende del amino esogido. En efeto, si Γ1 y Γ2 son dosaminos que unen (x0, y0) y (x, y) entones Γ = Γ1 ∪ (Γ2)
− es un amino errado, el ual sólo enierra puntosde Ω (pues Ω es simplemente onexo). Podemos entones apliar el teorema de Green en el plano para deduirque si D ⊂ Ω es la región enerrada por Γ entones

∮

Γ

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫ ∫

D

[
∂

∂x
(
∂u

∂x
) − ∂

∂y
(−∂u

∂y
)]dxdy =

∫ ∫

D

∆udxdy = 0, (12.5)donde la última integral se anula pues el integrando es idéntiamente 0 (reordemos que u es armónia en Ω).Como, on abuso de notaión, se tiene
∮

Γ

=

∮

Γ1∪(Γ2)−

=

∫

Γ1

+

∫

(Γ2)−

=

∫

Γ1

−
∫

Γ2

,



156 CAPÍTULO 12. FUNCIONES ARMÓNICAS DE DOS VARIABLES REALESde (12.5) se dedue que ∫

Γ1

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r =

∫

Γ2

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r,lo que prueba nuestra a�rmaión.La funión v de�nida por (12.4) es ontinua. Más aún, utilizando aminos adeuados, se tiene

∂v

∂x
(x, y) = ĺım

h→0

v(x+ h, y) − v(x, y)

h
= ĺım

h→0

1

h

(x+h,y)∫

(x,y)

(−∂u
∂y
,
∂u

∂x
) · d~r = ĺım

h→0

1

h

h∫

0

(−∂u
∂y

(x+ t, y))dt.Como las derivadas pariales de u son ontinuas, se dedue que
∂v

∂x
(x, y) = −∂u

∂y
(x, y),que es justamente la segunda de las ondiiones de Cauhy-Riemann (12.1). Similarmente, se prueba que el par

u, v satisfae la primera ondiión en (12.1). Por lo tanto, v ∈ C2(Ω) (pues u lo es) y se dedue que f = u+ ives holomorfa en Ω, lo que prueba el resultado. 2La fórmula integral (12.4) proporiona una herramienta útil para enontrar una funión onjugada v de unafunión armónia u en un simplemente onexo.Ejemplo 12.2.1 (ontinuaión). Consideremos la funión u = xy, que es armónia en R2. Tomemos (x0, y0) =
(0, 0) y de�namos

v(x, y) =

(x,y)∫

(0,0)

(−x′dx′ + y′dy′).Notemos que v(0, 0) = 0. Como podemos esoger el amino de (0, 0) a (x, y), tomamos aquel más simple parala integraión. En este aso, omo el dominio para u es todo el plano y el integrando es un polinomio en lasoordenadas artesianas, tomamos el amino omo la unión de dos segmentos de reta, el primero que une (0, 0)on (x, 0) (parametrizado por ~r(x′) = (x′, 0), x′ ∈ [0, x]) y el segundo que une (x, 0) on (x, y) (parametrizadopor ~r(y′) = (x, y′), y′ ∈ [0, y′]). Así
v(x, y) =

x∫

0

−x′dx′ +
y∫

0

y′dy′ = −x
2

2
+
y2

2
=
y2 − x2

2
,que no es otra osa que la funión obtenida en (12.2) on C = 0. 212.3. Propiedad de la media y fórmula integral de PoissonPodemos utilizar la teoría de funiones holomorfas para deduir propiedades de las funiones armónias. Unejemplo interesante lo onstituye el siguiente resultado.Proposiión 12.3.1. Sea u ∈ C2(Ω) una funión armónia en un abierto Ω no vaío. Sea (x0, y0) ∈ Ω y ρ > 0tal que D((x0, y0), ρ) ⊂ Ω. Entones, para todo R ∈ (0, ρ),

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x0 +R cos θ, y0 +R sen θ)dθ. (12.6)



12.3. PROPIEDAD DE LA MEDIA Y FÓRMULA INTEGRAL DE POISSON 157Demostraión. En virtud del teorema 12.2.3, u admite una funión armónia onjugada v en el disoD((x0, y0), ρ),que evidentemente es simplemente onexo. Dado 0 < R < ρ, podemos apliar el teorema 9.1.1 a f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) para deduir de la fórmula de Cauhy (9.1) on p = z0 = x0 + iy0 que

f(z0) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)

Reiθ
iReiθdθ =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)dθ,o equivalentemente
u(x0, y0) + iv(x0, y0) =

1

2π

∫ 2π

0

[u(z0 +Reiθ) + iv(z0 +Reiθ)]dθ.Igualando las partes reales en esta euaión, obtenemos (12.6). �La euaión (12.6) asegura que el valor de la funión armónia u en el punto z0 = (x0, y0) es igual a la mediade los valores que toma sobre la irunferenia de entro (x0, y0) y radio R. En realidad, la fórmula integral deCauhy (9.1) proporiona más informaión pues permite evaluar la funión holomorfa en todo punto interioral diso D(z0, R). Tomemos u omo en el enuniado de la proposiión 12.3.1, y sea R ∈ (0, ρ) y f = u + ivholomorfa en D(z0, ρ). De (9.1) se dedue que para todo z ∈ D(z0, R)

f(z) =
1

2πi

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − z
dw.Utilizando notaión polar z = z0 + reiθ (on r < R), w = z0 + Reiφ de modo tal que dw = Rieiφdφ, y

f(r, θ) = f(z0 + reiθ) (análogo para f(R,φ)), podemos esribir
f(r, θ) =

1

2πi

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − reiθ
Rieiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − reiθ

Re−iφ − re−iθ

Re−iφ − re−iθ
Reiφdφ

=
1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.Esribiendo f(r, θ) = u(r, θ) + iv(r, θ) e igualando las partes reales, obtenemos

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(R,φ)(R2 − rR cos(φ− θ)) + v(R,φ)rR sen(φ− θ)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.El inonveniente de esta última fórmula es que en el integrando aparee la funión armónia onjugada de u.Para tener una fórmula donde sólo intervenga explíitamente u, proedemos omo sigue. Comenemos por notarque podemos fatorizar el denominador del integrando omo

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ) = (reiφ −Reiθ)(re−iφ −Re−iθ).Entones, sumando y restando r2,
f(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ+

1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ.Pero r2 − rRei(φ−θ) = (re−iφ −Re−iθ)reiφ, y en onseuenia

∫ 2π

0

f(R,φ)(r2 − rRei(φ−θ))

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ =

∫ 2π

0

f(R,φ)

Reiφ − (R2/r)eiθ
Reiφdφ =

1

i

∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw,donde ẑ = z0 + (R2/r)eiθ. Como |z − z0| = r < R, deduimos que |ẑ − z0| > R. Luego, la funión h(w) = f(w)

w−ẑes holomorfa en D(z0, |ẑ − z0|) ) D(z0, R) y, en virtud del teorema 8.3.3 de Cauhy-Goursat, deduimos que
∮

∂D(z0,R)

f(w)

w − ẑ
dw = 0.



158 CAPÍTULO 12. FUNCIONES ARMÓNICAS DE DOS VARIABLES REALESReapitulando, hemos probado que
f(r, θ) =

1

2π

∫ 2π

0

f(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ,de donde se dedue que

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

u(R,φ)(R2 − r2)

R2 + r2 − 2rR cos(φ− θ)
dφ,que se onoe omo fórmula integral de Poisson. Notemos que uando r = 0, se reupera (12.6).12.4. Ejeriios1. Veri�que que las siguientes funiones son armónias en todo R2 y enuentre funiones armónias onjugadaspara ada una de ellas:a) u(x, y) = x2 − y2.b) u(x, y) = x5 − 10x3y2 + 5xy4.) u(x, y) = ex cos y + x3 − 3xy2 + 2y.d) u(x, y) = ex cos y + ey cosx+ xy.2. Suponga que u = u(x, y) y v = v(x, y) son dos funiones armónias onjugadas en un dominio Ω. Demuestreque las siguientes funiones son armónias en Ω:a) f(x, y) = u(x, y)v(x, y).b) g(x, y) = eu(x,y) cos v(x, y).) h(x, y) = cosu(x, y) senh v(x, y).3. Calule el valor de la integral ∫ 2π

0
cos(sen θ) cosh(cos θ)dθ.
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Capítulo 13Euaiones lineales de segundo orden
13.1. Euaiones parabólias y fenómenos de difusión13.1.1. Conduión del alor en una barra unidimensionalConsideraremos el problema de la difusión de alor en una barra delgada que se enuentra perfetamente aisladapor su super�ie lateral.Si la barra es lo su�ientemente delgada omo para suponer que la temperatura es onstante sobre ualquierseión transversal, el estado del sistema está desrito por una funión esalar u = u(t, x), la ual proporionael valor de la temperatura de la barra al instante t y en la posiión longitudinal x.Supondremos que u(t, x) y todas las otras funiones que utilizaremos son tan regulares omo sea neesario paraque iertas expresiones que involuran sus derivadas estén bien de�nidas.Es bien sabido que, en un uerpo térmiamente ondutor, el alor �uye desde las zonas de mayor temperaturahaia las de menor temperatura. Más aún, de auerdo a la ley de Fourier, la rapidez a la ual el alor �uyeentre zonas ontiguas es proporional a la diferenia de temperaturas por unidad de longitud, y el fator deproporionalidad depende de las propiedades ondutoras del uerpo en uestión.Así, en el instante t, la rapidez on que el alor Q �uye desde un punto x haia uno a su dereha, digamos x+δxon δx≪ 1, puede aproximarse por

dQ

dt
≈ k(x)

u(t, x) − u(t, x+ δx)

δx
,donde k = k(x) > 0 es un oe�iente de ondutividad térmia que depende del material del ual está heho labarra. En el límite se obtiene

dQ

dt
= k(x)

(
− ĺım

δx→0

u(t, x+ δx) − u(t, x)

δx

)
= −k(x)∂u

∂x
(t, x).Notemos que dQ/dt > 0 uando ∂u

∂x (t, x) < 0. Esto es onsistente pues si ∂u
∂x (t, x) < 0 entones la temperaturaes (loalmente) dereiente, de modo que su valor es menor a la dereha del punto x, y por lo tanto el alor�uye haia la dereha. Análogamente, si ∂u

∂x (t, x) > 0 entones el valor de la temperatura es mayor a la derehadel punto x, y por lo tanto el alor �uye haia la izquierda, esto es, dQ/dt < 0.Sea (x1, x2), on x1 < x2, un intervalo de observaión orrespondiente a una seión longitudinal de la barra.Sea (t1, t2), on t1 < t2, un intervalo orrespondiente a un lapso de tiempo. Como la barra está térmiamenteaislada por su super�ie lateral, el interambio de alor sólo ourre a través de los puntos extremos x1 y x2del intervalo (x1, x2). En virtud de lo anterior, la antidad neta de alor Q1 que entra a la seión (x1, x2) en ellapso (t1, t2) está dada por
Q1 =

∫ t2

t1

[−k(x1)
∂u

∂x
(t, x1) + k(x2)

∂u

∂x
(t, x2)]dt.161



162 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENPero, usando el teorema fundamental del álulo, podemos esribir
k(x2)

∂u

∂x
(t, x2) − k(x1)

∂u

∂x
(t, x1) =

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dx,y en onseuenia

Q1 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
dxdt.Al interior de la barra puede haber una fuente de alor, uya tasa de produión de alor por unidad de tiempoy de longitud está dada por una funión F = F (t, x). Por lo tanto, la antidad neta de alor produida en elsegmento (x1, x2) durante el lapso (t1, t2) está dada por

Q2 =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

F (t, x)dxdt.Por otra parte, la antidad de alor que entra al segmento (x1, x2), junto on el que se produe en su interior,provoará un ambio en la distribuión de temperatura sobre diho segmento en el lapso de tiempo que va de
t1 a t2. La antidad de alor por unidad de longitud neesaria para un ambio δu = u(t2, x) − u(t1, x) de latemperatura en el punto x está dada por

c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)],donde el fator de proporionalidad c = c(x) > 0 es la apaidad alorí�a espeí�a1. Luego, la antidad dealor total neesaria para el ambio de temperatura en el segmento (x1, x2) es
Q3 =

∫ x2

x1

c(x)[u(t2, x) − u(t1, x)]dx =

∫ x2

x1

c(x)

∫ t2

t1

∂u

∂t
(t, x)dtdx,y éste debe ser igual a la antidad neta de alor que entra y que se produe en el segmento (x1, x2) durante ellapso (t1, t2), esto es,

Q3 = Q1 +Q2.Más explíitamente,
∫ t2

t1

∫ x2

x1

c(x)
∂u

∂t
(t, x)dxdt =

∫ t2

t1

∫ x2

x1

[
∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x
(t, x)

]
+ F (t, x)

]
dxdt.De la arbitrariedad de los puntos x1 < x2 y t1 < t2, un argumento lásio de loalizaión2 permite onluir que

u = u(t, x) neesariamente satisfae la euaión en derivadas pariales
c(x)

∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x

]
+ F (t, x).Si la barra es de material homogéneo, es deir, k(x) = k y c(x) = c se obtiene

ut = αuxx + f(t, x), (13.1)donde α = k/c, f = F/c, y, on el �n de simpli�ar la notaión, hemos utilizado las notaiones
ut :=

∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
.Al oe�iente α > 0 se le llama difusividad térmia del material.1Densidad de apaidad alorí�a por unidad de longitud.2Por ejemplo, onsidere t2 y x2 omo variables y derive la expresión on respeto a t2 y x2 suesivamente, �eliminando" así laintegral temporal primero y la espaial después.



13.1. ECUACIONES PARABÓLICAS Y FENÓMENOS DE DIFUSIÓN 16313.1.2. Conduión del alor en un uerpoEn esta seión deduiremos la euaión del alor en el aso general de un material oupando una ierta región
Ω ⊂ R3, que suponemos abierta y no vaía. Denotemos por u(t, x, y, z) la temperatura del material en el punto
(x, y, z) ∈ Ω y el tiempo t. Supondremos que la funión

u : [0, T ] × Ω → Res su�ientemente regular.Un modelo senillo pero válido en muhas situaiones, onoido omo la ley de Fourier, supone que la antidadde alor δQ que atraviesa un elemento de super�ie δA orientada según el ampo de normales n̂, en un lapsode tiempo δt viene dado por
δQ

δt
= −k∇u · n̂ δA,donde
∇u =




∂u
∂x
∂u
∂y
∂u
∂z


 ,es deir ∇u es el gradiente de u on respeto a las variables espaiales. k > 0 denota el oe�iente de onduióntérmia del material. Observemos que dado que k es positivo, el alor �uye de zonas de alta temperatura a zonasde baja temperatura, pues −∇u es la direión de máximo desenso de la funión u.

Figura 13.1: �ujo de alorSea ω ⊂⊂ Ω, es deir, ω = ω ∪ ∂ω ⊂ Ω, y realiemos un balane de alor en esta zona, suponiendo iniialmenteque no hay fuentes de alor dentro del uerpo. De auerdo a la ley de Fourier, la antidad de alor que �uye através de la frontera de ω haia el exterior (�ujo neto de alor que sale de ω) viene dado por
δQ

δt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · n̂ dA

= −
∫∫

∂ω

k∇u · d~S,y haiendo δt→ 0
dQ

dt
= −

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.Por otra parte existe una relaión entre la antidad de alor q almaenada en en elemento de volumen δV y latemperatura en esta región:
q = c u ρ δV,donde c es el alor espeí�o y ρ es la densidad del material. Derivando on respeto a t se dedue que lavariaión de la antidad de alor por unidad de tiempo en δV es
∂q

∂t
= c ρ

∂u

∂t
δV.



164 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENDe este modo la variaión de alor almaenado en ω por unidad de tiempo es
dQ

dt
=

∫∫∫

ω

∂q

∂t
dV =

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV.Si no hay fuentes de alor en Ω entones la variaión de alor en ω por unidad de tiempo es igual a la antidadde alor que entra en ω por unidad de tiempo. De lo anterior se obtiene

∫∫∫

ω

cρ
∂u

∂t
dV =

∫∫

∂ω

k∇u · d~S.Por el teorema de la divergenia de Gauss
∫∫

∂ω

k∇u · d~S =

∫∫∫

ω

div(k∇u) dV,y se dedue que ∫∫∫

ω

(
cρ
∂u

∂t
− div(k∇u)

)
dV = 0.Esto último es válido para todo ω ⊂⊂ Ω. Por un argumento de loalizaión, si todas las funiones en el integrandoson ontinuas, se onluye

cρ
∂u

∂t
− div(k∇u) = 0 sobre [0, T ] × Ω,que es la euaión del alor para un uerpo general. Si el uerpo es homogéneo, es deir c(x, y, z) = c0, ρ(x, y, z) =

ρ0 y k(x, y, z) = k0 entones
∂u

∂t
− k0

c0ρ0
div(∇u) = 0.De�niendo α = k0

c0ρ0
y reordando que

div(∇u) = ∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
,llegamos a la euaión del alor para un uerpo homogéneo

∂u

∂t
− α∆u = 0 sobre [0, T ] × Ω, (13.2)donde α > 0 es una onstante. Aquí ∆ el operador Laplaiano on respeto a las variables espaiales.La euaión del alor se omplementa on ondiiones de borde adiionales, que serán expliitadas en la se-ión 13.4.Cuando en el interior del uerpo hay fuentes distribuidas generadoras de alor, esto suele modelarse medianteuna funión densidad por unidad de volumen
f : [0, T ] × Ω → R,

(t, x, y, z) → f(t, x, y, z),de modo que el alor instantáneo generado en una subregión ω ⊂ Ω está dado por
∫∫∫

ω

f(t, ~r) dV (~r).Suponiendo que f es ontinua y retomando lo que se hizo anteriormente, se dedue que
ρc
∂u

∂t
− div(k∇u) = f en [0, T ] × Ω,en el aso general no homogéneo. En el aso homogéneo

∂u

∂t
− α∆u =

f

c0ρ0
en [0, T ] × Ω.



13.2. ECUACIONES HIPERBÓLICAS Y FENÓMENOS OSCILATORIOS 16513.1.3. Expansión de un gas en un medio isótropo y homogéneoSupongamos que una gas oupa una región porosa Ω ⊂ R3 en la ual se mueve de puntos de alta onentraióna baja onentraión, proeso que se denomina difusión. Denotemos por u(t, x, y, z) la onentraión del gas enel instante t y el punto (x, y, z). Entones bajo la ley de Nernst y suponiendo que el material es homogéneo eisotrópio, se puede veri�ar que u satisfae
ut = a2∆u en Ω, (13.3)donde a es una onstante. La ley de Nernst es análoga a la ley de Fourier para la onduión de alor.13.2. Euaiones hiperbólias y fenómenos osilatorios13.2.1. Osilaiones de una uerdaConsideremos una uerda elástia de longitud L sometida a una ierta tensión y uyo movimiento se on�na aun plano. Modelaremos la uerda omo una urva y por simpliidad supondremos que ésta se puede representaren ada instante t omo el grafo de una funión u(t, ·) : [0, L] → R, es deir, u es una funión de dos variables

u : [0, T ] × [0, L] → R.Con el objeto de simpli�ar la derivaión de la euaión que satisfae u haremos los siguientes supuestos:1. las osilaiones de la uerda son pequeñas y ada punto de ésta se mueve vertialmente,2. la uerda está sometida a una tensión uya omponente horizontal τ > 0 es onstante y uniforme3. las fuerzas de friión pueden ser despreiadas,4. en una primera aproximaión despreiaremos el efeto de fuerzas externas omo la gravedad.Dado x ∈ (0, L) y δx > 0 denotemos por α el ángulo entre la uerda y el eje x en el punto (x, u(x)) y por
α′ el ángulo en (x + δx, u(x + δx)). Llamemos τ1 a la tensión de la uerda en (x, u(x)) y τ2 a la tensión en
(x + δx, u(x + δx)). Realiemos un balane de fuerza en el segmento de uerda orrespondiente a (x, x + δx).Como suponemos que el movimiento de la uerda es vertial no hay aeleraión horizontal, es deir

τ1 cosα = τ2 cosα′ = τ. (13.4)Por otro lado, en la direión vertial
τ2 sinα′ − τ1 sinα = ρ δl

∂2u

∂t2
,donde ρ es la densidad lineal de masa de la uerda, que supondremos onstantes, y δl es la longitud de éstaentre x y x+ δx. Dividiendo ambos lados por τ y utilizando (13.4) obtenemos

tanα′ − tanα =
ρ

τ
δl
∂2u

∂t2
. (13.5)Pero tanα = ∂u

∂x |x y tanα′ = ∂u
∂x |x+δx, por lo que, dividiendo la euaión anterior por δx y haiendo δx → 0enontramos

∂2u

∂x2
=
ρ

τ

∂2u

∂t2
,donde hemos utilizado δl

δx → 1 uando δx→ 1. Si se quiere inorporar el efeto de fuerzas externas, de maneraanáloga se puede veri�ar que u satisfae
utt = c2uxx + F (t, x), (13.6)donde c =

√
τ
ρ > 0, F (t, x) = 1

τ f(x, t) y f(x, t) es la densidad lineal de fuerzas externas.Las ondiiones adiionales naturales para omplementar esta euaión son de dos tipos:



166 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN1. Condiiones iniiales en un instante t = 0 que desriben la posiión y veloidad de la uerda en ada punto
x ∈ [0, L]. Es deir,

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0, L],y
ut(0, x) = v0(x) ∀x ∈ [0, L].2. Condiiones de borde sobre los puntos 0 y L.Observemos que a diferenia de las euaiones parabólias, desde un punto de vista físio al menos, es neesarioen las euaiones hiperbólias imponer ondiiones iniiales sobre u y ut.Las ondiiones de borde deben re�ejar las ondiiones físias a las que está sujeta la uerda y pueden ser devarios tipos. Por ejemplo, una ondiión de borde de la forma
u(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ]quiere deir que el extremo x = 0 de la uerda está �jo a una altura 0. Otro ejemplo es
ux(t, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ] (13.7)que signi�a que el extremo x = 0 está libre. En efeto, retomando (13.5) on x = 0 y si suponemos que laomponente vertial de la fuerza neta en x = 0 vale ero, vemos que
τ2 senα′ = ρ δl

∂2u

∂t2
.Usando que τ2 senα′ ∼ τ ∂u

∂x

∣∣
δx

y haiendo δx→ 0 resulta (13.7).Una terera posibilidad es
u(t, 0) =

1

h
ux(t, 0) ∀t ∈ [0, T ] (13.8)que modela la situaión en que el extremo x = 0 está sujeto a un resorte de onstante elástia k = hτ . En estasituaión

τ2 senα− (fuerza ejerida por el resorte en x = 0) = ρ δl
∂2u

∂t2
,es deir

τ2 senα− ku|x=0 = ρ δl
∂2u

∂t2
.Nuevamente, haiendo δx→ 0 enontramos (13.8)13.2.2. Osilaiones de una membranaEl aso de las osilaiones de una membrana es muy similar al de las osilaiones de una uerda. Veamosbrevemente ómo enontrar la EDP en esta situaión.La membrana se modela omo una super�ie en R3 y por simpliidad supondremos que esta super�ie se puederepresentar mediante una funión

u(t, x, y) : [0, T ] × Ω → R,de modo tal que en ada instante t la membrana orresponde a la super�ie parametrizada por (x, y) 7→ u(t, x, y).Nuevamente suponemos1. las osilaiones de la membrana son pequeñas y ada punto de ésta se mueve vertialmente,2. la membrana está sometida a una tensión super�ial τ > 0 onstante y uniforme3. las fuerzas de friión pueden ser despreiadas,



13.3. ECUACIONES ELÍPTICAS Y FENÓMENOS ESTACIONARIOS 1674. en una primera aproximaión despreiaremos el efeto de fuerzas externas omo la gravedad.Sean (x, y) ∈ Ω y δx > 0, δy > 0. Estudiemos las fuerzas que atúan sobre la porión de la membrana sobreel uadrado [x, x + δx] × [y, y + δy]. Haiendo un balane de las fuerzas vertiales y utilizando las mismasaproximaiones que en la seión 13.2.1 podemos esribir(ontribuión de las aristas paralelas al eje x) = τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)(ontribuión de las aristas paralelas al eje y) = τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)Luego por la ley de Newton
ρδxδy

∂2u

∂t2
= τδx

(
∂u

∂y

∣∣∣
y+δy

− ∂u

∂y

∣∣∣
y

)
+ τδy

(
∂u

∂x

∣∣∣
x+δx

− ∂u

∂x

∣∣∣
x

)
,donde ρ es la densidad super�ial de masa. Dividiendo por δxδy y haiendo δx→ 0 y δy → 0 enontramos

utt = c2(uxx + uyy) = c2∆udonde c =
√
τ/ρ y ∆u = uxx + uyy es el Laplaiano de u on respeto a las oordenadas espaiales.Si hay fuerzas externas atuando en la membrana, análogamente se enuentra

utt = c2∆u+ F (t, x, y) (13.9)donde F (t, x, y) = 1
τ f(t, x, y) y f(t, x, y) es la densidad super�ial de fuerzas externas atuando sobre la mem-brana.13.2.3. Vibraiones longitudinales de una barraConsideremos una barra delgada de un material elástio de longitud L y supongamos que el origen está ubiadoen uno de los extremos. Las deformaiones longitudinales de esta barra las desribimos mediante una funión

u : [0, L] × [0, T ] → R de modo tal que si una partíula que oupa iniialmente (en una situaión de equilibrio)la posiión x ∈ [0, L], en el instante t se sitúa en x+ u(x, t).Modelando la barra omo una familia de N resortes on masas y onstantes elástias idéntias, y luego on-siderando N → ∞, es posible deduir que u satisfae la siguiente EDP
utt = c2uxx + f(x, t) x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ),donde c > 0 depende de las propiedades de la barra (densidad de masa y onstante elástia), y f es (exeptopor una onstante) una densidad lineal de fuerzas externas.13.3. Euaiones elíptias y fenómenos estaionarios13.3.1. Membrana en reposoRetomando la seión 13.2.2, si la membrana está en reposo de (13.9) vemos que la funión u : Ω ⊂ R2 → Rdebe satisfaer la euaión

∆u+ F (x, y) = 0 en Ω (13.10)que se onoe omo la euaión de Poisson.En el aso partiular uando F = 0, se obtiene la euaión de Laplae
∆u = 0 en Ω. (13.11)Una funión que es soluión de la euaión de Laplae se die una funión armónia.



168 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN13.3.2. Potenial de ampo elétrioEn esta seión esribiremos ~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3). El ampo elétrio generado por una antidad�nita de argas qj on ubiadas en los puntos ~yj viene dada por
~E(~x) =

N∑

j=1

qi
4πε0

· ~x− ~yj

‖~x− ~yj‖3
,donde ε0 la permitividad del vaío.Es fáil veri�ar que ~∇× ~E = 0 y por lo tanto existe una funión esalar ϕ : R3 → R tal que

~E = −∇ϕ.Cuando las argas se distribuyen ontinuamente de auerdo a una densidad volumétria ρ(~y) el ampo elétrioen un punto ~x ualquiera se puede esribir
E(~x) =

1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)
~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~y. (13.12)Para dar sentido a esta integral supondremos que ρ : R3 → R es una funión ontinua y que ρ(~y) = 0 si

‖~y‖ ≥ R0, donde R0 > 0 es una onstante. Notemos que se trata de una integral impropia pero onvergente (elintegrando se inde�ne en ~y = ~x).El ampo elétrio (13.12) también proviene de un potenial, es deir,
~E = −∇φ. (13.13)Más aún, se puede dar una fórmula explíita para φ

φ(~x) =
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)
1

‖~x− ~y‖ d~y.Sea ω ⊂ R3 un onjunto abierto aotado no vaío uya frontera ∂ω es una super�ie regular. Queremos alularel �ujo de ~E a través de ∂ω, es deir
∫∫

∂ω

~E · d~S(~x) =
1

4πε0

∫∫

∂ω



∫∫∫

R
3

ρ(~y)
~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~y


 d~S(~x)

=
1

4πε0

∫∫∫

R
3

ρ(~y)



∫∫

∂ω

~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~S(~x)


 d~y.Utilizando apropiadamente el teorema de Gauss se puede probar que

∫∫

∂ω

~x− ~y

‖~x− ~y‖3
d~S(~x) =

{
4π si ~y ∈ ω

0 si ~y 6∈ ω.Por lo tanto ∫∫

∂ω

~E · d~S(~x) =
1

ε0

∫∫∫

ω

ρ(~y) d~y.Apliando el teorema de la divergenia al ampo ~E y reordando (13.13) obtenemos
∫∫∫

ω

~∇ · ~EdV − 1

ε0

∫∫∫

ω

ρdV = 0



13.4. CONDICIONES INICIALES Y DE BORDE 169es deir ∫∫∫

ω

(
∆φ+

1

ε0
ρ

)
dV = 0.Como lo anterior se tiene para todo ω, se onluye que el integrando debe ser nulo, es deir

−∆φ =
1

ε0
ρ. (13.14)Notemos que esta euaión es una Poisson (13.10) y en ausenia de arga ésta última queda omo

∆φ = 0la ual resulta ser una euaión de Laplae (13.11).Hemos visto que estas dos últimas euaiones modelan diversos sistemas físios. Lo que diferenia un problemade otro es el signi�ado físio de las variables y las ondiiones iniiales y de bordexs, tema a tratar en lasiguiente seión.13.4. Condiiones iniiales y de bordeEn esta seión veremos ómo omplementar las euaiones en derivadas pariales antes menionadas, es deir,daremos ondiiones que de�nen y araterizan los problemas.En todos los ejemplos anteriores, la situaión físia se desribe mediante una variable de estado o funión u quepuede ser esalar o vetorial y que depende de variables espaiales x ∈ Ω ⊂ Rn (n = 1, 2 o 3) y en algunos asos
u depende de una variable adiional t que se interpreta omo el tiempo. Este es el aso en los problemas quellamamos de evoluión omo las euaiones parabólias de la seión 13.1 y las hiperbólias de seión 13.2. Enesta situaión supondremos que t ∈ [t0, T ].Las EDP's se omplementan básiamente on dos tipos de ondiiones adiionales:Condiiones de bordeEstas ondiiones apareen tanto en problemas de evoluión omo en euaiones estaionarias. Hay diversasalternativas según el sistema físio que se esté modelando.

• Condiión de borde tipo DirihletSupongamos, para �jar ideas, que Ω ⊆ R3 y denotemos por ∂Ω la frontera de este onjunto. De estaforma, en el aso en que u no depende de t la ondiión de borde de tipo Dirihlet viene dada por
u(x, y, z) = g(x, y, z) para todo (x, y, z) ∈ ∂Ωy si u depende de t

u(t, x, y, z) = g(x, y, z) para todo (x, y, z) ∈ ∂Ω y todo t ∈ [t0, T ],donde
g : ∂Ω → R es una funión onoidaEn el aso más general g puede depender del tiempo.

• Condiiones de borde de tipo NeumannLas ondiiones de este tipo se araterizan por venir representadas de la forma
∇u · n̂ =

∂u

∂n̂
(t, ·) = h(·) sobre ∂Ω ∀t ∈ [t0, T ]donde n̂ representa la normal exterior a Ω y donde h : ∂Ω → R es una funión onoida (dato). Enun aso más general h puede depender del tiempo.



170 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN
• Condiiones mixtasEsta lase de ondiiones vienen araterizadas por ombinaiones de ondiiones del tipo Dirihlety Neumann sobre poriones de la frontera.Condiiones iniialesEn lo que respeta a las ondiiones iniiales, éstas tienen sentido sólo en problemas de evoluión y se danen un instante t0 on el objeto de desribir el ampo tratado (ampo de temperaturas, ampo elétrio,et.) en t0 sobre todo Ω. La ondiión iniial viene típiamente dada por algo del tipo

u(t0, x, y, z) = u0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ω,donde u0 : Ω → R es dato.Cabe destaar que habrá que imponer tantas ondiiones iniiales omo el orden de la derivada temporalde u en la euaión, es deir, si en la euaión que desribe el proeso estudiado aparee la segundaderivada temporal de u, se tendrá que imponer dos ondiiones iniiales. Una de estas será omo la antesmenionada y la segunda usualmente tendrá relaión on la primera derivada temporal de la funión enel instante t0, por ejemplo
∂u

∂t
(t0, x, y, z) = v0(x, y, z) ∀(x, y, z) ∈ Ωy así suesivamente, donde la funión v0 es dato.Por ejemplo, en el aso de la onduión del alor en una región Ω de R3 (ver la seión13.1.2), donde urepresenta la distribuión de temperaturas, la ondiión de borde tipo Dirihlet orresponde al aso en que estadistribuión se onoe sobre la frontera del dominio. Por otro lado, en la ondiión de borde tipo Neumann es el�ujo de alor puntual el que onstituye un dato. Más preisamente, reordemos que el �ujo de alor por unidadde área y tiempo está dado por
−k∇u · n̂ = −k ∂u

∂n̂
= −kh,donde h : ∂Ω → R es una funión onoida y k representa la ondutividad térmia.13.5. Otras euaiones de la físia1. Euaión de Navier-StokesEn dinámia de �uidos, las euaiones de Navier-Stokes son un onjunto no lineal de euaiones enderivadas pariales que rigen el movimiento del �uido en uestión. Estas se enuentran onsiderandola masa, el momentum y balanes de energía para un elemento de volumen in�nitesimal en movimiento,sobre el ual se pueden produir tensiones tangeniales (debido a la visosidad).Sea ~u(x, y, z, t) el ampo de veloidades del �uido y p(x, y, z, t) la presión. Luego la euaión para �uidosompresibles viene dada por

ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p+ µ∆~u+

µ

3
~∇
(
~∇ · ~u

)donde µ es el oe�iente de visosidad del �uido, F es la densidad volumétria de fuerzas externas (porejemplo la gravedad), ρ es la densidad y D~u
Dt es la aeleraión del elemento de �uido, también onoidaomo derivada material, la ual viene expresada por
D~u

Dt
=
∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u,o por omponentes, esribiendo ~u = (u1, u2, u3), la omponente i-ésima de (~u · ~∇)~u viene dada por

[
(~u · ~∇)~u

]
i
= u1

∂ui

∂x
+ u2

∂ui

∂y
+ u3

∂ui

∂z
.



13.6. PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 171En los �uidos inompresibles, la euaión de ontinuidad es ~∇ · u = 0, y, por onsiguiente la euaiónanterior se redue a
ρ
D~u

Dt
= ρF − ~∇p+ µ∆~u.2. Euaión de Shrödinger para una partíulaEn meánia uántia existe lo que se denomina la dualidad ente ondas y partíulas. La desripión deuna partíula viene dada por una funión de onda Ψ(~r, t) que tiene valores en los números omplejos, esdeir Ψ(~r, t) ∈ C y |Ψ(~r, t)|2 = Ψ(~r, t)Ψ(~r, t) se interpreta omo la funión densidad de probabilidad deenontrar la partíula en la posiión ~r en el instante t.De la teoría de la meánia uántia se dedue que la funión Ψ debe satisfaer la siguiente euaión enderivadas pariales

i~
∂Ψ

∂t
(~r, t) =

(
− ~2

2m
∆~r + V (~r)

)
Ψ(~r, t) (13.15)donde ~ = h

2π on h la onstante de Plank, m es la masa de la partíula y V es una funión que representael potenial al ual está sometido la partíula. El Laplaiano en esta euaión es solamente on respeto alas variables espaiales y por eso la notaión ∆~r. Usualmente esta euaión se aompaña de la ondiión(probabilístia) ∫∫∫

R
3

|Ψ(~r, t)|2 d~r = 1.Notemos que (13.15) representa un sistema de dos euaiones reales en derivadas pariales, siendo lasinógnitas las partes real e imaginaria de Ψ.3. Euaiones de MaxwellEn la teoría de eletromagnetismo, existen uatro euaiones fundamentales que permiten visualizar loque suede on el ampo elétrio ~E, el vetor desplazamiento ~D, el �ujo elétrio ~J y el ampo magnétio
~B. Estas euaiones son las euaiones de Maxwell, las uales son

~∇ · ~D = 0
~∇ · ~B = 0

~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

~∇× ~B = µ0

(
~J +

∂ ~D

∂t

)donde µ0 es una onstante (la permeabilidad del vaío). Estas euaiones suelen omplementarse on leyesonstitutivas para formar lo que se denomina un sistema errado de euaiones.Cada una de estas euaiones entrega informaión sobre los ampos tratados, por ejemplo de la tereraeuaión se puede onluir que ~B genera ~E (de donde se dedue la ley de induión). De este set tambiénse puede onluir que las lineas de ampo magnétio son erradas, el �ujo de ~B es onservativo y asísuesivamente.13.6. Prinipio de superposiiónReordemos brevemente la noión del prinipio de superposiión para euaiones difereniales ordinarias (E.D.O.).Consideremos una E.D.O. lineal desrita por
Ly = 0 en un intervalo I = (a, b)



172 CAPÍTULO 13. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDENdonde L : Cn(I,R) → C(I,R) es un operador diferenial lineal de orden n. El prinipio de superposiión dieque: �Toda ombinaión lineal �nita de soluiones de una E.D.O. lineal homogénea, es también soluión�, esdeir
∀c1, c2 ∈ R, ∀y1, y2 ∈ Ker(L) ⇒ c1y1 + c2y2 ∈ Ker(L)o también

Lyi = 0 ∀i = 1, 2, ..., n ⇒ L

(
n∑

i=1

yi

)
= 0La noión de operadores difereniales lineales es fáilmente extendible al aso de operadores atuando sobrefuniones de varias variables, es deir sobre funiones u : Rn → R. Por ejemplo onsideremos el operador L = ∆(Laplaiano) que atúa L : C2(Rn) → C(Rn) mediante Lu = ∆u. En este ontexto se amplía la teoría y sepuede demostrar que el prinipio de superposiión es también válido para las E.D.P.'s lineales.Al igual que en euaiones difereniales ordinarias las soluiones de una EDP lineal no homogénea se puedendesomponer en una soluión de la homogénea y una soluión partiular.13.7. La euaión de super�ies mínimasEn esta seión presentamos una deduión de la euaión de super�ies mínimas omo un ejemplo de unaeuaión no lineal.La euaión (13.10) que modela una membrana en reposo se dedujo suponiendo que las deformaiones sonpequeñas. Es interesante estudiar la euaión resultante sin haer esta hipótesis, lo que por simpliidad haremosen el aso que no hay fuerzas externas. Supondremos que la membrana es elástia, que está en equilibrio defuerzas y está sometida a una tensión T que es onstante. Con el �n de utilizar esta informaión imaginamos que�ortamos� una parte de la membrana, obteniendo una (pequeña) super�ie S uya frontera ∂S es una urvaerrada en R3. Denotemos por τ̂ el vetor tangente a ∂S y por n̂ el vetor normal unitario a S orientado endireión del eje z. Dado que (x, y) 7→ u(t, x, y) parametriza S, podemos esribir

n̂ =
1

‖n̂‖



−∂u

∂x

−∂u
∂y

1


 ,donde

‖n̂‖ =

√
1 +

(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

.Orientemos τ̂ de modo que sea onsistente on la orientaión de S para el teorema de Stokes. De este modo elvetor
τ̂ × n̂,apunta fuera de S, es perpendiular a τ̂ y tangente a la membrana. Sobre S atúa una fuerza a lo largo de ∂Sejerida por el omplemento de ésta que viene dada por

T (τ̂ × n̂).De este modo, la fuerza neta sobre S que le ejere el resto de la membrana es
~F =

∫

∂S

T (τ̂ × n̂) dr.Sea ê un vetor (onstante) unitario en R3. Entones
~F · ê = T

∫

∂S

(τ̂ × n̂) · ê dr = T

∫

∂S

(n̂× ê) · τ̂ dr.



13.7. LA ECUACIÓN DE SUPERFICIES MÍNIMAS 173Empleando el teorema de Stokes y la notaión
~∇ =




∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z


se tiene

~F · ê = T

∫∫

S

[~∇× (n̂× ê)] · n̂ dA = T

∫∫

S

[(~∇ · ê)n̂− (~∇ · n̂)ê] · n̂ dA

= −T
∫∫

S

(~∇ · n̂)(ê · n̂) dA = −T ê ·
∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.zLuego
~F = −T

∫∫

S

(~∇ · n̂)n̂ dA.Pensando en δS omo una pequeña super�ie en torno a punto (x0, y0, z0) de área δA, esribamos omo δ ~F lafuerza ejerida por el resto de la membrana sobre δS, esto es
δ ~F = −T (~∇ · n̂)n̂ δA+ o(δA).Si no hay fuerzas externas atuando sobre la membrana, omo ésta está en reposo la ley Newton establee que

δ ~F = 0y por lo anterior
−T (~∇ · n̂)n̂ δA+ o(δA) = 0.Dividiendo por δA y haiendo δA→ 0 obtenemos

−T (~∇ · n̂)n̂ = 0.Reordemos que u no depende de z, por lo que
−~∇ · n̂ =

∂

∂x


 ux√

1 + u2
x + u2

y


+

∂

∂y


 uy√

1 + u2
x + u2

y


 ,donde

ux =
∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
.Luego la euaión para u queda

∂

∂x


 ux√

1 + u2
x + u2

y


+

∂

∂y


 uy√

1 + u2
x + u2

y


 = 0. (13.16)Esta euaión se onoe también omo la euaión de super�ies mínimas.La relaión entre la euaión (13.16) y la euaión de Laplae (13.11) es que bajo la hipótesis de pequeñasdeformaiones, se puede aproximar √1 + u2

x + u2
y por 1, y en este aso (13.16) se redue a

∆u = 0.
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Capítulo 14Separaión de variables y series de Fourier
14.1. Ejemplo modelo: euaión del alorConsideremos el problema de difusión de alor en una barra delgada de longitud L > 0, ompuesta por unmaterial homogéneo e isótropo de oe�iente de difusividad térmia α > 0, y que se enuentra perfetamenteaislada por su super�ie lateral, y sin fuentes de alor externas atuando dentro de la barra, es deir f(x) = 0en (13.1). Tal omo se dedujo en la seión 13.1.1, la EDP que modela esta situaión es

ut = αuxx 0 < x < L, t > 0. (14.1)La inógnita u = u(t, x) es la temperatura al instante t y en la posiión x sobre la barra. Si suponemos que susextremos se mantienen a temperatura onstante igual a 0, entones u satisfae la ondiión de borde de tipoDirihlet homogéneo
u(t, 0) = u(t, L) = 0 t > 0. (14.2)Consideraremos además la ondiión iniial
u(0, x) = f(x) 0 < x < L. (14.3)Para resolver (14.1) bajo (14.2) y (14.3), apliaremos el método de separaión de variables, el que desribiremosdetalladamente a ontinuaión.14.1.1. Primera etapa: separar variablesEl método se iniia busando soluiones no triviales de (14.1) que sean de la forma

U(t, x) = T (t)X(x). (14.4)Se introduen así dos nuevas inógnitas, T (t) y X(x), y por lo tanto neesitaremos dos euaiones para deter-minarlas. Sustituyendo (14.4) en (14.1), obtenemos
T ′(t)X(x) = αT (t)X ′′(x) 0 < x < L, t > 0. (14.5)Como sólo nos interesan soluiones no triviales, se requiere que X(x0) 6= 0 para algún x0 ∈ (0, L). Deduimosde (14.5) que para todo t > 0 se tiene

T ′(t) = αλ1T (t),donde
λ1 =

X ′′(x0)

X(x0)
.175



176 CAPÍTULO 14. SEPARACIÓN DE VARIABLES Y SERIES DE FOURIERSimilarmente, para todo x ∈ (0, L) se tiene
X ′′(x) = λ2X(x),donde
λ2 =

T ′(t0)
αT (t0)y t0 > 0 es tal que T (t0) 6= 0. En onseuenia, si ahora tomamos ualquier par (t, x) tal que T (t) 6= 0 y

X(x) 6= 0, lo anterior ondue a
αλ1 =

T ′(t)
T (t)

= α
X ′′(x)
X(x)

= λ2,donde la segunda igualdad proviene de (14.5).De este modo, se dedue que T (t) y X(x) satisfaen, respetivamente, las siguientes euaiones diferenialesordinarias:
T ′(t) + αλT (t) = 0, t > 0,

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 < x < L,para una onstante λ ∈ R.Dado un valor para el parámetro λ, se dedue de (14.6) que
T (t) = Ce−αλt,para una onstante C ∈ R, la ual es no nula pues busamos soluiones no triviales.Por otra parte, omo apliaión de la teoría general de las euaiones difereniales ordinarias lineales, sabemosque la soluión general de la euaión de segundo orden (14.6) se expresa omo una ombinaión lineal de dosfuniones fundamentales, uya forma depende del signo de λ.Más preisamente, omo el polinomio araterístioasoiado a (14.6) está dado por p(m) = m2 + λ, y éste tiene omo raíes1 m1,2 = ±

√
−λ ∈ C, obtenemos que:Si λ < 0 entones m1,2 = ±

√
−λ ∈ R, luego la soluión general de (14.6) está dada por
X(x) = C1e

√
−λx + C2e

−
√
−λx, C1, C2 ∈ R.Si λ = 0 entones m = 0 es raíz de multipliidad 2, y en onseuenia

X(x) = C1 + C2x, C1, C2 ∈ R.Si λ > 0 entones m1,2 = ±i
√
λ y por lo tanto

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sen

√
λx, C1, C2 ∈ R.Observaión 14.1.1. Cuando λ 6= 0, una forma de evitar tener que onsiderar los asos λ < 0 y λ > 0 porseparado onsiste en utilizar la funión exponenial ompleja uando orresponda. En efeto, supongamos que

λ > 0. Entones se tiene
X(x) = C1 cos

√
λx+ C2 sen

√
λx

= C1(e
i
√

λx + e−i
√

λx)/2 + C2(−i)(ei
√

λx − e−i
√

λx)/2

= (C1 − iC2)/2e
i
√

λx + (C1 + iC2)/2e
−i

√
λx

= C̃1e
i
√

λx + C̃2e
−i

√
λx.1Aquí utilizamos la raíz uadrada en el uerpo de los omplejos.
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√
−1

√
λ =

√
−λ , de lo anterior deduimos que podemos esribir la soluión general de la forma

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,donde los oe�ientes C1, C2 vienen dados por

C1, C2 ∈ R, si λ < 0

C1, C2 ∈ C, si λ > 0y los oe�ientes omplejos C1 y C2 son uno el onjugado del otro. 2Sustituyendo las expresiones así obtenidas para T (t) y X(x) en (14.4), se onstruyen soluiones de (14.1) envariables separadas que son de la forma
Uλ(t, x) = e−αλt(C1e

√
−λx + C2e

−
√
−λx), (14.6)uando2 λ 6= 0 , mientras que para λ = 0 se tiene

U0(t, x) = C1 + C2x.Notemos que tenemos dos tipos de grados de libertad: el primero asoiado al parámetro λ; el segundo, a losoe�ientes C1, C2. Como veremos más adelante, esta suerte de �indeterminaión"de la soluión, que se debe aque hasta ahora sólo hemos utilizado la euaión (14.1), nos permitirá imponer la ondiión de borde (14.2) yla iniial (14.3) a ombinaiones lineales de soluiones de este tipo.14.1.2. Segunda etapa: imponer ondiiones de bordeA ontinuaión busaremos soluiones no triviales de (14.1) en variables separadas que satisfagan la ondiiónde borde (14.2). Esto restringirá los valores admisibles para λ a un subonjunto numerable de R.En primer lugar, observamos que si λ es el parámetro introduido anteriormente entones el aso λ = 0 quedadesartado. En efeto, tomando U0(t, x) = C1 + C2x, deduimos de U0(t, 0) = 0 que C1 = 0, lo que junto on
U0(t, L) = 0 implia que C2 = 0, obteniendo así la soluión trivial.Busquemos entones λ 6= 0 de modo tal que exista una funión Uλ de la forma (14.6), que no sea idéntiamentenula y que satisfaga

Uλ(t, 0) = Uλ(t, L) = 0, ∀t > 0.De Uλ(t, 0) = 0 deduimos que
e−αλt(C1 + C2) = 0, ∀t > 0,y, omo e−αλt > 0, se tiene

C2 = −C1.Luego, para alguna onstante C ∈ C (más aun C es un imaginario puro, pues C1 y C2 eran uno el onjugadodel otro y C1 = −C2), que se supone no nula3, tenemos
Uλ(t, x) = Ce−αλt(e

√
−λx − e−

√
−λx), (14.7)e imponiendo Uλ(t, L) = 0, obtenemos

e
√
−λL − e−

√
−λL = 0. (14.8)2Cuando λ > 0, utilizamos la funión exponenial ompleja y oe�ientes omplejos.3Reordemos que nos interesan soluiones no triviales.



178 CAPÍTULO 14. SEPARACIÓN DE VARIABLES Y SERIES DE FOURIEREsta última relaión debe interpretarse omo una euaión para λ debido a que L > 0 es un dato del problema.Reordando que onsideramos la funión exponenial de variable ompleja uando λ > 0 y reordando superiodiidad, (14.8) ondue a
e
√
−λL = e−

√
−λL ⇔ e2

√
−λL = 1 ⇔ 2

√
−λL = i2kπ, k ∈ Z

⇔ λ = (kπ/L)2, k ∈ Z.Como nos interesa λ 6= 0 y además las soluiones para k y −k oiniden, basta que k reorra todos los enterospositivos para obtener todos los valores posibles para λ, esto es
λk = (kπ/L)2, k ∈ N \ {0}, (14.9)y tenemos que las soluiones en variables separadas orrespondientes (14.7) son de la forma

Uλk
(t, x) = Cke

−α(kπ/L)2t
[
eikπx/L − e−ikπx/L

]

= Cke
−α(kπ/L)2t2i sen(kπx/L)

= AkΦk(t, x),omo Ak := 2iCk, el ual pertenee a R pues Ck es un imaginario puro, se tiene
Φk(t, x) = e−α(kπ/L)2t sen(kπx/L). (14.10)La �gura 14.1 ilustra los asos k = 1 y k = 2. Hemos obtenido así una familia {Φk(t, x)}k∈N\{0} de soluionesfundamentales de la euaión (14.1) que satisfaen la ondiión de borde (14.2).En la terera etapa del método, veremos ómo imponer la ondiión iniial (14.3).Observaión 14.1.2. Antes de ontinuar, es interesante observar que lo realizado aquí puede interpretarseomo la resoluión de un problema de valores propios del tipo Sturm-Liouville. En efeto, a partir de lo realizadoen la primera etapa del método, deduimos que para que la soluión en variables separadas (14.4), supuesta notrivial, satisfaga la ondiión de borde (14.2) se requiere que
{

−X ′′(x) = λX(x), 0 < x < L,
X(0) = X(L) = 0,para algún λ ∈ R. De�niendo el operador diferenial lineal
A : V → C([0, L])

f 7→ Af := −d
2f

dx2sobre el espaio vetorial V = {f ∈ C2(0, L)∩C([0, L]) | f(0) = f(L) = 0}, el problema anterior puede esribirse
AX = λX. Los esalares λk dados por (14.9) son los valores propios del operador A, mientras que los espaiospropios orrespondientes son unidimensionales y están generados por las funiones propiasXk(x) = sen(kπx/L).
2

14.1.3. Terera etapa: imponer la ondiión iniialConsideremos ahora la ondiión iniial (14.3). Para motivar lo que sigue, omenemos por el aso en que
f(x) = A sen(k0πx/L) (14.11)
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Φ1(t, x)

0

1

L

t = 0

t > 0

x

Φ2(t, x)

0

1

L

t = 0

L
2

t > 0

x

Figura 14.1: Dos soluiones fundamentales de la euaión del alorpara algún par de onstantes A ∈ R y k0 ∈ N \{0}. Dado que la k-ésima soluión fundamental (14.10) satisfae
Φk(0, x) = sen(kπx/L), entones es direto ver que la soluión de (14.1)-(14.3) orrespondiente a (14.11) es

u(t, x) = AΦk0
(t, x) = Ae−α(k0π/L)2t sen(k0πx/L).Más generalmente, si

f(x) =

m∑

i=1

Ai sen(kiπx/L)para iertas onstantes A1, . . . , Am ∈ R y 0 < k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ km, entones la soluión busada es
u(t, x) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, x) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπx/L).En efeto, de auerdo al prinipio de superposiión (ver seión 13.6), la linealidad de (14.1) implia que ualquierombinaión lineal de soluiones es también soluión de (14.1). Además, omo ada soluión fundamental sat-isfae la ondiión de borde (14.2), sus ombinaiones lineales también la satisfaen:

u(t, 0) =
m∑

i=1

AiΦki
(t, 0) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(0) = 0,

u(t, L) =

m∑

i=1

AiΦki
(t, L) =

m∑

i=1

Aie
−α(kiπ/L)2t sen(kiπ) = 0.Finalmente, es direto veri�ar que u(0, x) = f(x).¾Que ourre para una ondiión iniial orrespondiente a una funión f(x) más general? Por ejemplo, omoproeder si f(x) no tiene desomposiión omo suma �nita de senos y osenos, omo la funión siguiente
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f

xll
2

0

b

La idea es esribir f(x) de la forma
f(x) =

∞∑

k=1

Ak sen(kπx/L) (14.12)y tomar omo soluión de nuestro problema a la funión
u(t, x) =

∞∑

k=1

AkΦk(t, x) =

∞∑

k=1

Ake
−α(kπ/L)2t sen(kπx/L)Surgen varias preguntas1. ¾Cuándo es posible desomponer una funión f(x) omo en (14.12)?2. ¾Cómo se obtienen los oe�ientes Ak?3. ¾Es válido el prinipio de superposiión para ombinaiones lineales in�nitas?El objetivo de la siguiente seión es mostrar que todas estas preguntas pueden responderse a�rmativamente.14.2. Series de FourierSea f : [−ℓ, ℓ] → R una funión ontinua (basta ontinua por trozos). El método de separaión de variablesdesrito en la seión anterior ondue de forma natural a la siguiente pregunta: ¾Podemos expresar f omo unaombinaión lineal (eventualmente, omo una serie in�nita) de funiones sinusoidales? Diremos que f admiteun desarrollo en serie de Fourier en [−ℓ, ℓ] si existen esalares a0, a1, ... y b1.b2, ... tales que

f(x) =
a0

2
+

∞∑

n=1

[
an cos

(nπx
ℓ

)
+ bn sen

(nπx
ℓ

)]
, ∀x ∈ [−ℓ, ℓ]

=
a0

2
+ ĺım

N→+∞

N∑

n=1

[
an cos

(nπx
ℓ

)
+ bn sen

(nπx
ℓ

)]
, ∀x ∈ [−ℓ, ℓ]Supongamos que esta igualdad es válida. ¾Cómo se obtienen los oe�ientes en términos de f(x)? Para respondera ésto, veamos primero la serie de Fourier en forma ompleja. Reordemos que

cosα =
eαi + e−αi

2

senα =
eαi − e−αi

2i



14.2. SERIES DE FOURIER 181Luego si f(x) admite un desarrollo en serie de Fourier, entones podemos reesribir este desarrollo omo
f(x) =

a0

2
+

∞∑

n=1

[1
2
(an − ibn)e

inπx
l +

1

2
(an + ibn)e

−inπx
l

]

=

∞∑

k=−∞
Cke

−ikπx
l

(14.13)donde C0 = a0

2 y
Ck =

{
1
2 (an − ibn) si k ≥ 1
1
2 (an + ibn) si k ≤ −1Para determinar los oe�ientes omplejos, �jamos k0 ∈ N , multipliamos la euaión (14.13) por e− ik0πx

l eintegramos en el intervalo [−ℓ, ℓ] para obtener
∫ ℓ

−ℓ

f(x)e−
ik0πx

ℓ dx =

∞∑

k=−∞
Ck

∫ ℓ

−ℓ

e−
ikπx

ℓ e−
ik0πx

ℓ dx

= 2ℓCk0
+

∞∑

k=−∞
k 6=k0

Ck

∫ ℓ

−ℓ

e−
i(k−k0)πx

ℓ dxpero notemos que para k 6= k0

∫ ℓ

−ℓ

e
−i(k−k0)πx

ℓ = − ℓ

i(k − k0)π
e−

i(k−k0)πx

ℓ

∣∣∣
ℓ

−ℓ
= 0,donde hemos usado la 2πi-periodiidad de la exponenial ompleja, y por lo tanto

Ck0
=

1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)e
−ik0πξ

ℓ dξAhora podemos regresar a los oe�ientes reales. Primero, es laro que
a0 = 2C0 =

1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x)dxSi n ≥ 1 entones:
Cn =

1

2
(an − ibn)y en onseuenia

an = 2ℜ(Cn) =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) cos
(nπx

ℓ

)
dx

bn = −2 Im(Cn) =
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(x) sen
(nπx

ℓ

)
dxObservemos que de las relaiones de ortogonalidad

ℓ∫

−ℓ

e
inπx

ℓ e−
imπx

ℓ dx =

{
0 si n 6= m

2ℓ si n = m
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ℓ∫

−ℓ

sen(
nπx

ℓ
) sen(

mπx

ℓ
)dx =

{
0 si n 6= m

ℓ si n = m

ℓ∫
−ℓ

cos(
nπx

ℓ
) cos(

mπx

ℓ
)dx =

{
0 si n 6= m

ℓ si n = m

ℓ∫
−ℓ

sen(
nπx

ℓ
) cos(

mπx

ℓ
)dx = 0 ∀n,m ∈ NReapitulando, si f es expresable en serie de Fourier entones

f(x) =

∞∑

k=−∞

[
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)eikπξ/ℓdξ

]
eikπx/ℓ

=
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)dξ +

∞∑

n=1

{[
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ) cos

(
nπξ

ℓ

)
dξ

]
cos
(nπx

ℓ

)
+

+

[
1

ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ) sen

(
nπξ

ℓ

)
dξ

]
sen
(nπx

ℓ

)}Aunque supusimos que f es ontinua, en realidad basta que sea integrable para que los oe�ientes de Fourierestén bien de�nidos. Dada una funión f integrable en [−ℓ, ℓ], de�namos
Sf (x) =

a0

2
+

∞∑

n=1

an cos(
nπx

ℓ
) + bn sen(

nπx

ℓ
),donde los oe�ientes se alulan omo antes. En general, no se tiene que f(x) = Sf (x), ∀x ∈ [−ℓ, ℓ]. Desde yapara tener esta propiedad es neesario que f(ℓ) = f(−ℓ), esto es la 2ℓ-periodiidad de f .Sin embargo se pueden demostrar las siguientes propiedades:Sea

SN (x) =
a0

2
+

N∑

n=1

an cos
πx

ℓ
+ bn sen

nπx

ℓla serie de Fourier trunada al orden N para f : [−ℓ, ℓ] → R.Propiedad 1. Si f es de uadrado integrable (
ℓ∫

−ℓ

f2(t)dt <∞), y en partiular si f es aotada, se tiene SN → fen media uadrátia:
ℓ∫

−ℓ

[f(t) − SN (t)]2dt→ 0 uando N → ∞.Propiedad 2. Si f es derivable en [−ℓ, ℓ], es deir ontinua en [−ℓ, ℓ], derivable en ] − ℓ, ℓ[, derivable a ladereha en −ℓ y a la izquierda en ℓ, entones SN onverge puntualmente haia f , salvo en los extremos ±ℓuando f(ℓ) 6= f(−ℓ), es deir
f(x) = Sf (x) ∀x ∈] − ℓ, ℓ[

Sf (ℓ) = Sf (−ℓ) =
1

2
[f(ℓ) + f(−ℓ)].



14.2. SERIES DE FOURIER 183Propiedad 3. Si f es derivable en [−ℓ, ℓ] y f(ℓ) = f(−ℓ) entones f = Sf en [−ℓ, ℓ]. Si además f ′ es de uadradointegrable la onvergenia de SN haia f es uniforme.Corolario. Si f : R → R es 2ℓ-periódia de lase C1 entones f = Sf en R y SN onverge uniformemente haia
f .Observaión 14.2.1. Dadas dos funiones f, g : [−ℓ, ℓ] → C de�nimos

〈f, g〉ℓ2 ≡
∫ ℓ

−ℓ

f(x)g(x)dxNotemos, que dada la de�niión anterior, se umple que
〈f, f〉ℓ2 =

∫ ℓ

−ℓ

f(x)f(x)dx

=

∫ ℓ

−ℓ

|f(x)|2 dx ≥ 0.De esta forma tiene sentido de�nir
‖f‖ℓ2 ≡

√
〈f, f〉ℓ2

=

(∫ ℓ

−ℓ

|f(x)|2 dx]
)1/2

.En el aso de la exponenial ompleja de la serie de Fourier
‖e ikπx

ℓ ‖ℓ2 =

(∫ ℓ

−ℓ

e
ikπx

ℓ e
−ikπx

ℓ dx

)1/2

=
√

2ℓLuego, los oe�ientes de Fourier (en su forma ompleja) vienen dados por
Ck =

1

‖e ikπx
ℓ ‖ℓ2

〈
f, e

ikπx
ℓ

〉
ℓ2y por lo tanto, la desomposiión de f viene dada por

f(x) =

∞∑

n=1

〈
f, e

ikπx
ℓ

〉
ℓ2

‖e ikπx
ℓ ‖ℓ2

· e
ikπx

ℓ

‖e ikπx
ℓ ‖ℓ2Además, se tiene que para k 6= j

〈
e

ikπx
ℓ , e

ijπx
ℓ

〉
ℓ2

=

∫ ℓ

−ℓ

e
ikπx

ℓ e
ijπx

ℓ dx

=

∫ ℓ

−ℓ

e
i(k−j)πx

ℓ dx

= 0,donde la última igualdad se obtiene graias a la periodiidad de la funión exponenial ompleja.Notemos la analogía on Rn al momento de desomponer un vetor ~x en una base ortogonal {e1, . . . , en}

~x =

n∑

k=1

〈~x, ek〉
‖ek‖

ek

‖ek‖



184 CAPÍTULO 14. SEPARACIÓN DE VARIABLES Y SERIES DE FOURIERdonde la base umple
〈ek, ej〉 = 0, ∀k 6= j.Así, la serie de Fourier de f ,en forma ompleja, se puede interpretar omo una desomposiión en una baseortogonal de la funión exponenial.Observaión importanteSi g : [−ℓ, ℓ] → R es una funión impar, entones:

ℓ∫

−ℓ

g(x)dx =

0∫

−ℓ

g(x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx = −
0∫

−ℓ

g(−x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx

=

ℓ∫

0

g(−x)dx+

ℓ∫

0

g(x)dx =

ℓ∫

0

[g(−x) + g(x)]dx = 0luego:(1) Si f es par entones f(t) sen(nπt
ℓ ) es impar de donde bn = 0, ∀n ≥ 1.Luego Sf (x) = a0

2 +
∞∑

n=1
an cos nπx

ℓ .(2) Si f es impar entones f(t) cos(nπt
ℓ ) es impar de donde an = 0, ∀n ≥ 1.Luego Sf (x) =

∞∑
n=1

bn sen nπx
ℓ .En el primer aso f admite un desarrollo en términos de sólo osenos, mientras que en el segundo apareen sólosenos.Ejemplo. Desarrollo en serie de Fourier de f(x) = x en [−π, π]. Como f es impar an = 0 ∀n ∈ N , de donde

Sf (x) =
∑
n≥1

bn sennx y los oe�ientes bn vienen dados por
bn =

1

π

π∫

−π

x sennx dx =
1

π
− x

n
cosnx|π−π +

1

π

π∫

−π

1 − cosnx

n
dx = − 2

n
(−1)n

b1 = 2, b2 =
−2

2
, b3 =

2

3
, b4 =

−2

4
, . . .Es deir

Sf (x) = 2[senx− 1

2
sen 2x+

1

3
sen 3x+ . . .En partiular, se dedue

π

2
= f(

π

2
) = 2

[
1 − 1

3
+

1

5
− ...

]
,lo que se puede esribir

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.Ejemplo. Serie de Fourier de f(x) = x2 en [−1, 1]
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−1

f(x) sennπxdx = 0, lo que implia que bn = 0.Luego Sf (x) = a0

2 +
∞∑

n=1
an cos(nπx) donde

a0 =

1∫

−1

x2dx =
2

3y
an =

1∫

−1

x2 cos(nπx)dx

= x2 sen(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

− 2

nπ

1∫

−1

x sen(nπx)dx

=
−2

nπ


−x cos(nπx)

nπ

∣∣∣∣
1

−1

+

1∫

−1

cos(nπx)

nπ
dx


es deir

an =
2

(nπ)2
[cosnπ + cos(−nπ)] =

4

(nπ)2
(−1)n.En onseuenia

x2 =
1

3
+

4

π2

[
− cos(πx) +

1

4
cos(2πx) − 1

9
cos(3πx) +

1

16
cos(4πx) − 1

25
cos(5πx) + . . .

]
.Un orolario interesante de la fórmula anterior es

1 =
1

3
+

4

π2

[
1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ . . .

]es deir ∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.14.3. Apliaión a la resoluión de EDPsEl método de separaión de variables onsiste en enontrar la soluión u de una EDP omo superposiión desoluiones elementales Uk de la euaión, es deir u =

∑
αkUk. Los oe�ientes αk se ajustan de manera que usatisfaga las ondiiones de borde y/o iniiales.14.3.1. Euaión del alor en una barra �nita: ondiiones de borde de tipo Dirih-letRetomemos la euaión del alor para el aso de una barra �nita:

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 ≤ x ≤ ℓ

(CB) u(0, x) = f(x) 0 ≤ x ≤ ℓ

(CI) u(t, 0) = u(t, ℓ) = 0 t > 0donde α > 0.
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ℓ

u = 0 u = 0

Proponemos busar soluiones elementales en variables separadas: U(t, x) = T (t)X(x)

(EC) T ′(t)X(x) = αT (x)X ′′(x) ⇒ T ′(t)
T (t)︸ ︷︷ ︸indep. de x = α

X ′′(x)
X(x)︸ ︷︷ ︸indep. de t ⇒ {

T ′(t)
T (x) = λ te
X′′(x)
X(x) = λ/α teSe obtienen de este modo las siguientes E.D.O`s:

{
T (t) = aeλt

X(x) = be−
√

λ/αx + ce
√

λ/αxLuego
U(t, x) = a · eλt[be−

√
λ/αx + ce

√
λ/αx]Notemos que la onstante a puede ser absorbida en αk; es por eso que la podemos suprimir de la familia desoluiones U(t, x). Examinemos ahora la ondiión de borde en x = 0

(CB) u(t, 0) = 0 ∀t > 0Evaluando, se obtiene b+ c = 0 equivalentemente c = −b. Luego
U(t, x) = b ·

[
e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx
]
eλtAnálogamente a lo anterior, hemos absorbido en αk la onstante b.Inorporemos al análisis la otra ondiión de borde (en x = ℓ)

(CB) u(t, ℓ) = 0 ∀tEvaluando, se obtiene e√λ/αℓ = e−
√

λ/αℓ, es deir
e2
√

λ/αℓ = 1Resolviendo
2
√
λ/αℓ = 2kπi k ∈ Z

λ

α
= −(

kπ

ℓ
)2

λ = −α(
kπ

ℓ
)2
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U(t, x) = [e

kπi
ℓ

x − e−
kπi

ℓ
x]e−α( kπi

ℓ
x)2t = 2i sen

kπx

ℓ
e−α( kπx

ℓ
)2tDonde la onstante 2i es absorbida en αk.De esta forma, se obtiene que para ada k ∈ Z se tiene la soluión elemental

Uk(t, x) = sen

(
kπx

ℓ

)
e−α( kπx

ℓ
)2tNota: Como U−k(t, x) = −Uk(t, x) basta onsiderar el onjunto de soluiones elementales tales Uk(t, x); k =

1, 2, 3, ... (k ∈ N )Cada funión Uk satisfae (EC) y (CB), de modo que∑αtUt(t, x) también. Solo nos queda ajustar las onstantes
αk de manera de satisfaer (CI). Postulamos

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk sen
kπx

ℓ
e−α( kπ

ℓ
)2tPara t = 0 se debe tener

f(x) =
∞∑

k=1

αk sen
kπx

ℓpor lo ual αk orresponde al oe�iente de Fourier de la extensión impar f̃ : [−ℓ, ℓ] → R

f̃(x) =

{
f(x) x ∈ [0, ℓ]

−f(x) x ∈ [−ℓ, 0]

αk =
1

ℓ

ℓ∫

−ℓ

f̃(x) sen
kπx

ℓ
dx =

2

ℓ

ℓ∫

0

f(x) sen
kπx

ℓ
dxEn onlusión

u(t, x) =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξ


 sen

kπx

ℓ
e−α( kπ

ℓ
)2tNotemos que u(t, x) → 0 uando t→ ∞ y que las freuenias más altas deaen más rápidamente.14.3.2. Euaión del alor en una barra �nita. Condiiones de borde de tipo Neu-mannAnaliemos el ejemplo anterior on ondiión de borde tipo Neumann:

(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < ℓ

(CB) ux(t, 0) = ux(t, ℓ) = 0 t > 0

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ
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ℓ

borde aislado, �ujo de alor 0
z

y

x

Soluiones elementales: Se obtienen de la misma forma que en el aso anterior
U(t, x) = T (t)X(x) = ... = eλt

[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
]

(CB) ux(t, 0) = 0 ∀t > 0Evaluando en x = 0 se obtiene a√ λ
α − b

√
λ
α = 0, lo que equivale a λ = 0 o bien a = b.En el primer aso Uo = cte = 1, y en el segundo se tiene:

U(x, t) = a · eλt
[
e
√

λ
α

x + e−
√

λ
α

x
]Como se ha heho en asos anteriores absorbemos a en αk. Veamos ahora qué pasa on la ondiión en x = ℓ

(CB) Ux(t, ℓ) = 0 ∀t > 0Evaluando en x = ℓ se obtiene √
λ

α

[
e
√

λ
α

ℓ − e−
√

λ
α

ℓ
]

= 0de donde λ = 0 (ya visto) o bien e√ λ
α

ℓ = e−
√

λ
α

ℓ Desarrollando esto último llegamos a
λ = −α

(
kπ

ℓ

)2

k ∈ ZEnontramos así, dado k ∈ Z, la soluión elemental asoiada a ese k que se esribe
Uk(t, x) = [e

kπi
ℓ

x + e−
kπi

ℓ
x]e−α( kπ

ℓ
)2t = cos

kπx

ℓ
e−α( kπ

ℓ
)2t,donde el fator 2 produido por el oseno es absorbido en forma lásia.Apliando el prinipio de superposiión podemos onluir que

u(t, x) =

∞∑

k=1

αk cos
kπx

ℓ
e−α( kπ

ℓ
)2t =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) cos
kπξ

ℓ
dξ


 cos

kπx

ℓ
e−α( kπ

ℓ
)2tPara esto último hubo que extender f de forma par sobre [−ℓ, ℓ].



14.3. APLICACIÓN A LA RESOLUCIÓN DE EDPS 18914.3.3. Euaión del alor en barra �nita. Condiiones mixtasVeamos la euaión del alor en el aso on ondiiones mixtas, es deir Dirihlet en un extremo y Neumann enel otro:
(EC) ut = αuxx t > 0, 0 < x < ℓ

(CI) u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ

(CB) u(t, 0) = 0 t > 0 temperatura �ja
ux(t, ℓ) = −βu(t, ℓ) t > 0 extremo semi-aislado

u = 0

extremo semi aisladoradiaión de alorproporional al saltode temperatura
u = 0

x = 0

Como antes se obtiene U(t, x) = eλt
[
ae
√

λ/αx + be−
√

λ/αx
] y la (CB) u(t, 0) = 0 t > 0 implia a + b = 0 demodo que nos reduimos a

U(t, x) = eλt[e
√

λ/αx − e−
√

λ/αx]La (CB) en el extremo semi-abierto se esribe
√
λ

α

[
e
√

λ/αℓ + e−
√

λ/αℓ
]

= −β[e
√

λ/αℓ − e−
√

λ/αℓ]Supongamos que λ < 0 (ya que es el únio aso interesante de analizar, pues los otros asos entregan soluionestriviales) y de�namos iµ =
√

λ
α . Tras el desarrollo orrespondiente de las exponeniales se llega a

2iµ cosµℓ = −βxi senµℓo equivalentemente, tomando y = µℓ.
y

ℓ
cos y = −β sen yo bien
− y

ℓβ
= tan yEsta euaión trasendente entrega una familia de soluiones numerables, digamos {yj}∞j=0 la ual se puedeenontrar mediante métodos numérios. Estas se pueden representar omo las interseiones de los grá�os delas funiones − y

lβ on tan y (lo que se puede apreiar en el grá�o 14.2).Como yk 6= kπ, los oe�ientes αk no orresponden a los oe�ientes de Fourier lásios, pero para enontrarlosse razona de manera análoga. En efeto
u(t, x) =

∞∑

k=0

αkUk(t, x) ∀t > 0, 0 < x < ℓ
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Figura 14.2: funiones −y y tan(y)en partiular
u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=0

αkUk(0, x)on
Uk(t, x) = ey2

k/ℓ2αt
[
eyk/ℓx − e−yk/ℓx

]Así
f(x) =

∞∑

k=0

αk

[
eyk/ℓx − e−yk/ℓx

]Como yk

ℓ =
√

λk

α se tiene yk ∈ C, y el problema se redue a enontrar los oe�ientes αk de modo que
f(x) =

∞∑

k=0

αk sen
ykx

ℓAhora, multipliando por sen
yjx
ℓ e integrando sobre [0, ℓ] (donde supondremos que el interambio de la sumatoriaon la integral es válido) se obtiene
∫ ℓ

0

f(x) sen
yjx

ℓ
dx =

∞∑

k=0

∫ ℓ

0

αk sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
dxAhora notemos que

∫ ℓ

0

sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
≡ 0 ∀k 6= jy por lo tanto

∫ ℓ

0

f(x) sen
yjx

ℓ
dx = αj

∫ ℓ

0

sen2 yjx

ℓ
dx

αj =

ℓ∫
0

f(x) sen
yjx
ℓ dx

ℓ∫
0

sen2 yjx
ℓ dx
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x

y

u = 0

ℓ

u = 0

u = f(x)Figura 14.3: Dominio semi-in�nito para la euaión de LaplaeDemostraión.Sea k 6= j; entones se tiene que
ℓ∫

0

sen
ykx

ℓ
sen

yjx

ℓ
dx =

sen(yk − yj)
x
ℓ

2(yk − yj)/ℓ
− sen(yk + yj)

x
ℓ

2(yk + yj)/ℓ

∣∣∣∣
ℓ

0

=
ℓ

2

[
sen(yk − yj)

yk − yj
− sen(yk + yj)

yk + yj

]

=
ℓ

2

[
sen yk cos yj − cos yk sen yj

yk − yj
− sen yk cos yj + cos yk sen yj

yk + yj

]

=
1

2β

[
yk cos yk cos yj − yj cos yk cos yj

yk − yj
− yk cos yk cos yj + yj cos yk cos yj

yk + yj

]

= 014.3.4. Euaión de Laplae en banda semi-in�nita.En esta seión onsideramos la euaión de Laplae
(EC) 0 = uxx + uyy y > 0, 0 < x < ℓ

(CB) u(0, y) = u(ℓ, y) = 0 y > 0

u(x, 0) = f(x) 0 < x < ℓ

u(x,∞) = 0 0 < x < ℓen una región omo se muestra a ontinuaión Soluiones elementales: Las suponemos en variables separadas
U(x, y) = X(x)Y (y)Se tiene X ′′(x)Y (y) +X(x)Y (y)′′ = 0. Dividiendo por XY se obtiene
X ′′

X
= −Y

′′

Y
= λ = cte.Esto nos ondue a dos E.D.O's, una para X y otra para Y que resolvemos para llegar a

{
X(x) = ae

√
λx + be

√
λx

Y (y) = ce
√
−λy + de

√
−λyUtilizando la ondiión de borde

U(0, y) = 0 ∀y
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X(x) = e

√
λx − e−

√
λxPor otro lado

U(ℓ, y) = 0 ∀yEvaluando se tiene e√λℓ = e−
√

λℓ que resulta equivalente a e2√λℓ = 1. De esto último se desprende que
2
√
λℓ = 2kπi k ∈ ZAsí
λ = −

(
kπ

ℓ

)2Podemos entones reesribir las expresiones de X(x) y de Y (y), módulo una onstante
{
X(x) = sen kπx

ℓ

Y (y) = c · e kπ
ℓ

y + d · e− kπ
ℓ

yDe la ondiión
U(x,∞) = 0se desprende que c = 0, pues de otro modo la soluión diverge, osa que no es aeptable desde el punto de vistade la físia. Tenemos que ∀k ∈ Z

Uk(x, y) = e
−kπy

ℓ sen
kπx

ℓLuego, en virtud del prinipio de superposiión, la soluión tiene la forma
u(x, y) =

∑
αke

−kπy
ℓ sen

kπx

ℓAhora bien u(x, 0) = f(x) =
∞∑

k=1

αk sen kπx
ℓ , lo que nos permite expresar los oe�ientes αk omo
αk =

2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξFinalmente, obtenemos una fórmula explíita para la soluión

u(x, y) =

∞∑

k=1


2

ℓ

ℓ∫

0

f(ξ) sen
kπξ

ℓ
dξ


 e−kπy/ℓ sen

kπx

ℓEjeriio. Resolver la euaión de ondas de una uerda de largo ℓ on un extremo �jo y el otro libre.14.3.5. Osilaiones en una membrana retangularConsideremos una membrana retangular. Como se vio en la seión 13.3.1 la euaión que modela esta situaiónes
(EO) utt = γ2(uxx + uyy) en R ⊆ R2

(CB) u = 0 sobre ∂R
(CI) u(0, x, y) = f(x, y) en R

ut(0, x, y) = g(x, y) en R
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x = ℓx = 0

u(x, t)

Figura 14.4: Cuerda de largo ℓ on un extremo �jo y el otro libre
b

x

z

y

a
R

donde la región viene dada por R = [0, a] × [0, b].Como antes, separamos variables: U(t, x, y) = T (t)X(x)Y (y). Reemplazando, llegamos a
T ′′XY = γ2[TX ′′Y + TXY ′′].Dividiendo por XY T se obtiene

T ′′

T
= γ2

[
X ′′

X
+
Y ′′

Y

]
0 < x < a, 0 < y < b, t ∈ R+Como la igualdad anterior es ierta para ualquier valor que tomen las variables x, y y t, se tiene:

T ′′

T
= K0

X ′′

X
= K1

Y ′′

Y
= K2donde K0,K1 y K2, onstantes, para las uales además se satisfae la relaión K0 = γ2(K1 +K2).Esribimos las soluiones de las E.D.O's orrespondientes

T (t) = a0e
√

K0t + b0e
−√

K0t

X(x) = a1e
√

K1x + b1e
−√

K1x

Y (y) = a2e
√

K2y + b2e
−√

K2yImpongamos las ondiiones de borde
u(t, 0, y) = 0 ∀t > 0,∀y ∈ [0, b]



194 CAPÍTULO 14. SEPARACIÓN DE VARIABLES Y SERIES DE FOURIEREvaluando obtenemos a1 + b1 = 0. Por otra parte
u(t, a, y) = 0 ∀t > 0,∀y ∈ [0, b]Luego, podemos esribir e√K1a = e−

√
K1a, que equivale a

2
√
K1a = 2k1πi, k1 ∈ ZDesarrollando ésto último obtenemos
K1 = −

(
k1π

a

)2Llegamos a una expresión para X
X(x) = sen

(
k1π

a
x

)
k1 ∈ ZAnálogamente, utilizando las ondiiones

CB : u(t, x, 0) = 0 ∀t > 0,∀x ∈ [0, a]

u(t, x, b) = 0 ∀t > 0,∀x ∈ [0, a]obtenemos una expresión para Y
Y (y) = sen

(
k2π

b
y

)
k2 ∈ ZSe tiene además

K0 = γ2(K1 +K2) = −γ2π2

[(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2
]Podemos on esto esribir una soluión elemental. En este aso queda parametrizada por k1 y k2.

Uk1,k2
= sen

k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2

senwk1k2
t+ βk1k2

coswk1k2
t]donde

wk1k2
= γπ

√(
k1

a

)2

+

(
k2

b

)2Apliando el prinipio de superposiión, esribimos la soluión general
u(t, x, y) =

∞∑

k1,k2=1

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
[αk1k2

senwk1k2
t+ βk1k2

coswk1k2
t]Los oe�ientes αk1k2

y βk1k2
se ajustan de modo de reproduir las ondiiones iniiales (CI):

u(0, x, y) =
∑

k1k2

βk1k2
sen

k1πx

a
sen

k2πy

b
= f(x, y)De este modo

βk1k2
=

4

ab

a∫

0

b∫

0

f(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydxPara la otra ondiión

ut(0, x, y) =
∑

k1k2

αk1k2
wk1k2

sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
= g(x, y)
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x

y

u = T = te
a

b

u = 0

u = 0

u = 0

Figura 14.5: Dominio retangular para la euaión de LaplaeY el oe�iente αk1k2
queda entones determinado por

αk1k2
=

4

abwk1k2

a∫

0

b∫

0

g(x, y) sen
k1πx

a
sen

k2πy

b
dydx

14.3.6. Euaión de Laplae en un retánguloAnaliemos ahora el aso de una membrana retangular en régimen estaionario, es deir
(L) uxx + uyy = 0 0 < x < a, 0 < y < b

(CB) u(x, 0) = u(x, b) = 0 0 < x < a

u(0, y) = 0 0 < y < b

u(a, y) = T 0 < y < b,donde T es una onstante.Separando variables se obtiene Y ′′

Y = −X′′

X = λ = te. Esto ondue a dos EDO's uyas soluiones son
{
Y = ae

√
λy + be−

√
λx

X = ce
√
−λx + de−

√
−λxdonde a, b, c y d son onstantes a determinar. Imponemos la ondiión de borde u(x, 0) = 0, la ual nos entrega

a+ b = 0. Luego
Y (y) = a

(
e
√

λy − e−
√

λy
)Utilizando ahora u(0, y) = 0, se obtiene c+ d = 0, on lo que se onluye que

X(x) = c
(
e
√−λx − e

√
λx
)Oupando u(x, b) = 0, se tiene que e2√λb = 1, lo que nos lleva a una euaión para λ

√
λb = 2kπi

λ = −
(
kπ

b

)2
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Y (y) = 2ai sen

kπy

by
X(x) = 2c senh

kπx

bLuego, esribimos la soluión elemental
Uk(x, y) = senh

kπx

b
sen

kπy

bApliando el prinipio de superposiión
u(x, y) =

∞∑

k=1

αk senh
kπx

b
sen

kπy

bLuego, para alular las onstantes αk de�nimos T mediante
T (y) =

{
T 0 < y < b

−T − b < y < 0,es deir, T es la extensión impar de la funión que vale la onstante T sobre el intervalo (0, b). Notar que elvalor de T en 0 no es relevante.Graias a la ondiión de borde
u(a, y) = T =

∞∑

k=1

αk senh
kπa

b
sen

kπy

b
,el oe�iente de Fourier αk, viene dado por

αk senh
kπa

b
=

2T

b

b∫

0

sen
kπy

b
dy =

2T

kπ
[1 − (−1)k]Finalmente obtenemos

u(x, y) =

∞∑

k=1

4T

(2k − 1)π senh[(2k − 1)πa/b)]
senh

(
(k − 1)

πx

b

)
sen
(
(2k − 1)

πy

b

)
.

14.3.7. Euaión de ondas. Cuerda �nita.Las osilaiones de una uerda elástia vienen desritas por la euaión
utt − α2uxx = 0 0 < x < ℓ, t > 0

u(t, 0) = u(t, ℓ) = 0 t > 0
u(0, x) = f(x) 0 < x < ℓ
ut(0, x) = g(x) 0 < x < ℓ

(EO)Separamos variables: U(t, x) = T (t)X(x). Al reemplazar esto en la euaión se obtiene T ′′X = α2TX ′′, es deir
T ′′

T
= α2X

′′

X
= cte = λ



14.3. APLICACIÓN A LA RESOLUCIÓN DE EDPS 197De este modo, una vez más apareen dos E.D.O's
{
T ′′ = λT
X ′′ = λ

α2Xuyas respetivas soluiones son
{
T (t) = ae

√
λt + be−

√
λt

X(x) = ce
√

λx/α + de−
√

λx/αImponiendo las ondiiones de borde
u(t, 0) = 0 ⇒ X(0) = 0 ⇒ c+ d = 0.

u(t, ℓ) = 0 ⇒ X(ℓ) = 0 ⇒ e
√

λℓ/α − e−λℓ/α = 0 ⇒ e2
√

λℓ/α = 1De donde
2
√
λℓ/α = 2kπi k ∈ Z
√
λ =

αkπi

ℓ
k ∈ ZEsribimos la soluión elemental

Uk(t, α) =
[
ae

αkπti
ℓ + be−

αkπti
ℓ

]
· c ·

[
e

αkπxi
ℓ − e−

αkπxi
ℓ

]

︸ ︷︷ ︸
2i sen( kπx

ℓ )Reemplazando y absorbiendo onstantes, llegamos a
Uk(t, α) =

[
ã cos

αkπt

ℓ
+ b̃ sen

αkπt

ℓ

]
sen

kπx

ℓ
, k ∈ NPor el prinipio de superposiión

u(t, x) =

∞∑

k=1

[ak cos
αkπt

ℓ
+ bk sen

αkπt

ℓ
] sen

kπx

ℓes soluión de la euaión.Tenemos dos familias de onstantes que determinar: ak y bk. Para las primeras utilizamos la ondiión iniialsobre u
u(0, x) = f(x) =

∞∑

k=1

ak sen
kπx

ℓy obtenemos
ak =

2

ℓ

ℓ∫

0

f(x) sen
kπx

ℓ
dxque orresponde al oe�iente de Fourier de la extensión impar de f(x).Para enontrar bk debemos imponemos la ondiión sobre ut:

ut(0, x) = g(x)lo que equivale a
∞∑

k=1

(
bk
αkπ

ℓ

)
sen

kπx

ℓ
.De esta relaión observamos que (bk αkπ

ℓ

) debe ser el oe�iente de Fourier de la extensión impar de g, ydeduimos que
bk =

2

αkπ

ℓ∫

0

g(x) sen
kπx

ℓ
dx.



198 CAPÍTULO 14. SEPARACIÓN DE VARIABLES Y SERIES DE FOURIER14.4. Ejeriios1. Mediante series de Fourier, alule el valor de
∑

n≥1

1

n2
y ∑

n≥1

(−1)n

n2
.Indiaión: Considerar la funión f(x) = x2 en el intervalo [−π, π].2. Enontrar las soluiones elementales en variables separadas de

ut = auxx − bu, 0 < x < ℓ, t > 0on ondiiones de borde Dirihlet (a, b onstantes positivas onoidas).3. Resuelva la euaión de Helmholz
∆u+ u = 0en la región Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 2} on ondiiones de borde

u(x, 0) = u(0, y) = u(1, y) = 0 y u(x, 2) = x(1 − x), ∀(x, y) ∈ Ω.4. Resuelva el siguiente sistema
∂2y
∂t2 (x, t) = ∂2y

∂x2 (x, t) − cos(x) 0 < x < 2π t > 0

∂y
∂t (x, 0) = 0 0 < x < 2π

y(0, t) = y(2π, t) = 0 t > 0
y(x, 0) = 0 0 < x < 2π.Indiaión: Considere soluiones del tipo y(x, t) = Y (x, t) − h(x) para una funión h adeuada.5. Sea u = v(

√
x2 + y2 + z2, t) una soluión on simetría �radial� de la euaión de ondas

utt = c2∆u en R3.(i) Probar que v satisfae la euaión vtt = c2[vrr + 2vr/r] para r ≥ 0, t ≥ 0.(ii) Sea w(r, t) = rv(r, t). Probar que w satisfae la euaión de ondas unidimensional.(iii) Enontrar w para las ondiiones iniiales u(x, y, z, 0) = exp(−r2) y ut(x, y, z, 0) = 0.6. Resuelva el problema de Dirihlet en el írulo:
△u = 0 R > r

u(R, θ) = f(θ) θ ∈ [0, 2π].Observe que a utilizar separaión de variables, si u(r, θ) = A(r)B(θ), entones B(0) = B(2π) y B′(0) =
B′(2π).7. Resuelva el problema de Neumann en el írulo:

△u = 0 R > r

ur(R, θ) = f(θ) θ ∈ [0, 2π].8. Resuelva la EDP no homogénea de una dimensión:
ut − kuxx = F (x, t) x ∈ (0, π), t > 0

u(x, 0) = f(x)

u(0, t) = u(π, t) = 0.



14.4. EJERCICIOS 1999. Resuelva un aso partiular del problema anterior:
ut − kuxx = x x ∈ [0, π], t > 0

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(0, t) = u(π, t) = 0.10. Resuelva:
△u = 4 1 > r

u(1, θ) = cos(2θ) θ ∈ [0, 2π].11. Resuelva:
△u = 0 2 > r > 1, π > θ > 0

u(1, θ) = u(2, θ) = u(r, 0) = 0

uθ(r, π) = r2.12. Resuelva la euaión del alor en un uadrado:
ut − k(uxx + uyy) = 0 (x, y) ∈ (0, π)2, t > 0

u(x, y, 0) = f(x, y)

u(x, 0, t) = u(x, π, t) = u(0, y, t) = u(π, y, t) = 0.13. Resuelva la euaión del alor en un ubo:
ut − k(uxx + uyy + uzz) = 0 (x, y, z) ∈ (0, π)3, t > 0

u(x, y, z, 0) = f(x, y)

u(0, y, z, t) = u(π, y, z, t) = u(x, y, π, t) = 0

uy(x, 0, z, t) = uy(x, π, z, t) = 0.14. Dos gases uniformemente distribuídos en un volúmen Ω ⊂ R3 se enuentran a temperaturas u(x, y, z, t) y
v(x, y, z, t), satisfaiéndose las euaiones

(1) ut = c2∆u− k(u− v)
(2) vt = a2∆v − l(v − u)donde k > 0 y l > 0 son onstantes relaionadas on el interambio de alor entre los gases. La super�ie

∂Ω es adiabátia (∇u · n̂ = ∇v · n̂ = 0 en ∂Ω), y en el instante iniial (t = 0) las temperaturas u, v sononstantes en todo Ω iguales a u0 y v0 respetivamente.(a) Sea U(t) =
∫∫∫

Ω
u dxdydz y V (t) =

∫∫∫
Ω
v dxdydz. Probar que U̇ = −k(U − V ) y análogamente

V̇ = −l(V − U).(b) Deduir que la antidad K(t) = lU(t) + kV (t) se onserva y probar que
ĺım

t→∞
U(t) = ĺım

t→∞
V (t) =

lu0 + kv0
k + l

µ(Ω).() Sea w : Ω → R soluión de la euaión auxiliar
{

∆w = αw en Ω
∇w · n̂ = 0 en ∂Ω(.1) Probar la identidad: ∫∫

∂Ω
w∇w · d~S =

∫∫∫
Ω
‖∇w‖2 + α

∫∫∫
Ω
w2.(.2) Deduir que �α > 0 ⇒ w ≡ 0� y �α = 0 ⇒ w ≡ onstante�.(d) Considere ahora las euaiones (1) y (2) en régimen estaionario y sean ū, v̄ las soluiones. Probarprimero que ū− v̄ ≡ 0, y luego que ū ≡ cte ≡ v̄.(e) Calular, usando la parte (b), la temperatura onstante del régimen estaionario.
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Capítulo 15La transformada de Fourier
15.1. De�niión y el teorema de inversiónSea f : R → R una funión ontinua. Es posible demostrar que en este aso, dado ℓ > 0, se tiene que para todo
x ∈ [−ℓ, ℓ]

f(x) = ĺım
N→+∞

N∑

k=−N

Cke
i kπx

ℓ =

∞∑

k=−∞
Cke

i kπx
ℓdonde

Ck =
1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(ξ)e−i kπξ
ℓ dξ, Ck ∈ C.¾Qué ourre uando ℓ→ +∞?Reesribamos lo anterior de la siguiente manera

f(x) =

∞∑

k=−∞

1

2ℓ

∫ ℓ

−ℓ

f(y)ei(x−y) kπ
ℓ dy ∀x ∈ [−ℓ, ℓ].De�nimos

gx,ℓ(s) =

∫ ℓ

−ℓ

f(y)ei(x−y)sdy.De esta forma, f se esribe
f(x) =

1

2π

∞∑

k=−∞
gx,ℓ

(kπ
ℓ

)π
ℓ

=
1

2π

∞∑

k=−∞
gx,ℓ

(kπ
ℓ

)[
(k + 1)

π

ℓ
− k

π

ℓ

]
.Esta última expresión puede verse omo la suma de Riemann de la funión gx,ℓ sobre (−∞,∞) on un paso

∆ = π
ℓ . Es laro que si ℓ→ ∞ entones el paso de la partiión ∆ = π

ℓ tiende a ero y que
gx,ℓ(s) → gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy.Bajo iertas ondiiones se puede argumentar entones que las sumas de Riemann de gx,ℓ onvergen a la integral∫∞

∞ g(s) ds. De este modo deduimos que
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
gx(s) ds donde gx(s) =

∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy (15.1)201



202 CAPÍTULO 15. LA TRANSFORMADA DE FOURIERObservaión 15.1.1. Lo anterior no se hizo rigurosamente pues las sumas de Riemann orresponden a funionesque dependen de l y no a una funión �ja, sin embargo, dado que gx,l → gx uando l → ∞, este �paso allímite� sí se puede justi�ar de manera rigurosa.Así, tenemos que:
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(y)ei(x−y)sdy

]
ds

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ ∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[ 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds (15.2)De�niión 15.1.2. Sea f : R → C una funión integrable (i.e ∫∞

−∞|f(y)|dy <∞).Se de�ne la Transformada de Fourier de la funión f omo
f̂ : R → C

s→ f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

(15.3)Notaión. Tf(s), f̂(s),Ff(s)Motivados por la fórmula (15.2) de�nimos lo que denominamos la antitransformada de una funión g omo sigueDe�niión 15.1.3. Sea g : R → C una funión integrableSe de�ne así la Antitransformada de Fourier de g omo
ǧ : R → C

x→ ǧ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(s)eixsds

(15.4)Notaión. T−1g(x), ǧ(x), F−1g(x)Teorema 15.1.4 (de inversión). Sea f : R → C una funión integrable (y por lo tanto posee transformada deFourier) y supongamos además que Tf = f̂ : R → C es integrable. Entones se tiene que si f es ontinua:
f(x) = T−1

(
Tf
)
(x) =

ˇ̂
f(x)es deir

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixs

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(y)e−iysdy

]
ds (15.5)Corolario 15.1.5. Si f, g : R → C son ontinuas e integrables, y f̂ = ĝ, entones f = g.Observaión 15.1.6. T y T−1 son lineales. Esto se desprende diretamente de la linealidad de la integral.15.2. Propiedades fundamentales15.2.1. La transformada de una derivadaProposiión 15.2.1. Sea f : R → C una funión integrable on derivada f ′ : R → C también integrable (o sea

f y f ′ poseen transformada de Fourier). Entoneŝ
f ′(s) = isf̂(s) (15.6)



15.2. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 203Proposiión 15.2.2. Sea f : R → C una funión integrable, k vees derivable, tal que f (k) : R → C también esintegrable, es deir f , f ′, f ′′,...., f (k) poseen transformada de Fourier. Entones
f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)Ejemplo 15.2.3 (Resoluión de una EDO). Consideremos la euaión diferenial ordinaria:

3y′′ + 2y′ + y = f(x), (15.7)donde f(x) es una funión onoida.Apliamos transformada de Fourier
3ŷ′′ + 2ŷ′ + ŷ = f̂(s)

(−3s2 + 2is+ 1)ŷ(s) = f̂(s)y onluimos que
ŷ(s) =

f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1
.Apliando antitransformada

y(x) = T−1(û(s))

= T−1
( f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1

)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
eisx f̂(s)

−3s2 + 2is+ 1
ds. (15.8)Para una funión f = f(x) partiular se hae el álulo explíito de esta integral uando sea posible.Observaión 15.2.4. Notar que de la teoría de EDOs lineales sabemos que el espaio de las soluiones de(15.7) es de dimensión 2. En otras palabras, en la soluión (15.8) faltan dos onstantes libres. ¾Puede expliaresto?15.2.2. El teorema de onvoluiónDe�niión 15.2.5. Dadas f, g integrables, de�nimos el produto de onvoluión de f y g mediante

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞
g(x− y)f(y)dyTeorema 15.2.6 (de onvoluión). Sean f, g : R → C funiones integrables. Entones se umple que

f̂ ∗ g(s) = f̂(s)ĝ(s)
√

2π (15.9)o bien en forma inversa
T−1

(
f̂(s)ĝ(s)

)
(x) = (f ∗ g)(x) 1√

2π
(15.10)Demostraión.

f̂ ∗ g(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy(f ∗ g)(y)dy

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isy

∫ ∞

−∞
f(y − ξ)g(ξ)dξdy



204 CAPÍTULO 15. LA TRANSFORMADA DE FOURIERApliando el teorema de Fubini para interambiar el orden de integraión se obtiene
f̂ ∗ g(s) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isξg(ξ)

∫ ∞

−∞
e−is(y−ξ)f(y − ξ)dy

︸ ︷︷ ︸
√

2πf̂(s)

dξ

=
√

2πf̂(s)ĝ(s)

�15.2.3. Propiedades de la transformada de FourierLinealidad
̂αf + βg = αf̂ + βĝCreimiento en espaio

̂f(x− x0)(s) = eisx0 f̂(s)Creimiento en freuenia
̂eis0xf(x)(s) = f̂(s− s0)Modulaión

̂f(x) cos(w0x)(s) =
1

2
[f̂(s− wo) + f̂(s+ wo)]

̂f(x) sen(w0x)(s) =
1

2i
[f̂(s+ wo) − f̂(s− wo)]Cambio de esala

f̂(ax)(s) =
1

|a| f̂(
s

a
) a 6= 0Inversión del espaio (o del tiempo)

f̂(−x)(s) = f̂(−s)Convoluión
f̂ ∗ g(s) =

√
2πf̂(s)ĝ(s)Derivaión

f̂ ′(x)(s) = isf̂(s)de esto último se dedue que
f̂ (k)(x)(s) = (is)kf̂(s)15.3. Ejemplos de transformadas de FourierEjemplo 15.3.1. Calular la transformada de Fourier de
f(x) = e−x2



15.3. EJEMPLOS DE TRANSFORMADAS DE FOURIER 205Tenemos que f(x) es integrable más aún ∫∞
−∞ f(x)dx =

√
π y es una funión positiva. Por de�niión

f̂(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2

e−isxdx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2− s2

4 dx

=
e−

s2

4√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx.Llamemos I a la integral I =
∫∞
−∞ e(x+ is

2 )2dx. Para alularla onsideremos el siguiente amino (ver �gura 15.1)y la funión de�nida en el plano omplejo f(z) = e−z2 la ual es holomorfa por ser omposiión de funionesholomorfas. Entones
0 =

∮

CR

e−z2

dz =
4∑

j=1

∫

Cj
R

e−z2

dz.

R

iR

i s
2

R+ i s
2−R+ i s

2

R−R

C1
R

C2
R

C3
R

C4
R

Figura 15.1: Camino de integraión para alular ê−x2Para ada uno de los segmentos de este amino tenemos:1.
∫

C1
R

e−z2

dz =

∫ −R

R

e−(x+i s
2 )2dx

= −
∫ R

−R

e−(x+i s
2 )2dx2.

∫

C2
R

e−z2

dz =

∫ 0

s
2

e−(−R+iy)2idy

= −i
∫ s

2

0

e−(−R+iy)2dy3.
∫

C3
R

e−z2

dz =

∫ R

−R

e−x2

dx4.
∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2dy
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∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz = i

∫ s
2

0

e−(R+iy)2 − e−(−R+iy)2dy

= ie−R2

∫ s
2

0

ey2
[
e−i2Ry − ei2Ry

]
dy

= 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

sen(2Ry)dy.Esta última igualdad implia que
∣∣∣∣
∫

C2
R

e−z2

dz +

∫

C4
R

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ 2e−R2

∫ s
2

0

ey2

dy
R→∞−−−−→ 0.Tomando límite uando R→ ∞ en ∮CR

e−z2

dz se dedue que
−
∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx+

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 0y por lo tanto
I =

∫ ∞

−∞
e−(x+ is

2 )2dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π.En onseuenia

f̂(s) =
e−

s2

4√
2π

I =
1√
2
e−

s2

4 .Proposiión 15.3.2. Si a ∈ R \ {0} y g(x) = f(ax) entones
ĝ(s) =

1

|a| f̂(
s

a
) (15.11)Demostraión.

ĝ(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxg(x)dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isxf(ax)dxHaiendo el ambio de variables y = ax

ĝ(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−is y

a f(y)
1

a
dy

=

{
1
a

1√
2π

∫∞
−∞ e−is y

a f(y)dy si a > 0
1
a

1√
2π

∫ −∞
∞ e−is y

a f(y)dy si a < 0

=

{
1
a f̂( s

a ) si a > 0

− 1
a f̂( s

a ) si a < 0

=
1

|a| f̂(
s

a
)

�
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2
y f(x) = e−x2 tenemos

g(x) = f(ax) = e−
x2

2y luego
ĝ(s) =

√
2f̂(

√
2s)

=
√

2
1√
2
e−

(
√

2s)2

4

= e−
s2

2Algunas transformadas de Fourier se resumen en la tabla 15.3.
f(x) f̂(s)1 {

e−x x ≥ 0

0 x < 0
1√
2π

1
1+is2 e−a|x|, a > 0

√
2
π

a
a2+s23 e−ax2

, a > 0 1√
2a
e−

s2

4a4 1
a2+x2 , a > 0

√
π
2

1
ae

−a|s|5 {
−k |x| ≤ a

0 |x| > a

√
2
πk

sen(as)
sCuadro 15.1: Algunas transformadas de Fourier15.4. Apliaión a la resoluión de EDPsLa transformada de Fourier es utilizable para euaiones en que una o más variables se mueven sobre dominiosin�nitos omo R o [0,∞). Ilustremos el método a través de algunos ejemplos.15.4.1. Euaión del alor en una barra in�nitaConsideremos la euaión del alor en una barra in�nita

(EC) ut = αuxx t > 0,−∞ < x <∞
(CI) u(0, x) = f(x) −∞ < x <∞

(CB)
∞∫

−∞
|u(t, x)|dx <∞ t > 0La ondiión ∞∫

−∞
|f(x)|dx <∞ tiene una doble �nalidad. Por un lado nos garantiza que u(t, ·) posee transformadade Fourier, pero también die que �u(t,−∞) = u(t,∞) = 0�, es deir, sirve omo ondiión de borde en in�nito.Apliando TF en la variable x a la euaión EC se obtiene

ût = αûxx = −s2αûAhora bien
ût(s) =

1√
2π

∞∫

−∞

e−isx ∂u

∂t
(t, x)dx =

∂

∂t
û(t, s)
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∂

∂t
û(t, s) = −s2αû(t, s).Esto ondue a

û(t, s) = û(0, s)e−s2αt = f̂(s)e−s2αty de aquí
u(t, x) =

1√
2π

∞∫

−∞

eixse−s2αtf̂(s)ds.Usando la fórmula de la onvoluión y le heho que T−1(e−s2αt) = 1√
2αt

e−x2/4αt deduimos que
u(t, x) =

1√
2π

∞∫

−∞

1√
2αt

e−(x−y)2/4αtf(y)dyDe�namos
G(t, x)

△
=

1√
4παt

e−x2/4αtque se onoe omo la funión de Green de la euaión (EC). Vemos entones que
u(t, x) =

∞∫

−∞

G(t, x− y)f(y)dy.Ejeriio. Probar u(t, x) = 1
2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(ξ) cos(s(ξ − x))e−s2αtdξdsInterpretaión: Notemos que
ĺım

t→0+
G(t, x) =

{
0 si x > 0

+∞ si x = 0½Pareiera que G(0, x) está mal de�nido !Sin embargo, observemos que
∞∫

−∞

G(t, x)dx = 1 ∀t > 0.Así G(0, ·) puede interpretarse omo la funión δ(·) de Dira. Notemos además que:
∂G

∂t
=

e−x2/4αt

√
4παt

[
x2

4αt2
− 1

2t

]

=
e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2t
− α

]

∂G

∂x
= − x

2αt

e−x2/4αt

√
4παt

∂2G

∂2x
=

e−x2/4αt

2αt
√

4παt

[
x2

2αt
− 1

]
=

1

α

∂G

∂t



15.4. APLICACIÓN A LA RESOLUCIÓN DE EDPS 209de modo tal que G(t, x) puede interpretarse omo la soluión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x)Asimismo vy(x, t) = G(t, x− y)f(y) puede verse omo soluión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) = δ(x− y)f(y)es deir ∞∫
−∞

f(y)G(t, x− y)dy es soluión de
(EC) ut = αuxx

(CI) u(0, x) =

∞∫

−∞

f(y)δ(x− y)dy = f(x)Formalmente:
(1)

∂

∂t

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy =

∞∫

−∞

f(y)
∂G

∂t
(t, x− y)dy = α

∞∫

−∞

f(y)
∂2G

∂x2
(t, x− y)dy

= α
∂2

∂x2

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy

(2) ĺım
t→0

∞∫

−∞

f(y)G(t, x− y)dy = f(x).Lo que veri�a (EC) y (CI).15.4.2. Euaión del alor en una barra semi-in�nita. Condiión en el extremo detipo DirihletConsideremos ahora el siguiente problema:




ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

u(t, 0) = 0 t > 0

(15.12)Para resolver este problema es útil la noión de extensión par de una funión w : [0,∞) → R (que por simpliidadseguimos denotando por w : R → R)
w(x) =

{
w(x) x ≥ 0

−w(−x) x < 0Notar w es ontinua en R si y sólo si w es ontinua en [0,∞) y w(0) = 0.Supongamos que u es soluión de (15.12) y de�namos v omo la extensión impar de u on respeto a la variable
x, es deir

v(t, x) =

{
u(t, x) x > 0

−u(t,−x) x < 0
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vt = αvxx

v(0, x) = f(x).Por otro lado, si resolvemos la euaión para v y enontramos una soluión impar, omo las soluiones de estaeuaión son ontinuas se tiene v(t, 0) = 0, ∀t > 0 y en onseuenia restringiendo v a [0,∞) obtenemos lasoluión del problema original.Notemos que f es impar de modo que
f̂(s) =

1√
2π

∞∫

−∞

f(ξ)e−isξdξ =
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

−∞

−f(−ξ)e−isξdξ]

=
1√
2π

[

∞∫

0

f(ξ)e−isξdξ +

0∫

∞

f(ξ)eisξdξ]

=
1√
2π

∞∫

0

f(ξ) [e−isξ − eisξ]︸ ︷︷ ︸
−2i sen(sξ)

dξ

=
−2i√

2π

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ)dξReemplazando se obtiene
v(t, x) =

1√
2π

∞∫

−∞

eisxe−s2αtf̂(s)ds =
1

π

∞∫

−∞

e−s2αteisx[

∞∫

0

f(ξ)i sen(sξ)dξ]ds

=
1

π

∞∫

0

∞∫

−∞

f(ξ) sen(sξ)[−i cos sx+ sen(sx)]e−s2αtdsdξ

=
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) sen(sξ) sen(sx)e−s2αtdsdξy notemos �nalmente que v es impar on respeto a la variable x.15.4.3. Euaión del alor en una barra semi-in�nita. Condiión de NeumannEl problema es análogo al anterior, exepto por la ondiión de borde:




ut = αuxx t > 0, x > 0

u(0, x) = f(x) x > 0

∂u

∂x
(t, 0) = 0 t > 0

(15.13)Para tratar este problema onviene utilizar la noión de extensión par de una funión w : [0,∞) → R, quedenotamos por w̄ : R → R

w̄(x) =

{
w(x) x ≥ 0

w(−x) x < 0.
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w̄ resulta ser ontinua si y sólo si w es ontinua. Además w̄ es derivable en 0 si y sólo w es derivable en 0(utilizando la de�niión de derivada on límite lateral) y dw

dx = 0.Si u es soluión de (15.13) y se de�ne v(t, x) omo
v(t, x) =

{
v(t, x) x ≥ 0

v(t,−x) x < 0entones v(t, x) satisfae
vt = αvxx t > 0,−∞ < x <∞

v(0, x) = f̄(x) −∞ < x <∞Por otro lado, si resolvemos la euaión para v y enontramos que v es par, derivable y que ∂v
∂x (t, 0) = 0, entonestenemos la soluión de (15.13) (restringiendo v a [0,∞)).Ejeriio. Probar que

v(t, x) =
2

π

∞∫

0

∞∫

0

f(ξ) cos(sξ) cos(sx)e−s2αtdsdξ.15.4.4. Problema de Dirihlet en un semiplanoEn esta seión onsideramos el problema




uxx + uyy = 0 y > 0,−∞ < x <∞
u(x, 0) = f(x) −∞ < x <∞
u(x,∞) = 0 −∞ < x <∞

(15.14)Apliando TF en la variable x se obtiene
ûxx + ûyy = 0y por lo tanto

−s2û+
∂2û

∂y2
= 0 ⇒ ∂2û

∂y2
= s2û⇒ û(s, y) = a(s)esy + b(s)e−syUsando las ondiiones de borde

û(s, 0) = f̂(s) = a(s) + b(s)

û(s,∞) = 0 ⇒
{
a(s) = 0 s > 0

b(s) = 0 s < 0





⇒ û(s, y) = f̂(s)e−y|s|de donde
u(x, y) =

1√
2π

∞∫

−∞

eixse−y(s)f̂(s)dsUsando el Teorema de la onvoluión y el heho que A(e−s|y|) =
√

2
π

y
y2+x2 resulta

u(x, y) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(x− z)

√
2

π

y

y2 + z2
dz =

∞∫

−∞

1

π

y

y2 + z2
f(x− z)dz
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G(x, y)

△
=

1

π

y

y2 + x2
,que se le llama funión de Green de asoiada al problema del semiplano.Resulta

u(x, y) = [G(·, y) ∗ f ](x) =

∞∫

−∞

f(x− z)G(z, y)dz =

−∞∫

∞

f(z)G(x− z, y)dz (15.15)Ejeriio. Probar que
1) ĺım

y→0
G(x, y) =

{
0 x 6= 0

+∞ x = 0

2)

∞∫

−∞

G(x, y)dx = 1

3)
∂2G

∂x2
+
∂2G

∂y2
= 0Interpretar G omo soluión de (15.14) on ondiión de borde u(x, y) = δ(x), e interpretar fórmula (15.15).15.5. Ejeriios1. Calule la transformada de Fourier de f(x) = cos(πx)/[x3 − x2 + 4x− 4].2. Sea f(x) = exp(−a|x|), pruebe que la transformada de Fourier de f viene dada por

f̂(s) =

√
2

π

a

a2 + s2
.3. La mezla de dos �uidos en un tubo in�nitamente largo puede modelarse a través de la euaión deonvexión-difusión: ut = ux + αuxx, on ondiión iniial u(x, 0) = f(x).(i) Probar que la transformada de Fourier û(s, t) = u(·, t)(s) es igual a

û(s, t) = f̂(s) exp(is− αs2)t.(ii) Deduir que la soluión puede expresarse omo
u(x, t) =

∫ +∞

−∞
f(y)G(x− y, t)dy.(iii) Determinar el núleo de Green G(x, t).4. Resolver por Transformada de Fourier:





utt = a2uxx, −∞ < x <∞, t > 0
u(x, 0) = f(x), −∞ < x <∞
ut(x, 0) = 0, −∞ < x <∞



15.5. EJERCICIOS 2135. Considere la euaión de ondas(eo) 



utt = 16uxx x ∈ R; t > 0
u(0, x) = exp(−|x|) x ∈ R
ut(0, x) = 0 x ∈ R(i) Pruebe que la transformada de Fourier de u(t, ·) es û(t, s) =

√
2
π cos(4st)/[1 + s2].(ii) Calule la soluión u(t, x) de (eo). Indiaión: puede usar el teorema de residuos de Cauhy, o bienlas propiedades algebraias de la transformada de Fourier.6. Se desea determinar la evoluión de la temperatura u(t, x) en una barra semi-in�nita uando hay trans-ferenia de alor al medio irundante según el modelo

ut = kuxx − γu, t > 0, 0 < x <∞donde k > 0 es el oe�iente de difusividad térmia y γ > 0 es el oe�iente de transferenia de alor.Suponga que la barra está aislada en x = 0, esto es
ux(t, 0) = 0, t > 0y que la distribuión iniial de temperaturas esta dada por una funión f(x), es deir

u(0, x) = f(x), 0 < x <∞.Pruebe que u se puede expresar omo u(t, x) = [f(·) ∗G(t, ·)](x) para una funión G(t, x) la ual se pidedeterminar usando el método de la transformada de Fourier.Indiaión: Extienda apropiadamente el problema a todo −∞ < x <∞.7. Para h > 0 onstante, onsidere la euaión
ut = uxx − hux, −∞ < x <∞, t > 0on ondiión iniial

u(x, 0) = f(x), −∞ < x <∞.Use el método de la Transformada de Fourier (suponiendo que las transformadas existen) para demostrarque
u(x, t) =

1√
π

∫ ∞

−∞
f(x− th+ 2y

√
t) exp(−y2)dy.Indiaión: Pruebe que ∫∞

−∞ exp((α+ is)2)ds =
√
π para todo α ∈ R.
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Capítulo 16Tópios adiionales en EDPs
16.1. Propiedad de la media para funiones armóniasConsideremos un onjunto abierto Ω ⊂ Rn y u : Ω → R una funión armónia en Ω, es deir

u ∈ C2(Ω), ∆u = 0 en Ω.Dado un punto p ∈ Ω la bola
BR(p) = {x ∈ Rn : ‖x− p‖ < R}está ontenida en Ω si R > 0 es su�ientemente pequeño.De�namos la funión

f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u(x) dA(x), r ∈ [0, R]donde αn es el área del manto de la esfera de radio 1 en Rn y αnr
n−1 orresponde al área del manto de la esferade radio r. La antidad f(r) es el promedio de la funión u sobre la esfera on entro p y radio r.Nuestro objetivo es alular la derivada de f , y para tal efeto onviene introduir un ambio de variables

f(r) =
1

αnrn−1

∫

∂B1(0)

u(p+ ry) dA(y).Entones
df

dr
(r) =

d

dr

1

αn

∫

∂B1(0)

u(p+ ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

d

dr
u(p+ ry) dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p+ ry) · y dA(y)

=
1

αn

∫

∂B1(0)

∇u(p+ ry) · n̂ dA(y)ya que sobre la super�ie ∂B1(0) se tiene n̂(y) = y. Por lo tanto, ambiando de variables nuevamente
df

dr
(r) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

∂u

∂n
dA

=
1

αnrn−1

∫

Br(p)

∆u

= 0, 215



216 CAPÍTULO 16. TÓPICOS ADICIONALES EN EDPSya que u es armónia. Luego f es onstante y para averiguar uál es esta onstante observemos que
|f(r) − u(p)| =

∣∣∣∣∣
1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

(u(x) − u(p)) dA(x)

∣∣∣∣∣
≤ máx

x∈Br(p)
|u(x) − u(p)| → 0 uando r → 0,debido a la ontinuidad de u.Hemos probado asíTeorema 16.1.1. Sea Ω ⊂ Rn un onjunto abierto y u : Ω → R una funión armónia. Entones si p ∈ Ω y

BR(p) ⊂ Ω se tiene
u(p) =

1

αnrn−1

∫

∂Br(p)

u dA, ∀0 < r < R,y
u(p) =

n

αnrn

∫

Br(p)

u dV, ∀0 < r < R.La segunda igualdad se dedue de multipliar la primera por rn−1 e integrar. Observemos que la primera deestas fórmulas die que si u es armónia entones u(p) es igual al promedio de u sobre la esfera ∂Br(p) y lasegunda a�rma que u(p) es igual al promedio de u sobre la bola Br(p).16.2. Prinipio del máximo para funiones armóniasTeorema 16.2.1. Sea Ω ⊂ Rn un onjunto abierto, onexo y sea u : Ω → R una funión armónia no onstante.Entones u no alanza su máximo ni su mínimo en Ω.Demostraión. Supongamos que u alanza su máximo en Ω, es deir, que existe x0 ∈ Ω tal que
u(x) ≤ u(x0) ∀x ∈ Ω.Consideremos R > 0 tal que BR(x0) ⊂ Ω. Entones para todo 0 < r < R por la fórmula de la media deduimosque

0 =
1

αnrn−1

∫

∂Br(x0)

(u(x0) − u(x)) dA(x).Pero por hipótesis u(x0)− u(x) ≥ 0 para todo x ∈ ∂Br(x0) por lo que u(x0)− u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Br(x0)(si u(x0) − u(x) > 0 para algún punto x ∈ ∂Br(x0) la integral resultaría positiva.)Esto muestra que u(x) = u(x0) para todo x ∈ BR(x0). Veamos ahora que u(x) = u(x0) para todo x ∈ Ω.Reordemos que dado x̄ ∈ Ω omo Ω es onexo existe un amino γ ontinuo que une x0 on x̄ y que estáontenido en Ω. Utilizando el heho que Ω es abierto y el amino γ es ompato se puede enontrar unaseuenia �nita de puntos x1, x2, x3, . . . , xm = x̄ en γ y R > 0, tales que las bolas BR(xk) k = 0, 1, . . . ,mestán ontenidas en Ω y xk+1 ∈ BR(xk) para k = 0, 1, . . . ,m − 1. Hemos probado que u(x) = u(x0) para todo
x ∈ BR0

(x0) y luego u(x1) = u(x0) = máxΩ u. Repitiendo el argumento anterior se enuentra que u(x) = u(x1)para todo x ∈ BR(x1), y por induión se prueba que u(x̄) = u(x0). Luego u es onstante en Ω, lo ual es unaontradiión.Mediante una demostraión análoga se prueba que u no puede alanzar su mínimo en Ω. �Corolario 16.2.2. Supongamos que Ω ⊂ Rn es abierto, onexo y aotado y que u : Ω → R es ontinua yarmónia en Ω. Entones
máx

Ω
u = máx

∂Ω
uy

mı́n
Ω
u = mı́n

∂Ω
u.Reordemos que Ω denota la adherenia de Ω.



16.3. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA LA ECUACIÓN DEL CALOR 217Demostraión. Bajo las hipótesis de este orolario, el máximo de u se alanza en algún punto x0 ∈ Ω. Si
x0 ∈ Ω por el teorema anterior u es onstante y (16.2) es ierto. Si x0 ∈ ∂Ω vemos que (16.2) también vale. �El teorema 16.2.1 es más fuerte que el orolario 16.2.2, ya que mientras este último resultado die que si u esarmónia entones u siempre alanza un máximo en Ω, el teorema a�rma que si el máximo se llegara a alanzardentro de Ω entones u sería onstante. Por este motivo al primero de estos resultados se le llama el prinipiodel máximo fuerte, mientras que al segundo se le die prinipio del máximo débil.16.3. Prinipio del máximo para la euaión del alorConsideramos la euaión del alor en una región Ω ⊂ Rn abierta y aotada. En realidad, la región donde seplantea la euaión del alor es

QT = (0, T ) × Ω,donde T > 0.Supondremos que u = u(t, x) está de�nida para (t, x) ∈ QT y que u es una funión ontinua en QT y C2(QT ).Diremos que u satisfae la euaión del alor si
ut(t, x) = ∆u(t, x) ∀(t, x) ∈ QT = (0, T ) × Ω. (16.1)De�namos

ΓT = ({0} × Ω) ∪ ([0, T ] × ∂Ω).Intuitivamente QT es un ilindro no uniforme on base igual a Ω y altura T , y ΓT es una parte de la fronterade QT que orresponde a la base y el manto lateral (sin inluir la �tapa� superior).Teorema 16.3.1. Sea u : QT → R una funión ontinua tal que u ∈ C2(QT ) que satisfae la euaión del alor(16.1) en QT . Entones
máx
QT

u = máx
ΓT

u, (16.2)y
mı́n
QT

u = mı́n
ΓT

u.Observaión 16.3.2. Este teorema se onoe omo el prinipio del máximo débil para la euaión del alor yestablee que el máximo de u siempre se alanza en algún punto de ΓT . En otras palabras el omportamiento de
u sólo toma en uenta los valores de esta funión en ΓT , es deir los valores en el instante iniial (t = 0) y losvalores en el borde de Ω para todo t ∈ (0, T ). Esto onuerda on la noión de que la variable t representa eltiempo, y que lo que ourre en el tiempo t = T viene desrito por la ondiiones del problema.Demostraión. Probaremos que si 0 < S < T entones

máx
QS

u = máx
ΓS

u.La onlusión se obtiene luego haiendo S ր T .Supongamos que máxQS
u se alanza en un punto (t0, x0) queno pertenee a ΓS . Entones, graias a las ondiiones neesarias de optimalidad sabemos que ∇xu(t0, x0) = 0,la matriz Hessiana ∇2u(t0, x0) es semi-de�nida negativa y ut(t0, x0) ≥ 0. Tomando la traza de ∇2u(x0) vemosque ∆u(t0, x0) ≤ 0, por lo que

ut(t0, x0) − ∆u(t0, x0) ≥ 0.Esto no es su�iente para una demostraión pero sólo falta un pequeño truo. En efeto, onsideremos ε > 0 yla funión
v(t, x) = u(t, x) + ε‖x‖2.
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v es ontinua en QS y por lo tanto máxQS

v se alanza, digamos en (t1, x1) ∈ QS . Si (t1, x1) no pertenee a ΓSrepitiendo el argumento anterior podemos a�rmar que ∆v(t1, x1) ≤ 0 y vt(t1, x1) ≥ 0, por lo que
vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) ≥ 0.Pero un álulo direto muestra que

vt(t1, x1) − ∆v(t1, x1) = ut(t1, x1) − ∆u(t1, x1) − 2nε = −2nε < 0,lo que es una ontradiión. Hemos probado que neesariamente (t1, x1) ∈ ΓS , por lo que
máx

(t,x)∈QS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
= máx

(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
.De aquí se dedue

máx
(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

(
u(t, x) + ε‖x‖2

)
≤
(

máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x)

)
+ ε

(
máx

(t,x)∈ΓS

‖x‖2

)y haiendo ε→ 0 obtenemos
máx

(t,x)∈QS

u(t, x) ≤ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x).La desigualdad máx
(t,x)∈QS

u(t, x) ≥ máx
(t,x)∈ΓS

u(t, x) es siempre ierta dado que ΓS ⊂ QS . Esto prueba (16.2). �16.4. Uniidad para la euaión de Laplae y el alorTeorema 16.4.1. Sea Ω una región abierta y aotada en Rn, y sean f : Ω → R y ϕ : ∂Ω → R funiones.Entones existe a lo más una funión u en C(Ω) ∩ C2(Ω) soluión de
{

∆u = f en Ω

u = ϕ sobre ∂Ω.Demostraión. Si u1, u2 son dos soluiones del problema anterior, entones u = u1 − u2 satisfae ∆u = 0 en
Ω y u = 0 sobre ∂Ω. Es deir u es armónia en Ω y por el prinipio del máximo (orolario 16.2.2) se dedue que
u ≡ 0 en Ω. �Teorema 16.4.2. Sea Ω una región abierta y aotada en Rn, y sean f : (0, T ) × Ω → R, ϕ : (0, T ) × ∂Ω → Ry u0 : Ω → R funiones. Entones existe a lo más una funión u en C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω) soluión de





ut − ∆u = f en (0, T ) × Ω

u = ϕ sobre (0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0 en Ω.La demostraión es una apliaión direta del teorema 16.3.1.16.5. Ejeriios1. De una demostraión del teorema de uniidad para la euaión de Laplae (teorema 16.4.1) bajo la hipótesisque u1, u2 son soluiones de lase C1(Ω) ∩ C2(Ω) de
{

∆u = f en Ω

u = ϕ sobre ∂Ω,utilizando el siguiente esquema



16.5. EJERCICIOS 219a) Pruebe la siguiente fórmula: si u, v ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) entones
∫

Ω

∆uv =

∫

∂Ω

∂u

∂n
v −

∫

Ω

∇u∇v, (16.3)donde n es el vetor unitario normal a la frontera de Ω.Indiaión: utilie el teorema de la divergenia on el ampo vetorial v∇u.b) Pruebe que si u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) y ∆u = 0 en Ω y u = 0 sobre ∂Ω entones apliando la fórmulaanterior se dedue que ∇u = 0 en Ω y onluya.2. Pruebe el prinipio del máximo débil (orolario 16.2.2) en el siguiente aso: si u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω) satisfae
{

∆u ≥ 0 en Ω

u ≤ 0 sobre ∂Ω,entones
u ≤ 0 en Ω.Siga los siguientes pasos:a) Construya una funión ρ : R → R de lase C2 on la siguientes propiedadesi) ρ(t) = 0 para todo t ≤ 0,ii) ρ(t) > 0 para todo t > 0.b) Aplique la fórmula (16.3) a v = ρ ◦ u y deduza que si x ∈ Ω y u(x) > 0 entones ∇u(x) = 0.) Podemos suponer que Ω es onexo. Supongamos que existe un punto x ∈ Ω on u(x) > 0 y sea γun amino difereniable on γ(t) ∈ Ω para t ∈ (0, 1], γ(0) = x0 ∈ ∂Ω y γ(1) = x. Sea t1 el último tdonde u(γ(t)) = 0, en otras palabras

t1 = sup{t ∈ [0, 1] : u(γ(t)) = 0}Observe que u(γ(t1)) = 0 y por la parte anterior d
dtu(γ(t)) = 0 para todo t ∈ (t1, 1). Conluya.3. Para la euaión del alor también es posible probar el teorema de uniidad y el prinipio del máximodébil integrando por partes. Para el teorema de uniidad puede proeder del siguiente modo: suponga que

u ∈ C([0, T ] × Ω) ∩ C2((0, T ) × Ω) satisfae




ut − ∆u = 0 en (0, T ) × Ω

u = 0 sobre (0, T ) × ∂Ω

u(0, ·) = u0 en Ω.De�na
E(t) =

∫

Ω

|∇u(t, ·)|2y pruebe que
d

dt
E(t) = −2

∫

Ω

ut(t, ·)2 ≤ 0.(∇ se re�ere solo a las variables espaiales.) Deduza que si u0 ≡ 0 entones ∇u(t, ·) ≡ 0 y onluya.
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