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Resumen
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Ingenieria sobre el tema Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP’s).
Noviembre de 2004.

1 Introduccién.

Estos apuntes no sustituyen a un libro sobre el tema (ver bibliografia al final).
Son apuntes minimos. En esta versiéon no discutiremos nada m&s que sobre la
clasificacién de EDP’s lineales de orden 2, y la solucién de EDP’s por el método
de separacion de variables, més una demostracion de la unicidad de las soluciones
para la ecuacién del calor.

Definicion 1.0.1. Se llama ecuacion en derivadas parciales de segundo orden con
variables independientes (x1,x2,..., Ty, t) = (x,t) € IR" X IR a una relacion entre
una funcion incégnita u(x,t) y sus derivadas parciales hasta de segundo orden
inclusive:

F(z,t,u, gy« vy Ugy s Uty Uy g s Uy gy - -+ Uyt Ugt) = 0.

Una funcion ¢ : Q C IR" x IR — IR es solucion de la ecuacion F' en 0, un abierto
de IR™, si para todo punto (x,t) € Q se cumple

F(x,t,o(x,t), oz (z,t), ..., 0u(x,t)) =0.

Es necesario advertir que no siempre existe solucién, atin en el caso de que F'
sea de clase C*°. La situacion es entonces bien diferente del caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO’s).



En cambio si existe un teorema de existencia y unicidad de las soluciones de una
EDP’s en que F' es analitica en todas las variables. Mas abajo enunciamos esto
mas en detalle para el caso particular de dos variables escalares x, t.

Para dos variables independientes x,t € IR tenemos

F(ﬂf,t, u,uxvutvua:xautxvutt) = 07

La ecuacion se llama lineal con respecto a las derivadas de mayor orden si tiene la
forma

F(l’, t7 U, Ug, Ut, Ugy, Ute, utt) = A11Ugy + 2a12u$t + AUt + G(x7 tv U, Uy, ut) =0

en donde a; ; = a; j(x,t) no depende nada més que de las variables independientes

(z,t).

La definicién con un mayor nimero de variables es andloga. En lo anterior estamos
. . 1 Ou < 2 9%u

denotando u; a la derivada parcial Gy y ug; es la notacién para 7, etc. Recor-

demos que bajo condiciones generales que asumimos validas aqui, se cumple que

Uty = Ugt-

Ejemplo de EDP: awat = ug = 0, (x,t) € IR%. Supongamos que u = u(zx,t)
es solucion. Entonces la derivada u; de u respecto a t solo dependerd de t, o
dicho de otro modo, serd una funcién u; = f(x,t) cuya derivada respecto de x
es nula, de donde no puede depender de = y queda ui(z,t) = f(z,t) = g(t).
Integrando respecto a t se obtiene u(x,t) = [g(t)dt + ha(z) = hi(t) + ha(z),
donde ha(z) es la constante de integracién respectoa t. En definitiva la solucién es
u(z,t) = hi(t) + ha(x), donde hi(t), ha(x), son funciones en una variable derivables
dos veces.

Una funcién f(z) = f(x1,...,zy,) de n variables © = (x1,...,z,) € C" (0o z =
(z1,...,x,) € IR") se dice analitica (analitica real) en el origen si puede expresarse
por medio de una serie de potencias en las variables (x1, ..., z,) complejas (o reales

en el caso analitico real). Su expresién va a ser
— ) ) i1 i
fanm) = S Ay, aleai
i120,...,in >0

donde para cada n-upla de indices @1, ...4,, A;y . i
en el caso analitico real).

es un nimero complejo (real

n

Teorema 1.0.1. (Sofia Kovalevskaia también escrita Sonya Kovlevsky en algunas
traducciones)
Consideremos la ecuacion

ug = F(t, 2, u, ug, Uy, Ugt, Ugy)
u(z,0) = ¢(x) (1)
ug(x,0) = P(x)



donde F, ¢ y ¢ se suponen analiticas en todas sus variables en un entorno del
origen de coordenadas. Entonces existe una unica solucion de la ecuacion (1) en
un entorno del origen.

La demostracién de este teorema escapa del alcance de estas notas.

2 Clasificacion de EDP’s de segundo orden
Consideremos la EDP lineal en las variables de orden 2
11U + 212Uzt + a2y + G2, t, u, ug, ug) =0

y hagamos un cambio de variables 7 = ¢(z,t), £ = ¥(z,t).
Nos preguntamos, jcual es el cambio de variables més adecuado para que la expre-
sién de la EDP en las nuevas coordenadas sea lo més simple posible?

Por ejemplo, dada la ecuacién diferencial (ecuacién de la cuerda vibrante)
_ 2
Uty = A Ugyg

hagamos el cambio 7 = x + at, £ = x — at.
Entonces (regla de la cadena)

up = UrTy + Uy = ura + ug(—a) = a(ur — ug)

Ugp = a(Urr Ty + Urey — Ugr Ty — Ueely) = a2(UTT — 2Urg + Ugg)
Del mismo modo
Uy = UrTy + Uy = Ur + Ug
Ugz = Urr + 2Ure + Uge
Sustituyendo en uy; = a?uy, queda, después de simplificar, ur¢ = 0 ecuacion que ya

resolvimos més arriba y cuya solucién se expresa: u(§,7) = f(§)+g(7). Cambiando
por las variables originales obtenemos que

u(z,t) = f(x —at) + g(z + at) .

Esta es la solucién de la ecuacién de la cuerda vibrante por el método de D’ Alembert
(método de la propagacién de ondas).
O sea, eligiendo el cambio de coordenadas adecuado se obtiene, en este caso, la

solucién de un modo sencillo.
Dado entonces 7 = ¢(z,t), £ = ¢(x,t), donde

(7,€) = (¢(x,1), ¥ (2, 1))



es un cambio de coordenadas de clase C" con r > 2 (esto es: derivadas parciales
continuas hasta de orden r que es invertible con inversa de clase C") calculamos
las derivadas parciales en el caso general

a11Uze + 212Uzt + a22usy + G(2, 1,0, Ug, ug) = 0 (2)
obteniendo
Up = UrTy + Uely;  Up = UrTy + Uy =
= UrQPz + ug%; U = uT¢t + u&wt .
ou
Ugy = an = trr($2)” + 2uredutin + uge(V0)” + r by + Uugthun

ou
Ut = 877: = uTT(¢t>2 + 2“T§¢twt + uiﬁ(wt)2 + urdu + uﬁwtt
ou

Upt = —= = u’TT(¢t¢:E) + Urg [¢r¢t + ¢twm] + u§£(¢twt) + Ur gt + ufwfﬂt :

ot
Agrupando términos conteniendo derivadas parciales de segundo orden y juntando
en un término comin G1(7,&, u, ur, u¢) a aquellos de menor orden obtenemos en la
ecuacién (2) obtenemos:

biitrr + 2b12ure + baouge + G(7, &, u, ur, ugi) =0

donde
b1 = a11(d2)? + 2a120.0 + asz(dr)?
b1z = a110:Ve + a12[P2t + G1the] + a2ty
boo = a11(¥)? + 2a12930t + aza(1hr)? .

Escojamos las funciones 7 = ¢(x,t), £ = ¢(z,t) de modo de que by; = 0 (se anule
idénticamente). Para ello debe suceder que

a11(¢z)” + 20120, ¢1 + aga(¢r)” = 0.
O sea, tenemos que resolver la ecuacién con funcién incégnita z(x,t):
a11(22)? + 2a122:2¢ + aza(2)? =0 (3)
que es una EDP de primer orden, ya que solo aparecen las derivadas primeras.

Lema 2.0.1. z = ¢(z,t) es una solucion de la EDP (3) si y solo si ¢p(x,t) = C =
cte. es solucion general de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
dx dz

aze(—)* — 2a12— + a3 =0
dt dt



Demostracion. Supongamos que z = ¢(z,t) es solucién de la EDP (3) y conside-
remos una curva de nivel ¢(z,t) = C. Diferenciando (mds exactamente, aplicando
el Teorema de la Funcién Implicita suponiendo que no se anula ¢,) obtenemos que
¢z(z,t)dx + ¢¢(x,t)dt = 0 de donde

d:ci_ﬂ

. ¢,
Pero si z = ¢(x,t) es solucién de la EDP (3) entonces

a11(¢z)? + 2a126:¢¢ + aza(¢r)? =0

y dividiendo entre (¢,)? obtenemos

2
aiy + 2a12:§t + a2 (?) =0

2
a1l — 2a12 (—ji) + a2 <§;> =0

dzx dz\?
ai — 2a12% + ag9 <dt> =0.

que es lo mismo que

O sea

Reciprocamente, supongamos que C' = ¢(x,t) es una ecuacién integral solucién de

la EDO i p
T .5 x
_2 — p—
a22(dt) a1z +ai1 =0

y probemos que
a11($2)” + 20120261 + azz(¢r)” = 0.

Sea (z0,tp) un punto cualquiera del dominio de definicién de la EDO. Para (x, to)
hallamos Cp tal que la soluciéon Cy = ¢(x,t) pase por (xg,tg), 0 sea que se cumpla
Co = ¢(xo,tp). Sea x = f(t) la funcién tal que ¢(x(t),t) = Cy dada por el Teorema
de la Funcién Implicita. Esta funcién estd definida en un entorno de (zg, tg). Dado
que vale

dz dx
—)* — 2a10— =0
a22(dt) ai2 i +an
tenemos, en virtud de que
dx _ o
dt ¢



que

2 ) ’ ( ¢t>
ap | —— | —2a2(—)+an1=0
( o o
o lo que es lo mismo, multiplicando por (¢,)? que

a22(p1)* + 2a12¢,0¢ + a1 (dz)* = 0.

En particular vale para (xg,tp). Como este punto era arbitrario, obtenemos que

z = ¢(x,t) es solucién de la EDP (3). Esto termina la demostracion. O
La EDO i p
T x B
a22(dt) 2a12 priat 0 (4)

asociada a la EDP (3) se llama ecuacién caracteristica de la EDP (2) y sus curvas
integrales se llaman caracteristicas. Resolviendo la ecuacién de segundo grado en

% vemos que la ecuacién (4) se divide en dos:

dr a1z ++/(a12)? — axan (5)

dt az
y
dr a1z —+/(a12)? — azan
i p ' ©)
22

El signo debajo del radical determina el tipo de la ecuacion:

Definicién 2.0.2. Decimos que la EDP (2) es de tipo hiperbdlico en el punto
(z,t) si (a12(z,1))? — aga(x,t)ari(z,t) > 0, que es de tipo eliptico si (arz(z,t))? —
aga(x,t)ar(x,t) < 0y que es de tipo parabolico si (aia(x,t))? — ax(z,t)ari(z,t) =
0.

Ejercicio: Probar que una vez transformado el sistema de coordenadas me-
diante un cambio cualquiera T = ¢(z,t), £ = ¥(x,t) y obtenidos los coeficientes
correspondientes b11, bio, boo en la EDP transformada, se cumple

(b12)® — br1baz = [(a12)® — ar1a22](dathr — Prtbe)” -
Esto muestra que el tipo de EDP no depende del sistema de coordenadas ya que

J = (Pt — P11z)

es el determinante del cambio de coordenadas y por lo tanto J # 0 de donde resulta
J? > 0.



Sin embargo es bueno observar que el tipo de ecuaciéon depende, en general, del
punto (z,t).

Para el caso hiperbdlico tenemos dos familias independientes ¢(x,t) = Cy y
P(x,t) = Cq, ¢(x,t) = C} solucién de (5) y ¢(z,t) = Cy solucién de (6). podemos
entonces hacer un cambio de variable que anule a la vez b1; y boa, obteniendo en
este caso que la ecuacién se reduce, después de dividir G1 por 2b12, a la expresion:

G
Urg = b B H(7, & u,ur, ug) .

Haciendo un nuevo cambio de variables £ = z + w, 7 = z — w la ecuacién toma la
forma
Uz — Uy = 4H (2,0, Uy Uyy Uy -

Para las ecuaciones de tipo parabdlico a2, = ajjags v las ecuaciones (5 6
12 y y
coinciden y se reducen ambas a

dx . a2

dt N ago '
Si ¢(x,t) = C es la integral general de la ecuacién anterior hacemos el cambio de
variables 7 = ¢(z,t), £ = ¢(z,t) donde 9 es cualquier funcién independiente de ¢
(0 sea,una funcién v tal que J = ¢, — yiby # 0). Ya que a2, —ajaze = 0 resulta

a1z = \/aiiazz. Cambiando los signos en la ecuacién (2), si fuera preciso, podemos
escribir aj2 = (/a114/a2z. Con el cambio de variables elegido queda

0 =b11 = a11(de)? + 2012020 + asa(P)? =

= a11(¢2)* 4+ 2v/a11V a2 + asa(d)? =
= b1y = (ar1ds + /andr)?

De aqui (y/a11¢z + /a22¢:) = 0. Pero entonces también resulta bjo = 0 pues
bia = a110:Vs + a12[P20r + Gptha] + a2 dpthy =

= a11$xYe + V112200 + Giih] + agadiihy =
= b2 = (Vai ¢z + azé) (Variv. + axi) =0.

En definitiva se anulan tanto b1; como b12. La ecuacién de tipo parabdlico queda
entonces en el nuevo sistema de coordenadas de la forma

baouge + G1(7, &, 0, ur, ug) = 0.

7



Para la ecuacion de tipo eliptico se cumple que
2 0
aig — airazz < U,

y las soluciones ¢ = C; de (5) y ¢ = C3 de (6)que se obtienen son funciones de
variable compleja. Se puede probar que ¥(x,t) = ¢*(z,t) = ¢(z,t) es la funcién
que se obtiene conjugando ¢(z,t).

Para no trabajar con funciones complejas consideramos el cambio de variables

¢($,t+¢*($,t) _ (b(xvt) _-é*(xvt)

2 ’ 2

O sea, 7 = z +iw, £ = z —iw. Con este cambio, luego de operar, se puede ver que
se obtiene la forma!:
Uzz + U = H(z, w0, U, Uy, Uy) -

En resumen se obtiene para las EDP’s lineales en las derivadas parciales de
segundo orden que dependen de dos variables independientes (x, t):
Si a%z — aq1a92 > 0 ecuacion de tipo hiperbdlico, se reduce a una ecuacién de la
forma:
Urr — Uge = H o bien a ue = H.

Si a%Q — a11a92 = 0 ecuacion de tipo parabdlico, se reduce a una ecuacién de la
forma:
U,gé‘ =H.

Si a%Q — aj1a22 < 0 ecuacién de tipo eliptico, se reduce a una ecuacion de la forma:
Ugg + Urr = H.

En las expresiones anteriores H es una funcién, normalmente de clase C?, de
(1,& u, ur, ug).

Existe extensa bibliografia en torno a la resolucién de EDP’s de cada uno de los
tipos. En la siguiente seccién damos el método de variables separables para la
busqueda de soluciones.

1 . . . .2
Es preciso pedir en este caso que los coeficientes ai1, etc. que aparecen en la ecuacién sean
analiticos.



3 Separacion de variables

Vamos a dar ejemplos de resolucién de ecuaciones de tipo hiperbdlico, de tipo
parabdlico y de tipo eliptico usando el método conocido como de separacién de
variables.

Vamos a considerar primero ecuaciones del tipo parabdlico con detalle. para
los otros tipos daremos solo un bosquejo. En particular consideraremos la ecuacién
del calor unidimensional.

Ejercicio: Sea la EDP
v (2, 1) = aPvge(x,t) + bug(x,t) + cv(z, t) .

Mostrar que eligiendo adecuadamente «, 8 € IR la ecuacién anterior se transforma
en
wy(2,t) = a®ugy(2,t) donde v(z,t) = e Plu(x,t).

Consideremos una varilla (o barra) de longitud [ en la que suponemos despreciables
las magnitudes transversales. La varilla la ubicamos en el intervalo [0,[] sobre el
eje Oz. Llamaremos u(z,t) a la temperatura de la varilla en el punto x € [0,] en
el instante de tiempo ¢ > 0. Vamos a suponer que los extremos se mantienen a
temperatura cero para todo t > 0, o sea,

Vt>0: u(0,t) =0, u(l,t)=0

Estas son las condiciones de borde. En general pueden ser de distinto tipo, podria
ser, por ejemplo, u(0,t) = u(t) con p : [0,00) — IR una funcién dada y en el otro
borde tener una condicién que involucre no al valor de u(l,t) sino al la derivada
ug(l,t), por ejemplo, ui(l,t) = 0 (que indicarfa que no hay flujo de calor por ese
extremo de la varilla. Nosotros nos contentaremos con estudiar el caso u(0,t) =
u(l,t) = 0.

Supondremos que ademas la temperatura inicial es conocida
u(z,0) = ¢(x), = € [0,1], ¢ continua y con derivada primera continua a trozos.

Estas son las condiciones iniciales.

La ecuaciéon que rige el fenémeno de la transmision del calor se basa en la Ley
de Fourier que dice que el calor se propaga siguiendo la direccién del gradiente



de temperaturas y el sentido opuesto a éste. En el caso unidimensional para una
varilla (o barra) homogénea se obtiene la siguiente ecuacion:

uy = a*uge + f(z,t), f de clase C2.
En resumen, queremos resolver

g = augy + f(z,t), 2 €[0,1], t > 0;
uw(0,t) = u(l,t) =0, Vt > 0; (7)
u(z,0) = ¢(x), z €10,1].

Para resolverlo resolvemos primero el problema auxiliar:
Hallar soluciones u(z,t) no idénticamente nulas de

Ut = a®Uyg, x € [0,1], t >0, u(0,t) =u(l,t) =0, ¥Vt >0, (8)

de modo que se puedan escribir en la forma wu(z,t) = X(z)T'(t), o sea, como

producto de una funciéon X que solo depende de x y una funcién 1" que solo depende

de t.

Planteada la ecuacién nos queda
ou  0X(x)T(t)

= W X (2)T(t)

o _ _ 20 _ 20X@T()
ot ot

o 0x? Oz?
Aqui hemos puesto T'(t) por la derivada de T respecto a t. De X(x)T'(t) =
a?X"(x)T(t) resulta

= a’ X" (x)T(t)

"
® s AWy
a?T(t)  X(z)

donde A € IR es una constante porque T'(t)/T(t) solo depende de t y X" (z)/X (z)
solo depende de z. Fijando & vemos que al variar ¢ en (X) T'(t)/T(t) no varia y
fijando ¢ vemos que al variar z X" (z)/X (x) no varfa.

Por otra parte de u(0,t) = u(l,t) = 0 se obtiene X (0)T'(¢t) = X(I)T(t) = 0, como
queremos que u(z,t) no se anule idénticamente tiene que ser T'(¢) # 0 para algin
t de donde debe ser X (0) = X (1) = 0.

Se deduce que debe valer

X"+ XX =0
X(0)=X(1)=0
T+ a2XT =0

Si A < 0 entonces se cumple —A > 0 y de la teoria elemental de las EDO’s se
obtiene que la solucién general de X" + X = 0 es

X (z) = AeV ™ 4+ Be 12 A y B constantes .

10



De X (0) = 0se obtiene A+B = 0y de X (I) = 0 se obtiene AeV A4 Be~st=A — (),
Ambas ecuaciones dan lugar al sistema

(b o) (2)-(0)

Que tiene determinante

e—sqrt—)\l _ esqrt—)\l <0

de donde A = B = 0 por lo que X(z) = 0 y la solucién u(z,t) = X(z)T'(t) es
idénticamente nula.

Debemos entonces descartar la posibilidad A < 0.

Si A = 0 queda X” = 0 cuya solucién general se obtiene integrando dos veces

respecto a x lo que nos da
X(x)=Az+ B

De X (0) = 0 se obtiene B = 0y de X(I) = 0 se obtiene Al + B = 0 que como
B =0 dalugar a Al =0 de donde A = 0.

Debemos entonces descartar la posibilidad A = 0.

Por tltimo, si A > 0 la solucién general de X" + AX = 0 es

X(z) = Acos(VAz) + Bsen(V )

Imponiendo X (0) = 0 queda Acos0+ Bsen0 = 0. Como cos0 =1y sen0 = 0

resulta A = 0. Por ultimo si X (1) = 0 se obtiene, dado que A = 0, Bsen(v/\l) = 0.

Si queremos que la solucién u(x,t) no se anule idénticamente no puede anularse B

de donde debe ser sen(v/Al) = 0 lo que se cumple si VAl = kr con k =0,1,2,3,. ...

El caso k = 0 conduce a la solucién trivial otra vez, de donde finalmente queda
k22

(VN =km; k=1,2,3,..)) = \="m k=123.).

2,2
Denotaremos por A; a ’“l;“ .
Para el valor

k
Xi(z) =sen(\/Apx) = sen(wa), By, constante,

hallado para A se obtiene el valor de Tj(t) resolviendo
T+ aQAkT =0
que tiene solucion general

_a2(k7r

Ti(t) = e~ Mt — ¢ T)Zt, C}, constante .

11



De aqui resulta
km —a? )t
ug(z,t) = Xi(2)Tk(t) = sen(Ta:)e o e[0,0],t>0.

Sustituyendo en (8) se ve que realmente son soluciones. Mds aun, dado que la
ecuacién (8) es lineal la suma Zévzl Dyug(z,t) también verifica (8) incluyendo en
eso que se anulan en la frontera.

Nos planteamos ahora resolver el problema un poco més general

up = gy, v €10,1], t >0;
u(0,t) = u(l,t) =0, Vt > 0; 9)
u(z,0) = ¢(z), = € [0,1].

llamado problema homogéneo ya que no aparece el término f(x,t). Para ello bus-
camos soluciones de la forma

oo [e.@] k
u(z,t) = ZDkUk(x,t) = ZDk sen(%x)e*“%"“t, x €[0,l],t >0
k=1 k=1

Como las sumas finitas verifican la ecuacién (8) (incluyendo las condiciones de
borde de la anulacién en las fronteras 0 y ), si la convergencia de la serie y sus
derivadas parciales término a término es uniforme obtendremos, de los teoremas
correspondientes de la teorfa de convergencia de funciones, que (8) también se va
a satisfacer para la serie u(z,t). Para que también valga la condicién inicial tiene
que satisfacerse la igualdad

u(x,0) = Z Dy, sen(kl—ﬂx) = ¢(x).
k=1

Como pedimos que la condicién inicialg(z) sea continua y con derivada primera
continua a trozos, y dado que ¢(0) =0 = ¢(I) (pues u(0,0) = u(l,0) = 0) entonces
la Teoria de las Series de Fourier nos dice que es posible escribir la solucién de esa
forma. Mds exactamente: la serie > 72| Dy sen(kT”:c) converge uniformemente a la

funcién ¢(z) eligiendo como valores de Dy, a los coeficientes de Fourier

l
Dy = ?/0 o(s) sen(kTﬂs)ds.

Recordemos la prueba de esto: primero extendemos ¢ de modo de que sea una
funcién impar a todo IR. Por el criterio M (de la mayorante) de Weierstrass la
convergencia serd uniforme si Y p- ; |Dy| converge. Pero

> 2 ! k
Z |Dy| = Z ]7 / o(s) sen(Tﬂ-s)dsl = (integracién por partes)
k=1 k=1 70

12



Iml/(b cos—3d8| Zk|D

Aqui pusimos Dj, por el k-ésimo coeficiente de Fourier de la funcién ¢’ (que es par).
Por la desigualdad de Bessel

oo
Z |D},|* converge.
k=1
Por otro lado
. 12 Pt
2 2 k2 converge,
112 .
por lo tanto ;(|Dk| + W) también converge.

Ademss es conocido que para todo par de reales a, b se cumple (a—b)? > 0 de donde
si a,b > 0 se tiene (a? 4+ b?)/2 > ab > 0. Entonces por el criterio de comparacién
de series de términos positivos se tiene que

Z |Dy| = Z ]Dk| es convergente .

Probemos ahora que eligiendo como coeficientes a los Dy, la serie
e (kzy2y km
t) = Dyug(x,t) Dye Ut gen(~~ 7
) Z kg Z K (=2)

satisface a la ecuacién (9) en el abierto  definido por Q = {(z,t) € R*/z €
(0,1),t > 0}.
Para ello alcanza con ver que la serie definiendo

> x k
t) = ZDkuk(x t) ZDkC a?(5)%t sen(Tﬁx)

asi como la series que se obtienen derivando término a término a la anterior respecto
a t h veces y respecto a x [ veces convergen uniformemente para todo h,l > 0, si
(z,t) € (0,1) x{t > to}, donde ty > 0 es arbitrario pues de ese modo por el teorema
acerca de la convergencia uniforme de derivadas existiran

“ ot’ 0x2’ 7 othoxl’ T
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y coincidiran con las correspondientes derivadas término a término. Mas aun, dado
que las sumas parciales verifican la ecuacién u; = a?ug, y las condiciones de borde
u(0,t) = u(l,t) = 0 lo mismo va a pasar con el limite de esas sumas u(x,t). Por
ultimo, lo antes visto muestra que u(z,0) = ¢(z).

Fijemos ty > 01 veamos que para (z,t) € (0,1)x{t > to} hay convergencia uniforme
de las series obtenidas derivando formalmente

o0 oo . k
; Dyug(z,t) = ; Dke_“2(k7)2t SGH(TWZE)

A modo de ejemplo lo hacemos para la derivada formal respecto a t una vez, pero

el método es general. La derivada formal es en este caso:

- k
—ag(—)QDke_GZ(T)Qt Sen(Tﬂx)

k=1

k=1

Tratemos de acotar el valor absoluto del término general T} de esta serie a efectos
de aplicar el criterio M de Weierstrass.
km

k x
‘Tk’ - | - a2(7)2Dk€_a2(T)2t Sen(Tﬂ-x)’ S a2£k2’Dk‘e—a2(kT)2t0

; . _q2(kmy2 _ 2(kmy2
Aqui usamos que sen(%’r:ﬁﬂ <1y quesit > tyentonces e~ (T < gm0 ()0

Ademsds se tiene que como ¢ es continua existe M > 0 tal que |¢(z)| < M para
todo z € [0,!], entonces

l l l
IDy| = ?|/ 6(s) sen(kT”s)ds| < ?/ 6(s) sen(kT”s)ws < ?/ Mds = 2M .
0 0 0

Por lo tanto )
|T| < 2Ma27lr—2k:2e_a2(kll)2t0 =c - k2e—c2k’

Aqui ¢ > 0y ¢y > 0 son las constantes respecto de k que aparecen en la expresion
que las escribimos asi para simplificar. Alcanza con probar que la serie de términos
.. , . _ 2 . .
positivos con término general aj = ¢ - k2e~?*" es convergente. Por el criterio del
cociente (criterio de D’Alembert) se tiene
_ 2
arr1  c1- (k+1)2emc2(ktl)

1
an ¢ - k2e—cak? =1+ %)26_02(2k +1) — 0 cuando k — oco.

Por lo tanto Y _p2; ai converge y por el criterio M de Weierstrass

k T k
S Dyl 1) = 3 ~a2(T Dy sen (M)
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converge uniformemente para ¢t > tg. Como tg > 0 es arbitrario resulta la conver-
gencia en (). Luego esta serie es la serie de uy(z,t) en Q. Para las otras derivadas
término a término el argumento es el mismo. Acotando los valores absolutos de
las expresiones en senos y cosenos que aparecen por el nimero 1 y el término en
la exponencial por el mismo término evaluado en tg, se llega a una expresién de la

—cok?

forma ap = c1kPe con p un natural positivo, y la serie con ese término general

converge por el criterio del cociente. Lo antes visto prueba que la solucién wu(z,t)
es entonces solucion de la ecuacién (9).

Veamos ahora el caso general de la ecuacién (7):

g = a*ugy + f(x,t), x €[0,1], t > 0;
u(0, ) u(l,t) =0, vt > 0;
u(z,0) = ¢(z), = € [0,1].

Para ello buscamos soluciones de la forma :
= k
= Z T (t) Sen(Tﬁx) .
k=1

Multiplicando u; = aug; + f(x,t) por sen(]T x) e integrando respecto a x entre 0
y [ queda

l ~ ! : ! :
/ u(x,t) sen(%x)dm = a2/ Ugy (T, 1) sen(%:c)dx + [ f(z,t) sen(%:z)dx =
0 0 0
(integrando por partes)
Jm

l . l
Uy (2, t) cos(]—wx)dw —I—/ f(z,t)sen(=—z)dr =
! 0

Jm ‘l_ 2JT
)| —a ;i

= a’uy(x,t) sen(=—x
l U s

= —a2‘7ZT/ Ug (2, t) Cos( dx—i—/ f(z,t) sen(JTﬁ:p)dx
0

Volviendo a integrar por partes queda, pues u(0,t) = u(l,t) = 0,
: ] 2 Jmo [ jm
/ u(z,t) sen( l z)dr =a (1)2/ u(z,t) sen( dx—i—/ f(z,t) sen(= l x)dz.
0 0
Recordando que \; = jj—f lo anterior se escribe
! in ! jn l jn
ug(x, t) sen(=—x)dx = a®)\; | w(z,t)sen(—z)dx + flx, t)sen(=x)dx .
0 ! 7 Jo ! 0 l
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Como suponemos que u(z,t) = > oo, Ty (t) sen(*2 ) y, admitiendo que podamos
cambiar el orden de sumacion de la serie con el de integracion, nos queda:

l . 0o 1 .
/ ug(x,t) sen(‘ﬂm)d:z = ZTk(t)/ Sen(k—ﬂ:ﬂ) sen(ﬂx)dx = lTj(t)
0 l — 0 l l 2

Aqui usamos que fé sen( kl”x) sen(]lﬂx)dw =0sij #ky que vale % si j = k. Por

otro lado tenemos, admitiendo que podemos cambiar el orden de integracién con
el de sumacion:

! - ! -
a2)\j/ u(z,t) sen(jzrac)dx—i—/ f(z,t) sen(jTTrx)da: =
0 0

Z2AT /factsen z)dz .

Dividiendo por % nos queda

Ti(t) = a®\;Ty(t) /fa:tsen x)dx .
Si llamamos ¢;(t) a # f(f f(z,t) sen(JT x)dx queda el sistema de infinitas EDO’s

Ti(t) = a®N\Tj(t) +¢cj(t) j=1,2,3,....

La condicion inicial de cada ecuacion esta dada por el hecho de que para t = 0
debe ser u(x,0) = ¢(z), o sea que

ZTk sen( ) o(x).

Como por la Teorfa de las Series de Fourier se cumple (si ¢ es continua y con
derivada primera continua a trozos):

k:
ZDksen ) con Dy = — /qS sen( ZT)d

concluimos que 7;(0) = D;. En resumen: Debemos resolver el sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias lineales

T(t) = a®NTi(t) + c;(t)
J=12,3,
{ 15(0) = Dj;
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La solucién de cada T;(t) puede darse explicitamente obteniendo
Tj(t) = - - (jcalcularla resolviendo la ecuacién!).

En resumen obtenemos de este modo una candidata a solucién de la ecuacién (7).
Se puede ver que en condiciones de regularidad la serie

es efectivamente solucién y que ademds es tnica.

En efecto, se tiene que la tnica solucién de u; = a®uy, con las condiciones de borde
u(0,t) = u(l,t) = 0, y la condicién inicial u(z,0) = 0 es la funcién idénticamente
nula u(x,t) = 0 para todo x € [0,{];¢t > 0. Si asi no fuera, existirfa una u(x,t) tal
que para algin ¢ty > 0 y algin xg € (0,1) cumpliria u(zg, tg) # 0. Observemos que,
por linealidad de la ecuacién u; = a?ug,, también —u(z,t) la cumple, asi como las
condiciones de borde e inicial por ser nulas. Se deduce que podemos asumir que
u(zg, tg) > 0. Consideremos el conjunto compacto K = [0,I] x {T" >t > 0} con
T > ty. Por compacidad la funcién u(x,t) alcanza su méximo M > 0 en algin
punto (z1,t1) € K. es claro que 0 < z1 < [ y que t; > 0 pues la funcién u se
anulaen ¢ =0, x =1l yt=0. Sit] <7 el madximo se alcanza en un punto
interior de K. sino t; = T Si t; < t9, como es un maximo local se cumple que
ug = 0. Si ¢ty =T podria ser uy(z1,T) # 0 pero en ese caso debe ser u;(x1,T") > 0.
Pues si fuera ui(z1,7) < 0 entonces tendriamos que u(z1,7) > wu(z1,T) para
t < T =t; contradiciendo que el méximo se alcanza en (z1,7"). En cualquier caso,
como u; = a2um, se tiene ug, > 0.

Por otra parte la matriz Hessiana de una funcién cualquiera v(z,t) es

H— ( Vgxr Ugt ) 7
Uzt Vgt
que para que tenga un maximo en (z2,%2) no en los bordes de K debe cumplir

necesariamente
2
Umx(x27t2) <0, vy <0, Vagvy — Vot > 0.

El caso de un maximo sobre t = T pero con x # 0, x # [, obliga a que v(z,T) = g(z)
sea una funcién con derivada ¢'(z1) = vz(z1,T) nula en x; y segunda derivada
Vge (21, T) = ¢"(21) < 0.

Consideremos la funcién v(z,t) = u(x,t) + e(x — )z donde ¢ > 0. Entonces
v(0,t) =0 =wv(l,t). Ademas

lv(z,0)| = |u(z,0) + e(z — x| = |e(x — Dz| < €.
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Si elegimos € > 0 tal que /> < M /4 entonces v(0,t) = v(l,t) = 0 para todo t > 0
y ademas

v(x,0) < M/4y v(z,t1) =u(xi,t1) =M+ e(z1 — x> M — M/4=3M/4.

Entonces el méximo de v se alcanza en un punto (z2,t2) € (0,1) x {T' >t > 0}.
Para ese punto v (x2,te) = wi(xa,t2) =0sity < Ty uy(za,ta) > 0sity =T . Por
otro lado us = au,, de donde ugy (z2,t2) > 0. En consecuencia para v tenemos

Umx(.ﬁz,tg) = um(mg,tg) + 2¢ = 2¢ > 0,

lo que contradice que la Hessiana debe cumplir vy, (x2,t2) < 0 al ser (x2,%2) un
punto donde se alcanza el méximo de v(z,t). Concluimos que u; = a?uy, con
condiciones de borde u(0,t) = wu(l,t) = 0 y condicién inicial u(z,0) = 0, solo
admite la solucién u(x,t) = 0.

Si ahora existen dos funciones u;, us ambas soluciones de la ecuacién (7) entonces
su diferencia uj —us es solucién de u; = a?u,, con las condiciones de borde u(0,t) =
u(l,t) =0, y la condicién inicial u(x,0) = 0. Por lo anterior u; — ug = 0 de donde
Ul = ug.

Observacién 3.0.1. Lo que hemos probado mds arriba se conoce como principio
del maximo para la ecuacion del calor. Dice que el mdzimo de u(x,t) no puede
alcanzarse en los bordes x = 0,x = | a menos que u sea constante (si puede
alcanzarse en el borde t =0 en el caso general).

En segundo lugar tratamos las ecuaciones del tipo hiperbdlico.
Como dijimos antes lo haremos con menor detalle.
Consideremos la ecuacion de la cuerda vibrante

Uty = azumz + f(l',t),
u(0,t) =0, u(l,t) =0, (condiciones de borde) (10)
u(z,0) = ¢(x), ut(x,0) = (z) (condiciones iniciales).

Aquia =,/ % con Ty > 0 la tension de la cuerda y p > 0 la densidad de la misma

(suponemos una cuerda homogénea). f(z,t) representa la densidad de la fuerza
actuando sobre la cuerda en el punto x en el instante ¢. Suponemos que z € [0,]]
yt>0.

u(0,t) = 0, u(l,t) = 0 representan las condiciones de borde; asumimos que los
extremos la cuerda estan fijos en todo instante.

Las condiciones u(z,0) = ¢(z), ui(z,0) = ¢(x) representan la posicién inicial y la
velocidad inicial de cada punto x de la cuerda, para que sean compatibles con las
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condiciones de borde tienen que cumplir con ¢(0) = ¢(I) = ¥(0) = ¢(l) = 0.
Como antes para la ecuacién del calor, planteamos primero el resolver el problema
en el caso f(x,t) =0, es decir, con densidad de fuerza nula, buscando una solucién
no trivial (no necesariamente verificando las condiciones iniciales) por el método
de variables separables: u(x,t) = X (x)T(t). De la ecuacién uy = a’u,, se tiene
T(t)X (x) = a®T(t) X" (z). De aqui resulta

M) _ X'(x)

AT - X@) e

Se obtiene entonces las ecuaciones
X"4+AX =0, T+a*\T=0.

De las condiciones de borde para u, a efectos de que no sea una solucién trivial,
debe ser X (0) = X(I) = 0. Resolviéndolas y a los efectos de que las soluciones no
sean triviales debe ser A > 0 y ademés debe ser

Ap = kjf k=1,2,3,....
Para ese valor de A se obtiene
Xi(x) = Dy, sen(kTW:E), DyelR.
Para esos valores de \; la solucién de T'(t) = a?\yT'(t) queda
Ti(t) = Ag cos(kTwat) + By, sen(kTWat), A, Br € IR.
Se concluye que

ug(z,t) = Xi(2)Tk(t) = sen(k%raz)(A/LC cos(kTﬂat) + By, sen(kTﬁat))

son soluciones particulares de la ecuacién uy = a®ug,. Buscamos ahora una solu-
cién
> km km km
u(w,t) = Z((Ak cos(Tat) + By, sen(Tat))) sen(Tx)
k=1

De las condiciones iniciales u(z,0) = ¢(x) resulta
o(x) = iA sen(k—wx)
- k=1 ’ !
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y derivando formalmente respecto a t (término a término) la expresién de u dada
por la serie obtenemos de u;(x,0) = ¥(z):

Y(x) = Z kTwaBk sen( k;rx) .

k=1

Si ¢ y ¥ son continuas y derivables a trozos entonces existen valores de Ay y By
tales que las series anteriores convergen uniformemente a los valores de ¢ y 1. Maés
exactamente, tenemos que elegir los coeficientes de Fourier correspondientes:

l
= ?/0 gb(s)sen(k%s)ds,

B, = lkwa/ ¥ (s)sen —s)

Ejercicio: Probar que como para la ecuacién del calor esta serie asi como sus
derivadas formales hasta de segundo orden convergen uniformemente siempre que
¢ v 1 sean funciones de clase C? y que la tercera derivada de 1) sea continua a
trozos. (Estas condiciones son suficientes, no necesarias, vale decir, la convergencia
se puede asegurar en condiciones mas débiles).

Como para la ecuacién del calor (7), en el caso de la ecuacién (10) en que f(z, 1)
no se supone nulo, buscamos soluciones de la forma

ZTk sen( )

Multiplicando uy = a?ug, + f(z,t) por sen(kT’Ta:) e integrando entre 0 y [ respecto
a x resulta, aplicando integracién por partes dos veces al término

l
k
a2/ Uy sen(—wx)daf,
0 l
que formalmente debe cumplirse
Tr(t) + (=)2a?Ty(t) = 0.

De las condiciones iniciales u(z,0) = ¢(z), ut(z,0) = ¢(x) resulta ademds



! T
Tr(0) = ?/0 P(x) sen(kTa:)da:

por lo que los valores de Ty(t) estdn totalmente determinados. Sustituyendo los
valores de T}(t) hallados en u(z,t) = >3, Ti(t) sen(£Tx) se obtiene la candidata a
solucién de la EDP (10). Si probamos que la serie representando a u(z,t) converge
uniformemente, asi como sus derivadas hasta de segundo orden, habremos obtenido
una solucién de la EDP (10). Como en el caso de la ecuacién del calor, se puede
probar que si la solucién existe, entonces es tnica.

Observacion 3.0.2. Es bueno recordar que con sencillas transformaciones de coor-
denadas (T = z+at, £ = x—at) la ecuacion de ondas uy = a’ug, se transforma en
ur¢ = 0 que fue resuelta en la seccion anterior, dando lugar a la solucion general

u(z,t) = f(x +at) +g(z — at), f,g, de clase C*.

El método de escribir la solucion de esta forma se llama método de D’Alembert o
de propagacion de ondas.

Ecuaciones de tipo eliptico. La més conocida de las ecuaciones de tipo eliptico
esta dada por
Au(z,y) = 0 (ecuacién de Laplace) .

donde Au = uy, + uy, representa el Laplaciano de la funcién u. Esta ecuacion se
obtiene, por ejemplo, en el caso de la EDP del calor en un medio plano (con espesor
despreciable, como en el caso de una lamina delgada) que es, si no hay fuentes
externas de calor y la densidad sea constante, u; = a?Au. Si buscamos soluciones
estacionarias, es decir que no varien con el tiempo serd u; = 0, y obtenemos Au =
Ugg + Uyy = 0.

Dada una funcién analitica f : @ C € — @€ con 2 un abierto del plano complejo
€ (i.e: f es desarrollable en forma de serie de potencias en un entorno de cada
punto zg € Q) si g y h son la parte real e imaginaria de f: f(z) = g(z) + ih(2)
con z = x + iy € € entonces g y h son funciones que cumplen Ag = Ah = 0.
Aqui vemos a ¢g(z) = g(x,y) y lo mismo a h(z) = h(x,y). Esta da un método muy
general de buscar soluciones a la ecuacién de Laplace. Si una funcién satisface
ademas condiciones de frontera adecuadas, podemos obtener asi muchas veces la
soluciéon de un problema que involucre a la ecuaciéon de Laplace.

Consideremos la ecuacién

Au(z,y) =0, en el interior del disco de radio r (11)

con la condicién u(z,y) = f(z,y) en el borde del disco.
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Se puede ver que en coordenadas polares (p, #) la ecuacién de Laplace queda:

10 ou 1 9%u
A = - — _— —_—— =
T o <'03p> T o !

La condicién u(z,y) = f(x,y) se transforma, dado que x? + y*> = p? = r sobre el
borde del disco de radio r, en u(r,f) = F(6) donde F' es la funcién que se obtiene
de f(x,y) a partir del cambio de coordenadas = = pcosf, y = psenf teniendo en
cuenta que en el borde del disco p = r por lo que F solo depende de . Debemos pues
resolver la ecuacién anterior con la condicién de borde u(r,8) = F(6), 6 € [0, 27],
debiendo cumplirse F'(0) = F(27) por lo que F' puede verse como una funcién
periddica de periodo 27.

Como en los casos anteriores (parabdlico e hiperbdlico) buscamos por el método de
separacion de variables una solucién no trivial del tipo

u(p,6) = R(p)T(6).

Dejamos al lector interesado que encuentre soluciones ug(p, 8) de la forma anterior,
por si mismo. En particular le conviene probar con soluciones para la ecuacién
diferencial que obtenga en R(p) de la forma R(p) = p, determinando b € IR para
que sea solucién. La ecuacién en T'(0) conduce a una suma de cosenos y senos
multiplicados por constantes.

Luego, como en los casos ya vistos, se busca una funcién

u(p,0) = up(p,0)
k=0

que satisfaga la condicién de borde u(r,8) = F(0). Para ello se aplica el método
de las series de Fourier.

La ecuacién de Laplace se puede formular también en dimensiones mayores que
2. Por ejemplo, la ecuacion del calor en el espacio va a ser, en el caso de que no
existan fuentes externas de calor y que el medio tenga densidad constante y sea
homogéneo: u(x,vy,2,t) = a’?Au(z,y, z,t). Si el fenémeno es estacionario, o sea,
no depende del tiempo, serd u(zx,y, z,t) = u(z,y,z) y u; = 0. En ese caso queda la
ecuaciéon del calor reducida a la de Laplace:

AU = Ugg + Uyy +uzz = 0.

El estudio de esta ecuacién puede, a veces, tratarse también por el método de
separacion de variables, especialmente si admitimos la existencia de simetrias, por
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ejemplo simetrias esféricas.

Epilogo
Las EDP’s tienen la pretensién de reflejar leyes muy generales de la realidad (en
general compleja) del mundo material. No es de extranar entonces que ellas sean
muchas veces muy dificiles de estudiar y que, por la generalidad de las leyes fisicas
en cuestién, la respuesta sea también muy general. Libros enteros estan dedicados,
a veces, a estudiar como resolver una EDP particular. Lo que se escribié en estas
notas debe verse entonces como un balbuceo sobre esta Teoria.

Dixzit et salvavi anima meam.
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