MATEMATICAS APLICADAS - MA26B
GUIA DE PROBLEMAS 2, 2007

Profesor: Carlos Conca
Auxiliares: Thomas Capelle, Francisco Collarte.

DIVERGENCIA Y ROTOR

P.0. Pruebe las siguientes identidades:

(a) rot(Vo) =0

(b) div(rot(F) =0

(c) div(F x G) = G -rot(F) — F - rot(G)
(d) div(Vf x Vg) =0

(e) rot(¢F) = ¢rot(F) + Vo x F

P.1. Considere el volumen 2 C IR? definido por las inecuaciones:

2] <2 — 2% —y?
(z—-1)2+y2<1

(a) Bosqueje la regién €.
(b) Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo F' = pp (en coordenadas
cilindricas) a través de O orientada segin la normal exterior.

P.2.

(i) Calcule j{(yz,z2,x2) -dr donde T es el trdngulo de vértices (0,0,0), (0,a,0) y (0,0,a),

r
recorridos en este orden, y compruebe el teorema de Stokes.
(i) Sea S el hemisferio superior de la esfera 22 + 4% + (2 — 1)? = 1. Considere el campo definido

por F(z,y,z) = (zsin(z) — 33, z cos(y) + 2, cos(xy)). Calcule I = // V x F.dS
s

P.3.

(a) Calcular el flujo del campo ﬁ(m, y,z) = (x —ycos(z),y —x,z — e¥) a través de la superficie
del toro de eje de simetria z, centrado en el origen y de radios Ry y ro (Ro > 70)-

(b) Calcular la integral de superficie [ fz Vo - dS si ¥ es el hemisferio superior del casquete

2 2 2
)

b2
dlx,y,2) = (x+1)2 +2(y — 1)% + 22

. . x . , . .
elipsoidal — + = + — =1 orientado segin la normal interior y ¢ es el campo escalar
a

P.4. Calcule el flujo definido por el campo:

. x
F(.’E, Y, Z) = (ey Sen(y) + nyZv ez COS(Z) + mzyz, 7)
/I2 + y2
a través de la superficie lateral del cilindro de radio 1 que se encuentra entre los planos z = —1

y z = 1. Indicacién: Calcule el flujo total que sale del cilindro (incluyendo las tapas y usando el
teorema de la divergencia). Calcule el flujo a través de las tapas directamente.



P.5.
(a) Calcular I = ffs V x F -dS siendo F el campo vectorial definido por
F=(z—2)i+ (2 +y2)j — 3ayk

y S es la superficie del cono = = 2 — \/y? + 22 (orientada exteriormente) que queda sobre
el plano yz (x > 0) y en el primer octante. Indicacién: Utilice el teorema de Stokes.

(b) Un sdlido situado en el primer octante estd acotado por los planos z = 0,y =0, 2 = 0
y los cilindros 22 + 42 = a® y y2 + 22 = a%. Si F es el campo vectorial definido por
F = 2yzi+ (x4 3y — 2)] — (2 + 2)k, entonces pruebe que el valor de la integral de flujo

V x F - dS tomada sobre la superficie del sélido y orientada segin la normal exterior
b
es ‘1—2(4a + 7).

P.6. En todo lo que sigue €2 es un abierto acotado de IR?, con frontera 9<, regular por trozos.

(a) Demuestre la siguiente identidad de Green: Dados f € C%(Q) y g € C1(9), se tiene:

//E,ngf'dg:///ﬂ(gAerVng)dv

(b) Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con condiciones de borde:
Au=f en(
u =g sobre df

Se quiere probar que si esta ecuacién admite solucién entonces ésta es tinica. Suponga que
existen dos soluciones u; y uz, y definamos w = u; — us. Pruebe que w es identicamente
nula.

Indicacién: Use la parte (a).

P.7 (C2, 2001). Considere el campo vectorial
fla,y,2) = (32%y — 3z + €”sin(z)) i+ 2% + (€” cos(z) — 3x) k

—

(i) Calcule rot(f )
(i) Considere la curva I' parametrizada por

I':  &(t) = (cos(t), sin(t), cos(t)) t € [0,2n]

frf-df

Indicaciéon: Note que I' es el borde inferior de la porcién de cilindro de la Figura 1.

Calcule

FIiGura 1



P.8 (C2, 2002).

(a) Sea 2 C R3 un abierto, conexo y acotado de frontera S = 92 regular y orientable por trazos.
Sean f y g funciones continuas conocidas. Demuestre que si u1 y us, funciones de clase C2,
satisfacen las propiedades siguientes:

div(Vu;)(z) = f(x) VeeQ i=1,2
Vu; - i(x) = g(x) VrelS i=1,2
Jzo € & ur(zo) = u2(2o),

entonces son iguales en ().

Indicacion: Es 1til probar la siguiente identidad del tipo Green (Consecuencia del Teo. de
la Divergencia). Puede serle 1til usar el problema 1:

Dados ¢ y v de clase C? se tiene:

//miﬂVsO-ﬁdA:///Q(zpdivVgoerp.vw dv

y piense en probar que u; —ug =0

(b) Considere el paraboloide de ecuacién 2% +y* = (h—2) con h > 0 constante y sea II el plano
tangente a la superficie del paraboloide en el punto (0, Vh, 0). Demuestre que el area de la
porcién del plano contenida en el cilindro de ecuacién x2? + 32 = a? es: ma?v/1 + 4h.

P.9 (C2, 2002). Sea S la superficie de R? definida implicitamente por z2 + y? = (z + ¢(2)a)? con
z € [=h, h] donde a y h son constantes positivas fijas y:

= {212

Considere el campo vectorial F = (ky/p)p + kae™*" 0 + kszk, donde p,0 y z son las variables
en coordenadas cilindricas y ki, k2, k3 son constantes dadas. Calcule el flujo de F a través de la
superficie S, primero por definiciéon y luego haciendo uso del teorema de la divergencia para un
volumen adecuado. Comente.

P.10 (C2, 2002). Considere el toro de radio mayor R y radio menor a, donde R > a > 0 son
constantes conocidas. Sea Y. la porcion de superficie de dicho toro que se encuentra fuera de la esfera
de ecuacién z? + y? + 22 = R?, la cual orientamos segiin la normal exterior al toro.

(i) Demuestre que si F' es un campo continuamente diferenciable en ¥, entonces se satisface:
// rStﬁ-ﬁdA:j{ F-df—¢ F-dr
P Cy Cy
donde:

C; y Cy son las circunferencias obtenidas de la interseccién del cilindro z2 4 32 = d? con los

2R%—qa? 2y — aVARZ—a?
2R ~1— 2R

orientadas en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
Indicacion: Usando coordenadas toroidales, calcule sin(y) y las coordenadas del punto p
de la fig.2

planos z = z1 y 2 = 2 repectivamente, con d = y 2o = —2z1, ambas

fig.2
(i) Considere el campo F = (e7=/p) p+ 0 + sin(6) cos®(26) k, calcule:

// rotF - A dA
>



P.11 (EX, 2002). Sea S la superficie de R? definida implicitamente por 2% + y? = (2 + a)? con
z € [0,h] donde a y h son constantes positivas fijas.

Considere el campo vectorial F = (1/p)p + (p? 4+ 22)0 + 2k, donde p,6 y z son las variables en
coordenadas cilindricas. Calcule el flujo de F a través de la superficie S, primero por definicién y
luego haciendo uso del teorema de la divergencia para un volumen adecuado.

P.12 (EX, 2001).

(a) Sea F(x,y,2) = Fy(z,y,2)i + Fo(x,y,2)j + F3(z,y,2)k un campo vectorial de clase C*.

—

Suponga que F' es el rotor de algiin campo vectorial y que F3(x,y,z) = F .k = 1. Calcule
el flujo de F a través del semicasquete esférico 22 + y% + 22 = 4, z > 0, orientado segiin la
normal superior.

Considere una caneria cilindrica de longitud L y de radios a y b, la cual conduce un liquido
a temperatura 77, mayor que la temperatura exterior 7j. Se desea determinar el régimen es-
tacionario de la temperatura; para ello suponga que la conductividad térmica k es constante

y suponga ademds simetria cilindrica, es decir, T'(p, 0, z) = T'(p).

()

(i)

(iii)

Para p € [a, ] considere el flujo de calor

®(p) := // kVT -dS
Z(p)

a través del manto del cilindro de radio p y longitud L (X(p) ).
Usando el Teorema de la divergencia, demuestre que ®(p) es constante e igual a ®(b).

Deduzca que p %% es constante y encuentre una expresién analitica para T(p) en fun-
cion de Ty, 11, a, b.

Pruebe que ®(b) = 2nLk(Ty — T1)/In(b/a).

Indicacion: Recuerde que la ecuacién del calor para el caso en que la conductividad
k es constante esta dada por:
oT

co— =kAT
Cort
con lo que para el caso estacionario, se trata de la ecuacién de Laplace:
ENT =0

P.13 (C2, 2001).

(a) Sea ¥ C R? una superficie regular cuyo borde 9% es una curva cerrada, simple y regular por

tramos. Demuestre que el area de 3 puede ser calculada por

Area(X) = f-dr
0%



(b)

donde f: —yli+xj

Dado el campo
F = (6202 + cos(2?)) 1 + (zzsin(zz) + 22°)§ + (wysin(zy) — 22°) k
ylacurvaI' =T UT, donde
Iy ={(z,0,2)/2® + 2> = 1,2 > 0}
Dy = {(z,9,0)/2* +y* = 1,y > 0}

frf.df

Calcule

P.14 (C2, 2001).

(a)

Sea 2 un abierto acotado de R? cuyo borde ¥ satisface las hipétesis del teorema de la di-
vergencia. Sea f un campo vectorial de clase C' de R3, tal que

lim || f(7)] = 0

T—00

///Rs\ﬂdw(f)dv_//zf-ﬁd/x

donde 7 es el vector normal interior a €2 sobre X

Pruebe que

Indicacién: Use el teorema de la divergencia en B(0,7)\Q con r suficientemente grande.

Sea  la porcién del casquete esférico de radio R con 0 < z < R/2. Calcule el flujo del
campo

—

flx,y,2) = (e(z+y2) cos(y) + 4x, zsinh(z) +y, 22 + 3% — 4z)

a través de la superficie (2 segin la normal exterior.



VARIABLE COMPLEJA

P.1.

(a) Sea f: Q C C — R. Pruebe que si f es diferenciable en zg € Q (en el sentido complejo)
entonces f’(z9) = 0.

(b) Sean 2 C C un abierto conexo por caminos y f : @ — C una funcién holomorfa. Pruebe
que si | f| es constante en  entonces f también es constante. Indicacién: considere |f|?.

0 0
P.2. Definamos los operadores diferenciales — y — mediante las férmulas

0z~ 0z

o_1(9 90
0z 2\ 0z y
9 _1(9 .0
0z 2 \0x dy
(a) Pruebe que f = u + iv satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y sélo si = 0.
, ' of
(b) Si f € H(2), muestre que Vz € Q, f'(z) = 5(2)
. - ) O
(c¢) Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacién 9205 0
20Z

(d) Dada una funcién f = u +iv con u y v de clase C?, se define el laplaciano de f mediante
Af = Au+iAv,

y si Af = 0 en § entonces se dice que f es arménica en Q. Deduzca que si f € H(Q)
entonces f es arménica en . Pruebe que f € H(R) siy sélo si f(z) y zf(z) son arménicas
en ).

P.3. Sea f: 2 C C — C. Supongamos que en coordenadas cartesianas z = x +1y, f(z) = u(z,y)+
iv(z,y), y que en coordenadas polares z = re?, f(2) = u(r,0) + iv(r,0) con u y v diferenciables.
Verifique que u(r,0) = u(rcosf,rsend) y v(r,8) = v(rcosf,rsend), y pruebe que f es holomorfa
en 2 siy sélo si

Lo o
rod or
Lou o
rod or

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Verifique que de
tenerse estas condiciones entonces

f(z) = (gu + zgv) e 2 =re?.
r r

P.4.

(a) Sabiendo que la serie S(z) = 3" cx(z — 20)* tiene radio de convergencia Ry > 0, determine
el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

ch(z — 20)°¥, Z con(z — 20)F, Zci(z — z)k.

(b) Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudiar la con-
vergencia cuando |z| = 1:

i e Sk
2 X X



P.5. Calcule el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

[e) z42)" 1
() Yoty B
Zoo (—1)n—1y2n-1

n=1 (2n—1)!

(c) Yoo nlz"

—
=3
~

P.6. Para las siguientes series, calcule el radio de convergencia y su valor donde corresponda:

(a) S0,
(b) 320 o (~1)™ (=" + 2" F1)

P.7. Dado A € C, definimos p* : C\ {0} — C mediante

pM(2) = exp(Alog(z)), =z #0.

(i) Muestre que p*(i) = e~™/2 y que para todo k € Z, pF(z) = 2.

(ii) Dado A = a + i3, pruebe que para todo t > 0 real,
pr(t) = t%[cos(Blogt) + isin(Flogt)].

(iii) Dados A, € C, verifique que p*™#(2) = p*(z) - p*(2). Determine ademds el dominio donde
p*(2) es holomorfa y pruebe que

(") (2) = W 1 (2).

Nota: todo lo anterior justifica que la funcién p*(z) se llame funcién potencia generalizada y que se
denote més

simplemente por z*. Asi, en (i) se probé que i’ = e~ /2

P.8. Sea S, =2+4+222 4323+ 4nz", T,=z+224+22+ - 42"
(T, —nz"T1)

1-2
(b) Determine el radio de convergencia de la serie > >~ nz™ y usando (a) calcule la suma de

(a) Mostrar que S,, =

dicha serie.

P.9. Calcule el valor de las siguientes integrales:

0o 1
(i fO i dx ]
.. (o.¢] xT
(ii f—Qoo @@y @
us 1
(iii fO 3—2cos(0)+sin(0) df

21 cos(360
fO 5—4(505()6') dg

) S5 Et d
Vi) f3* S e m >0
(vif) > 52 gy

P.10. Pruebe que para b €] — 1,1] se tiene

— b2 422 T
der = —
1—[)2—1—3732 + 46222 2
0

1

Indicacién: Integre f(z) = e
z

en un contorno rectangular adecuado.



P.11. Pruebe que:
2

Z _T c;)s(wa)’ dondea € R\ Z
~ (n+ a) sin®(wa)

Indicacién: Considere la funcién f(z) = ”(%‘;(”)

borde del cuadrado de vértices (N + 3)(£1 £ i)

integrada en el camino I'y correspondiente al

P.12. Pruebe que si f € H(D(zg, R)) entonces para todo r €]0, R[ se tiene

2

f@@:é%/f@wmﬁﬁw.

[}

Deduzca que para 0 < r < 1

y por lo tanto

w/2
/ In(senz)dz = fg In 2.
0
P.13 (EX,2002). El objetivo de esta pregunta es calcular el valor de la serie > > (n+3) donde

a € R\Z. Para ello considere el borde del cuadrado Cn de vértices:
(N+3)(-1—4), (N+3)(1—14), (N+3)(1+i), (N+3)(-1+1), con N €N.

(i) Considere la funcién f(z) = %ﬁggz)

y determine los 6rdenes correspondientes.

. Indique dénde f es holomorfa, encuentre sus polos

(if) Calcule los residuos de los polos de f.

-n" _ 72 cos(wa)
) (n+a) sin?(7a)

(iii) Calculando facN f(2)dz, concluya que Y.
Indicacion: Use (sin demostrar) que existe M, independiente de N, tal que |cosec(nz)| < M Vz €
80}\[ VN € N
P.14 (C3, 2002).

(a) Calcule [;° dr paran € Ny n > 2.

1+n

Indicacion: Considere el camino de la figura:




(b) Determine los radios de convergencia de las series siguientes:

()Y (logn)®z" i)Y (ni 1>n2 "

P.15 (C3, 2002). Es sabido que la serie .27 . -1 es convergente. El objetivo de esta pregunta

n=1 n2
es calcular el valor de dicha serie haciendo uso de la teoria de variable compleja. Para ello considere

el borde del cuadrado Cy de vértices:
(N+3(-1—-4), N+3HQ—4), (N+3)(Q+4), (N+2)(~1+4), con N €N.

(i) Considere la funcién f(z) = %Zf”) Indique dénde f es holomorfa, encuentre sus polos y
determine los érdenes correspondientes.

(ii) Calcule los residuos de los polos de f.

7T2

(iii) Calculando §,. f(2)dz, concluya que > 77 L=

Indicacion: Use (sin demostrar) que existe M, independiente de N, tal que |cotmz| < M
Vze dCny VN eN



