MATEMATICAS APLICADAS - MA26B
PAUTA CONTROL 1, OTONO 2007

Pauta CoNTROL 1

P1. Una particula se mueve sobre el manto del cilindro 2 4+ y® = 1, de forma tal que la altura z = z(f)
satisface la ecuacién diferencial:
d*z

do?
con condiciones iniciales z(0) = 1; %(O) = 0, donde (p, 8, z) representan las coordenadas cilindricas del
punto.

(a) (1 punto) Encuentre una parametrizacién de la trayectoria I' descrita por la particula (use el dngulo
0 como pardmetro para describir la curva).
(b) (1.5 puntos) Calcule la longitud de T" si 6 € [0, 27].
(¢) (2 puntos) Calcule los vectores tangentes, normal y binormal, as{ como la curvatura y torsién de I'.
(d) (1.5 puntos) Calcule el trabajo efectuado por el campo F(z,vy,2) = (e¥T2% eV 2% 2e¥T27),
a lo largo de una vuelta de la curva I'.

Solucion.

(a) Resolviendo la EDO obtenemos z(6) = cosh(f). Asi, usando coordenadas polares (p, 6, z) y notando
que p = 1, una parametrizacién de I' seria:

Qu

(0) = (cos(0),sin(0), cosh(0)) = p + cosh()k 0 € [0, 2n]

(b) Notemos que
dc

=0+ smh(o)k = H%H — cosh(B).
Luego, L(T) = f027r cosh(0)df = sinh(27)
. dz . .
(c) Se tiene que T' = i 46 = #}](9)(9 + sinh(6)k). Luego,
s <
T 1 s [l
Y (“cosh(8)p—sinh(0)0+ ) = k= _del _
B = com?(@) coh(O)p — sinh(9)0 + k) "= ) V2

Entonces N = -1 (—p— tanh(é)é + COSIW]%)

S

1

=TxN=——
V2 cosh(#)

m>

= (cosh(6)p — sinh(0)0 + k) = N + v/2p.

Tenemos entonces que

dB _ dN 5 1 . A
- = 20 = B — kT 20
6= a0 V2= ey "B D) V2
R % N sinh(6)
(Bl cosh?(6)
(d) Notamos primero que el campo proviene de el potencial V(z,vy,2) = —xe?™2* pues —VV = F.

Notemos también que al evaluar V en la parametrizacién, queda V(0) = cos(@)esm(a)Jr2 cosh(9) - Agf,

/ F.di = V(0) - V(©2r) = o2 _ g2cosh(2m)
r



P2.

(a) (3 puntos) Sea S la superficie definida implicitamente por ®(p,0,z) = 0, para (p,0) en la regién
D =[0,1] x [0,27] de R?. Observe que una parametizacién regular de S es:

7:D— R?

(p,0) — (p,0,2(p,0))

donde z = z(p, 0) queda definida implicitamente por la ecuacién ®(p, 6, z) = 0.
La idea del problema es probar la férmula:

2 2 2
8<I> od
—|dA = — ) dbd
/ / \/ 69) i ( 6z) Y
Para ello, prosiga de la siguiente manera:

(i) (1 punto) Note que si define ¢: D — R por ¢(p,0) = ®(p, 8, z(p,0)), entonces ¢ = 0, al igual
que sus derivadas.

(ii) (2 puntos) Calcule dA usando la parametrizacién &. Concluya.

(b) (3 puntos) Sea S C R? la superficie regular definida por las ecuaciones:
2?4y’ —2"=0, 2 +9° —2ay <0, (a>0), >0, z2>0

Bosqueje S, parametricela y calcule su area. Escoja una orientaciéon para S y calcule el flujo del

. e = - 394
campo vectorial en coordenadas cilindricas: F' = pp + cos® 6 - €5 %4,

Solucion.

(a) (i) Notamos que ® se anula en D. Luego, como ¢(z,y) = ®(x,y, 2(z,y)), y g estd definida sobre
D, se tiene directamente que g es nula. Por ser la funcién nula en D, sus derivadas son también
nulas.

(ii) Tenemos que dA = H7 X —H Asi,

o5 9z, 07 0z 05 05 0z 92\ 2
Luego,
9z\> [0z
1+ (g7) + (58 oo =

2l 99\ ? 9%\ ? 9%\ ?
/O/J(ap)%ae)*(az) At

esto ultimo por regla de la cadena.

27

dA

(b) En polares, una parametrizacién viene dada por:
5(p.0) = pp+pk p € [0,2asin(6)],6 € [0, ]

Luego, dA = H?Ti x 92|| = v/2p. De este modo,
2a sin(0)
Area(S / / V2pdpdf = £

Una normal viene dada por n = p l;:) Asi, se tiene primero que F.p= fp, y entonces la

S

integral de flujo queda:

2a51n
// F.pdS = / / p\/pdpde_

3 ks 3 z 3 x
8% * sin 3(0)do = 8% / : sin(6)(1 — cos®(6))do = 8%(1 + - cos’(9)|2) =
0 0




P3. Sea S la esfera de radio R centrada en el origen, y sea # € R* \ S un punto que se encuentra dentro
(IIZ]] < R) o bien fuera de la esfera (||p|| > R), pero, no sobre la esfera. Sin perdida de generalidad suponga

que se rotan los ejes de tal manera que el punto p se ubica sobre el eje Z, 0 sea p = dk.

(a) (2 puntos) Demuestre que:
/ / dA [ 4R sid<R
s|IF—pll | 4rR*/d sid>R

(b) (1 punto) Calcule V(Hr*iiﬁll)

(¢) (3 puntos) Suponga = dk con 0 < d < R. Pruebe que:
1 .
V(iis——=) - kdA =0
/ /s ||7 = 7l

/” Rcos(z)sin(x)de 2d
o ( - (R-d)R

Indicacién: Si R > d, entonces:

R? + d? — 2Rd cos(x))

Solucién.
(a) Primero, notemos que en esféricas, 7 = (Rsin(¢) cos(#), Rsin(¢) sin(8), R cos(¢)), y § = dk, entonces
1 Asf, recordando que dA = R?sin(¢), tendremos que

1
tenemos que = = .
AUe =7 \/R2+d2 —2Rd cos(0)

sin(¢) b —

// dA 7/271‘/71‘ R2
s 7= pll o Jo /R?*+d?>—2Rdcos(¢)
2R (R d—|R-d)),

2kt V/R% + d? — 2Rdcos(9)|§ = 7

d

con lo que se obtiene el resultado deseado.

1 F—p 7
VIl = = e el =
7= o> 7 — 21l 17— pl?

(b) 1 1
VOF—a) = T

(c) Tenemos de las partes anteriores,
Rcos(¢) —d
( (¢) ) 3 dodf =

//SV(m) ks = /027r /07r i sin(@) (R? 4+ d? —2Rd cos(¢))2
[ ( dsin() dd,}

R? + d? — 2Rd cos(¢))2

o R2 /7r Rcos(¢) sin(¢)
o (R?+d?—2Rdcos(¢))?

Usando ahora la indicacién, e identificando en la integral de la parte (a), queda finalmente:
1 - 2 2d 2d

V(s5—=) kdS =27R - =0

A= | T (T




