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Prefacio

El calculo vectorial en R™, y el calculo diferencial e integral de funciones de variable compleja son materias
fundamentales del anélisis matemaético, tanto por su interés en matematicas puras como por su utilidad para
modelar y resolver problemas en ingenieria. Una gran variedad de estos tultimos se expresan en términos de
ecuaciones en derivadas parciales (EDP), para cuya resolucion los métodos basados en variable compleja son de
gran eficacia.

El objetivo de estos apuntes es proporcionar los elementos basicos del célculo vectorial, de la teoria de funciones
de variable compleja e ilustrar su utilizacion en la resoluciéon de ecuaciones en derivadas parciales, tal como se
expone en el curso de Matematicas Aplicadas. Esta es una de las asignaturas del segundo ano de la carrera de
Ingenieria Civil de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matemaéticas de la Universidad de Chile.

Estos apuntes se basan en las notas escritas en colaboracién con mi colega el Profesor Roberto Cominetti, y
se han beneficiado de una activa participaciéon de los Profesores Héctor Ramirez Cabrera y Juan Diego Dévila.
Buena parte del material referente a la teoria de EDP se debe a este altimo. Agradezco a todos ellos las multiples
e interesantes discusiones que hemos tenido sobre diversos aspectos del curso.

Mis mas sinceros agradecimientos a Miguel Carrasco y Claudio Pizarro, quienes participaron activamente en
la confeccién de este apunte al transcribir en LaTeX buena parte de las notas manuscritas, elaborar todas las
figuras y sugerir varias ideas para mejorar la presentacion. Sin ellos, la versién actual de los apuntes no existiria.
También debo agradecer a Regina Mateluna por su eficiente y siempre bien dispuesta colaboracion.

Finalmente, quisiera agradecer el financiamiento proporcionado por el Departamento de Ingenieria Matematica
de la Universidad de Chile y por el proyecto Fondef IDEA+.
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Calculo Vectorial






Capitulo 1

Curvas y superficies en

1.1. Curvas

La nocion de curva es la formalizacion matemaética de la idea intuitiva de trayectoria de una particula. Por esta
razén los casos n = 2 y n = 3 juegan un rol principal en lo que sigue.

Definicion 1.1.1. Un conjunto T' C R™ se llamara curva si existe una funcion continua 7 : [a,b] — R"™,
llamada parametrizacion de la curva, tal que

L ={Ft):t € [a,b]}.
Luego, diremos que la curva T' es

1) suave: si admite una parametrizacion de clase CL.
2) regular: si admite una parametrizacion suave 7 tal que || (t)|| > 0, para todo t € I.
3) simple: si admite una parametrizacion inyectiva (i.e. no hay puntos mailtiples).

4) cerrada: si admite una parametrizacion 7 : [a,b] — R™ tal que 7(a) = 7(b).



CAPITULO 1. CURVAS Y SUPERFICIES EN R?

Ejemplo 1.1.2. . Se define la cicloide como la curva descrita por un punto solidario a una rueda (de radio R)
que gira sin resbalar.

Figura 1.1: cicloide
Su parametrizacion viene dada por

7(t) = (Rt,R) — (asent,acost) = (Rt —asent, R — acost),

donde a es la distancia del punto al centro de la rueda.

Notemos que cuando a < R la trayectoria es simple y reqular, mientras que en el caso a > R deja de ser simple
aunque sigue siendo regular.

El caso critico es a = R, pues para este valor la trayectoria es simple pero no es regqular.

a<R

a=R

a>R

U U U

Figura 1.2: trayectoria de la cicloide para distintos valores de a.

Es importante observar que la parametrizacion es siempre suave a pesar de que la curva presenta esquinas, de
hecho, esto obliga a pasar por las esquinas con velocidad nula.
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Ejemplo 1.1.3. La funcion 7(t) = (acost,bsent), t € [0,7/2] parametriza el cuarto de elipse que se ve a
continuacion

FEsta curva puede se parametrizar también mediante 7 (z) = (z,b4/1 — (z/a)?),z € [0, d].

Ejemplo 1.1.4. La funcion #(t) = (acost,asent, 2),t € [0,4n] parametriza una hélice, que realiza 2 vueltas

llegando a una altura h, como se ve en la proxima figura

-

il

/7?—’9
 EE——]

0 47

= -

@\

Podemos pensar que la hélice es una trayectoria que sigue el contorno de un cilindro dado (en este caso de radio
a y altura h).

Insistamos que una curva I' es un conjunto, que no debe confundirse con la parametrizacién que la define. De
hecho, una curva admite muchas parametrizaciones tal como vimos en el ejemplo 1.1.3. Intuitivamente, una
misma curva puede diferentes maneras y con distintas velocidades.

1.1.1. Reparametrizaciéon de curvas regulares

Definicién 1.1.5. Dos parametrizaciones 71 : [a,b] — R™ y 7 : [¢,d] — R™ de una misma curva I' se dicen
equivalentes si existe un cambio de variables continuo y biyectivo 0 : [a,b] — [c,d] tal que 71 (t) = 72(0(t)) para
todo t € [a,b]. En este caso, la funcion 0 se llamard reparametrizacion.

Una funcién continua y biyectiva 6 definida en un intervalo sera necesariamente creciente o decreciente. En el
primer caso diremos que la reparametrizacién preserva la orientacién, mientras que en el segundo caso diremos
que la invierte.

La definicién anterior conlleva naturalmente a preguntarnos lo siguiente
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(1) ¢{Son todas las parametrizaciones equivalentes?

(2) En caso afirmativo, jexiste alguna parametrizacion mas “natural” que las otras?

La respuesta a (1) es en general no, como lo muestra la siguiente curva y las dos parametrizaciones que se
indican a continuaciéon

N\

Figura 1.3: Parametrizaciones equivalentes para la misma curva I'

Sin embargo, se tiene el siguiente resultado que admitiremos sin demostracion.
Proposicion 1.1.6. Sea I' una curva simple y regular. Entonces todas sus parametrizaciones requlares son
inyectivas y equivalentes.

En esta situacion, una parametrizacion regular 7 separa en dos al conjunto de parametrizaciones regulares:

= las que tiene la misma orientacion que 7 (que llamaremos orientacidn positiva), y

= las que tienen la orientacion opuesta (que se llamara orientacion negativa).

Evidentemente las nociones de orientacién positiva y negativa quedan determinadas por la parametrizaciéon
inicial que sirve de referencia. Existe sin embargo una convencién en el caso de curvas planas cerradas y simples,
esta es el escoger la orientacion positiva como aquella obtenida al recorrer la curva en sentido anti-horario.

1.1.2. Parametrizacion en longitud de arco

Sea I'" una curva simple y regular. Sea 7: [a,b] — R™ una parametrizacion regular. Con el fin de definir la
“longitud” de I" procedemos a aproximarla por una poligonal a través de los puntos 7(to), 7(¢1), ..., 7(t,) donde
a=1ty<t; <...<t,=>esuna malla de puntos.

Intuitivamente, cuando el peso de la malla A({t;}) = maxz(t;11 — t;) tiende a cero, la longitud de la poligonal
converge hacia el largo de la curva T'.
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L) = 300, 17(ts) =t

Definicion 1.1.7. Sea I’ una curva simple y regular. Sea 7: [a,b] — R™ una parametrizacion reqular. Definimos
la longitud de T' por:

dr (1.1)

Se cumple el siguiente resultado

n—1
Proposicion 1.1.8. La suma Y ||[7(tit1) — 7(t;)|| converge cuando el paso A({t;}) tiende a cero, hacia la
i=0

integral fab Hg—fH dr. El valor de esta integral no depende de la parametrizacion regular T, y en por lo tanto el
largo de T' estd bien definido.

Definicion 1.1.9. Sea I’ una curva simple y regular. Sea 7: [a,b] — R™ una parametrizacion reqular. Definimos
la longitud de arco s: [a,b] — [0, L(T)]
Y dr
s(t) =

y I

Intuitivamente s(¢) es el recorrido hasta el instante ¢. Claramente

ds dr
220 = || ==
i ‘dT >0

con lo cual s(t) es una biyeccién estrictamente creciente con s y s~ de clase C'. Denotaremos por t: [0, L(I")] —
[a,b] la funcion inversa de s, la cual nos permite reparametrizar la curva I' usando como parametro la longitud
de arco o camino recorrido, vale decir

71 (s) = m1(t(s)), s € [0, L(T)]

Notemos que % (5) = 2= > 0 con lo cual la reparametrizacion preserva la orientacion. Es facil ver que cualquier

I
dr
otra parametrizacion regular conduce a la misma parametrizacion en longitud de arco (salvo orientaciéon) por lo
cual esta puede ser considerada como parametrizacion canonica. La llamaremos parametrizacion natural o en

longitud de arco

Ejemplo 1.1.10. Encuentre la parametrizacion natural de la cicloide 7(t) = R(t —sent, 1 — cost), t € [0, 27]

Respuesta:

7 (s) = 2R <arccos (1 - &) - (1 - é) 1 (1 . &)2,1 - (1 - 4;)2> s € [0,8R).

Ejercicio: Encontrar la reparametrizacion en longitud de arco para la hélice 7(¢) = (acost, asent, %), t € [0, 4x].
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1.1.3. Velocidad, rapidez y vector tangente
Definicion 1.1.11. Consideremos 7 : [a,b] — R™ una parametrizacion regular de una curva simple T'. Definimos
el vector velocidad, la rapidez y el vector tangente, respectivamente, mediante
dr dr ds U dr dr
U = — = || — = — T = — = — —_ 1.
W) =20, o0 =1 0l=S0, T0) TNl (13)

donde s : [0,(T")] — R representa la funcidn de longitud de arco.

Notemos que si 7 es la parametrizacion natural entonces

dr
T(s)=— 14
(5) = 95 (14)
debido a que || Z—i ()|l = 1. Esto nos permite interpretar la parametrizacion natural como aquella que se obtiene

al recorrer la curva I' con velocidad constante unitaria, y ademéas nos indica que el vector tangente s6lo depende
del punto en el cual es calculado y no de la parametrizacion regular i asociada a la curva, salvo por la orientacion.
En efecto, si 71(7) = #(0(7)) con 6 una reparametrizacion, entonces

dry dr dr do dr dé . do
OO = OGN O () =sieno () 76

Enfaticemos que lo anterior nos permite calcular el vector tangente a I' en el punto p € I' de dos maneras
distintas:

(1) T(t) = () /||%(t)|| donde t es tal que 7(t) = P.
(2) Calcular la parametrizacion en longitud de arco 7 (s) y calcular

dry

T(s) = .

con s tal que 7 (s) = P.

En general, el procedimiento (1) es méas directo y por lo tanto sera el mas utilizado.

1.1.4. Integral de Linea

Definicion 1.1.12. Sea I' una curva simple y regular en R™, y sea f : R™ — R una funcion continua definida
en Q D T'. Definimos la integral de linea de f sobre la curva I' mediante:

/F fi = / " f)

donde 7: [a,b] — R™ es una parametrizacion regular de T'.

flf(t)H dt, (1.5)
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Es facil verificar que el valor de la integral definida en (1.5) no depende de la parametrizacion regular elegida.

Una aplicacion de la integral de linea es el célculo de la masa de un alambre parametrizado por 7 : [a,b] — R3.
En efecto, si suponemos que la densidad lineal de masa de este alambre [gr/cm] esta dada por la funcion continua
p(z,y, z), que depende de la posicion dentro del alambre. Entonces, la masa total del alambre puede aproximarse

por
k—1

M= p(F(t)[7(Eigr) — 7(E)]]- (1.6)

s
I
=

Usando los mismos argumentos para definir la longitud de arco, podemos mostrar que cuando el paso de la
malla A({t;}) tiende a cero, la suma anterior tiende a la integral de linea .. pdl.

Ejemplo 1.1.13. La densidad de masa de un alambre helicoidal parametrizado por 7#(t) = (cost,sent,t), t €
[0, 2], viene dada por
pla,y,z) = a® +y* + 2%

Luego, la masa total del alambre serd

2m
M:/ (cos®t +sen®t + %) ||(—sent, cost, 1)||dt
0

- \/5/0%(1 +t%)dt = V2 (27r+ §w3) :

1.1.5. Centro de Masa

El centro de masa de una curva I' C R?, cuya densidad lineal de masa es p : R® — RR, se define como el punto

de coordenadas: ) . )
ra M /sz ) Ya M /pr ) 2G M /sz )

donde M es la masa total de la curva.

Ejemplo 1.1.14. FEl centro de masa de la hélice del ejemplo 1.1.13 esta dado por

1 21 1 2m 6
== st (14 2)V2dt = —————— t? costdt = ——,
TG M/o cost (1+1%)V2 (27r+§7r3)/0 cos B+ 407
_1/2Wsent(1+t2)\/§dt—1/277152 Sentdt—i
Y¢ =M 0 C@er+ i) ) (3 +4m2)’
1 [ 1 3m(1 + 27?)
=— t(1+2)V2dt = ————2n2 +4rt)y = 2=/
o M/o 1+ 2r 1 %773)( ™A = T

1.1.6. Curvatura y vector normal

En primera aproximacion, la trayectoria de una particula que se mueve siguiendo la parametrizacion 7(t), se
aproxima a una recta cuya direccion viene dada (localmente) por el vector tangente T'(t). Cuando estudiamos las
variaciones de la velocidad, esto es la aceleracion de la particula, vemos que esta se produce ya sea por el cambio
en la magnitud de la velocidad, o bien cambios en la direccion de la velocidad. Asi por ejemplo, en moviminto
rectilineo (T'(t) es constante) la Gnica aceleracion posible proviene de la variacion de la rapidez y esta dada por
%T(t). Por el contrario, en un movimiento a lo largo de una circunferencia de radio R a velocidad angular
constante w, la rapidez es constante e igual a wR. Sin embargo, por efecto del cambio en la direccion de la
velocidad aparece una aceleracion centripeta de magnitud ‘”—RQ y que apunta hacia el centro de la circunferencia.
En lo que sigue veremos que en un movimiento general 7(¢), la aceleracion puede descomponerse en estos dos
tipos de aceleraciones: una componente tangencial y una componente de tipo centripeta. Para ello identificaremos

la circunferencia que mejor aproxima (instantaneamente) la trayectoria.
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Figura 1.4: vector Tangente, Normal y Binormal.

Intuitivamente, la curvatura aparece por efecto de la variacién del vector tangente, respecto de la longitud de
arco. Mientras mas rapida sea esta variacién, mas cerrada sera la curva y menor el radio de la misma. Estas
consideraciones intuitivas permiten afirmar lo siguiente

Definicion 1.1.15. Definimos la curvatura de la curva I' mediante

dT
k(s) = ||— 1.
=] %0 17)
Cuando k(s) > 0 definimos el radio de curvatura y el vector normal, respectivamente como
1 dT dT
RO = g Ve =50/ |56 (18)

Notemos que N(s) L T(s). En efecto, esto se obtiene de derivar la identidad |T(s)||* = 1, de modo tal que

d 2 dr
0= ST =27(s) - S (s).

debido a lo engorroso que puede llegar a ser el calculo explicito de la parametrizaciéon en longitud de arco, vale

la pena tener expreciones para la curvatura, radio de curvatura y vector normal, calculable a partir de una
parametrizacion regular cualquiera 7(t). Eso es relativamente facil utilizando la regla de la cadena.

AT dT dt dT /ds

G T d s ds/ di (1.9)
= H‘Z(t)H /(j;(t) (1.10)
R= % (1.11)
-/l

1.1.7. Vector binormal y Torsién

En esta secciéon restringiremos nuestro estudio a n = 3.
Definicion 1.1.16. Definimos el vector binormal B mediante
B=Tx N,

donde la operacidn x denota el producto cruz entre dos vectores de R3.
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Figura 1.5: vector Tangente, Normal y Binormal.

Hemos visto que los vectores T'y N son ortogonales entre si, pero varian a medida que nos movemos por la
curva. En consecuencia el vector B variara también (a menos que la curva sea plana).

Notemos que

dB dT dN dN dN
E—EXN—I—TXE—]{:NXN—&-TXE—TXE,
obteniendo asi que % es ortogonal a T. De otra parte, sabemos que

dB d (1
B-—=—(=|B|*) =0
ds ds <2 1Bl >
lo cual implica que % es también ortogonal a IV, concluyendo finalmente que % es proporcional a N. Esto nos
permite hacer la siguiente definicion.

Definicion 1.1.17. Definimos la torsion asociada a la curva como la siguiente magnitud

T(s)=—N(s)- Cfi—f(s)

La torsion se puede interpretar como la tasa a la cual el vector binormal “persigue” al vector normal. Notemos
que no es necesario trabajar con la parametrizacion en longitud de arco ya que se tiene:

() = ~N(1)- (ff(t)/j‘j(t)) . (1.13)

Ejemplo 1.1.18. Consideremos la hélice 7(t) = ar(t) + 21k

Pl N
<
I N 77
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donde #(t) = (cost,sent,0), O(t) = (—sent,cost,0) y k = (0,0,1) denotan los vectores unitarios de las coorde-
Y

nadas polares o cilindricas. Notemos que %(t) = 0(t) ’le—(t) = —7(t). Se tiene que

T(t) = (af(t) + hk)/\/a% + b2, N(t) = —#(t),
B(t) = (ak — hO(t))/\/ a® + h2, Cil—]f(t) N (1),
T(t)=h/(a®>+h?), k(t)=a/(a®+h?).

1.1.8. Foé6rmulas de Frenet

Considerando las definiciones dadas en esta seccion, las siguientes relaciones se satisfacen:

(1) 9 = kN,

dN
() % = —kT+ 7B,

() 28 = —TN,

donde todas las funciones implicadas estan evaluadas en s, el camino recorrido.

Las relaciones (I) y (III) son consecuencias directas de las definiciones establecidas. Probemos la relacion (II):
dado que N = B x T se obtiene

dN dB dT
— =—xT+Bx—=-TNxT+Bx(kN)=TB —kT.
ds ds ds

Notemos que en la segunda igualdad se utilizaron las relaciones (I) y (III).

Veamos ciertas aplicaciones de las formulas de Frenet.

Proposicion 1.1.19. Las siguientes propiedades son ciertas:

1. Una curva con curvatura nula es una recta.

2. Una curva sin torsion es una curva plana.

Demostracioén. 1) Si k = 0, de la formula de Frenet (I) se tiene que ﬂ = 0, es decir, que T'(s) = Ty constante

para todo s. De esta manera se concluye que

7(s) = 7(0) + /O Tods = 7(0) + sTp.

2) Si T =0, de la formula de Frenet (III) se tiene que 42 = 0, es decir, que B(s) = By constante para todo s.
Entonces

d dr’
LBy 7 =B _B.T=
ds( 0-7)=Bo- ds 0,

y luego B -7 es siempre constante (e igual a By -7(0)), esto quiere decir que la curva pertenece al plano ortogonal
a By y que pasa por 7(0), el cual esta dado por

By - (7(s) — 7(0)) = 0.
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1.1.9. Planos de Frenet

Sea I' € R? una curva regular y consideremos 7: [a,b] — R? su parametrizacion en longitud de arco que
supondremos dos veces diferenciable. Consideremos T'(s) y N(s) los vectores tangente y normal (unitarios) a
7 en el punto s. Los vectores T'(s) y N(s) determinan un plano, llamado plano osculador de 7 en el punto
s. Por definicion el vector binormal B(s) es unitario (en efecto si u y v son vectores entonces |lu x v|| =
lull® lo]l* = (u,v)2) v es ortogonal al plano osculador por lo tanto un punto Z € R? pertenccera a este plano si

satisface la ecuacion:
(Z —7(s)) - B(s) = 0. (1.14)

El plano definido por los vectores N(s) y B(s) se llama plano normal de ¥ en s y por lo tanto tiene por vector
normal a T'(s). La ecuacion del plano normal esta dada por:

(Z—7(s))-T(s)=0. (1.15)
Se llama plano rectificante de 7 en s al plano que pasa por 7(s) y que es ortogonal al plano osculador y al plano
normal y por lo tanto tiene como vector normal a N(s). Su ecuacién viene dada por:

(Z—7(s)) - N(s) =0. (1.16)
A las rectas que pasan por 7(s) y tienen vectores paralelos T'(s), N(s) y B(s) se les llama, respectivamente,

recta tangente, recta normal y recta binormal de 7 en s. Es claro que las ecuaciones paramétricas de estas rectas
corresponden respectivamente a

#=7(s)+1T(s), teR, (1.17)
Z=7(s)+tN(s), teR, (1.18)
#=i(s)+1B(s), teR, (1.19)

donde t € R es un parametro.

Plano Normal

Plano Rectificante

Plano Osculador

I{s)

B(s)

Figura 1.6: planos Osculador, Normal y rectificante.

1.2. Coordenadas ortogonales

Las coordenadas cartesianas no siempre son las més comodas para describir curvas (trayectorias), superficies,
voltimenes y otros objetos geométricos. En diversas ocasiones el problema en estudio posee ciertas simetrias que
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no se ven reflejadas al utilizar estas coordenadas. Asi, se hace evidente el estudiar formalmente un sistema de
coordenadas arbitrario, al cual nos referiremos por sistema de coordenadas curvilineas.

En general, un sistema de coordenadas curvilineas es una transformacion invertible 7 : D C R3 — RR?, de modo

que a todo triplete (u,v,w) € D le corresponde un tGnico punto en el espacio

(u, v, w) = (z(u, v, w), y(u, v, w), 2(u, v,w)).

1.2.1. Triedro ortogonal y factores escalares

Asociado a un sistema de coordenadas curvilineo, dado por 7, se define un triedro de vectores unitarios de
la siguiente manera. Supongamos que 7 es diferenciable, fijemos (ug,vp, wp) € D y consideremos la curva
parametrizada por u — 7(u, vg, wp). Si ||g—§(uo, vo, wp)|| # 0, entonces el vector tangente a la curva en el punto
7(ug, v, wp) estd bien definido y se expresa como

a= 20 /12 )
u = au U07’U07'LU0 8“ U07’U0,U}0

Similarmente, asumiendo que ||%(u0,v07w0)\| #0y ||g—;(u0,vo,w0)|| # 0, los vectores tangentes 0 y w a las
curvas parametrizadas por v — 7(ug,v,wp) ¥ w — 7(ug,vo, w) estan bien definidos. Todo esto se establece a
continuacion.

Definicion 1.2.1. Supongamos que g—i # 0, g—i <0y % # 0 en el punto (ug,vy). Definimos el triedro de

vectores unitarios, @, ¥ y w, asociados al sistema de coordenadas dado por ¥, el punto #(ug,vo,wp), mediante

uzZZ/HSZ Ca=or) o, w:g;/ng; | (1.20)
También llamaremos factores escalares a los siguientes valores reales
or or or
|3 -5l -l
De esta forma se obtiene que
. 107 1 0r . 1 or
YTheoi ' T hyor VT hy 0w

Veamos ahora algunos sistemas de coordenadas clésicos.
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1.2.2. Coordenadas cilindricas

Para este sistema de coordenadas la posicién de un punto P en el espacio queda determinada por tres variables,

p, 0 v z, como muestra la siguiente figura:
-y
6 € [0,2n]

z€R

Entonces, la relaciéon entre las coordenadas cilindricas y cartesianas viene dada por

(p,0,z) = (z(p,0,2),y(p,0,2),2(p,0,2)) = (pcosf, psen, z).

Reciprocamente, a un punto descrito por lo valores x, y e z, en coordenadas cartesianas, le corresponden los
siguientes valores en coordenadas cilindricas

p=+x2+y% 60 =arctan (g), z=z.
x

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario asociado a este sistema de coordenadas.

o7
8—; = (cosf,senf,0) = h, =1,
or
— = (—psenb,pcosf,0) = hg = p,
o0
or
& 0,01) = h. =1,
=001
obteniendo finalmente que el triedro es:
p = (cosf,sen,0), 6= (—senf,cos6,0), 2= k= (0,0,1). (1.22)
z
| z A
| 0
I ~
I - | L [;
|
I |
| Yy
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1.2.3. Coordenadas esféricas

Un tipo de geometria que aparece con frecuencia en las aplicaciones es la geometria esférica. Para el sistema de
coordenadas ligado a esta geometria, la posicion de un punto P esta determinada por un radio r y dos angulos

0 y ¢, como se muestra en la figura.

r € [0, 4+o0[
0 € [0,2n]

Asi, tenemos para un punto descrito usando los valores r, 8 y ¢ la siguiente representaciéon
7(p,0,z) = (rsenpcosf,rsenpsend,rcos ).

Reciprocamente, para un punto dado en coordenadas cartesianas, es decir descrito usando x, y y z, se tiene la

relaciéon

Vo
r=+/224+y>+ 22, 6 =arctan (Q) , = arctan <x+y> .
x z

Calculemos los factores escalares y el triedro unitario

oF
8—T = (sencosf,senpsenf, cosp) = h, =1,

,
or
2 = (—rsenysend, rsenycosf,0) = hy = rsenp,
or
99 = (rcospcosf,rcospsend, —rseny) = h, =r,

obteniendo

7 = (sen ¢ cos 8, sen g sen d, cos p), 6= (—senf,cos6,0), @ = (cospcosh,rcospsend, —senyp). (1.23)
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1.2.4. Coordenadas toroidales

Este nuevo sistema no corresponde exactamente a la nociéon de sistema de coordenadas definida anteriormente,
pues no permiten describir el espacio R? completo. Sin embargo, el analisis anterior sigue siendo vélido.

En estas coordenadas, dado un radio mayor R fijo, la posiciéon de un punto P queda determinada por un radio
menor r y dos angulos 6 y ¢ como muestra la figura.

El vector posiciéon viene dado por:
7(r,0,¢) = (R+rsenyp)cosb, (R+ rseng)send,rcosyp), rel0,R],0¢€]l0,2r), p€l0,n].

Entonces, los vectores unitarios y los factores escalares resultan ser:

h, % = (senycosf,senpsend, cosp); h, =1,
hy : %:(—(R—|—rsen<p)sen9,(R+7“seng0)cosﬁ,0); ho = (R+ rseny),
or

hy &0:(rcosgocos@,rcosgosen@,frsencp); hy, =r.
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De donde obtenemos
7 = (sen pcos B, senpsenf, cos p); 0 = (—senf,cosf,0); G = (cospcosh,cos psend, —sen ).

Es facil verificar que 7, 0 y ¢ son mutuamente ortogonales.

Notemos que en todos los sistemas de coordenadas anteriores, los triedros calculados resultan ortogonales.
Esta propiedad no es valida en cualquier sistema de coordenadas. Sin embargo, en lo que sigue limitaremos
nuestro estudio a sistemas de coordenadas que si satisfagan esta propiedad, los cuales seran llamados sistemas
ortogonales.

1.2.5. Gradiente en coordenadas ortogonales

En las aplicaciones, muchas magnitudes escalares se expresan de manera natural como una funciéon descrita en
un sistema de coordenadas curvilineas distinto al cartesiano. A modo de ejemplo y motivacién, pensemos en el
potencial gravitacional engendrado por una particula de masa M que se encuentra en el origen. Su expresion
en coordenadas cartesianas es

GM
V(z,y,2) = B R R
VI +y:+z
mientras que en esféricas se tiene
GM
V(r,0,p)=V(r)= o

Resulta entonces interesante obtener una expresion para el gradiente de una funcién diferenciable f : Q C R? —
R? en términos de un sistema de coordenadas curvilineas dado.

Sea 7: D C R® — RR? un sistema de coordenadas que supondremos ortogonal, y consideremos la funciéon f
descrita usando este sistema, es decir f : (u,v,w) — f(#(u,v,w)). Si esta funcion es diferenciable en todo
(u,v,w) € D tal que 7(u,v,w) € , gracias a la regla de la cadena se tiene

0 or "
%(fofﬁ—vﬁa—huvf-u,
0 or R
%(fof'):Vf~%:hUVf-v7
0 o or .
a—w(for)—Vﬂa—w—thf-w,
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donde h,,, hy, y hy son los factores escalares, y (4, 0, w) el triedro, asociados al sistema de coordenadas dado
por 7. Entonces, de la ortogonalidad de 4, 0 y @ deducimos que

190 0 1 0 N
Notemos que en el caso de las coordenadas cartesianas, lo anterior corresponde a la expresién habitual para el
gradiente
of . of . of;
= Li4 mj4+ =k
Vf 3 i+ ay 7+ 3

Ejercicio. Exprese V f en coordenadas esféricas y cilindricas.

Ejemplo 1.2.2. Volvamos al ejemplo del potencial gravitacional V- = —=%. El campo de fuerzas generado por

este potencial viene dado por F = V'V, que de acuerdo a la expresion (1.24), se escribe en coordenadas esféricas
como Ssigue

Verifiguemos lo anterior mediante un cdlculo directo. Dado que

M
Vi(z,y,2) = S —
Vaz+y?+ 22
tenemos que
o —GMzx o —GMy [ —GMz

dr (@2+y2+22)8 Oy (@424 0 (@442

Ast se concluye la expresion

-GM A - A -GM zi+yj + 2k B —GM72

VW=——"——=—=(zi+yj+z2k) = =
($2+y2+22)%( Yy ) 22+ y2 + 22 /7x2+y2+22 r2

En general, hemos deducido que si g :]0;00[— R es una funcion diferenciable, entonces g(r), como funcion en el
sistema de coordenadas esféricas representado por sus componentes (r,0, ), tiene como gradiente a la funcion

Vg =g (r)f. (1.25)

1.2.6. Diferencial de volumen

El objetivo de esta secciéon es describir el diferencial de volumen para un sistema de coordenadas curvilineas
ortogonal arbitrario. Para esto, consideremos el paralelogramo definido por dos vectores @ y b

=N

’Q/\
\/\
/
N
) )i
;-2
N\
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Es facil ver que el drea A de este paralelogramo viene dada por
A= ||a| - |[bl| sen & = [|@ x b]|.

En el caso de un paralelepipedo definido por tres vectores d@, b y € tal como lo muestra la siguiente figura

el volumen V viene dado por

V = base - altura =||@ x b||| &

Notemos que €- (@ X b) = det(a, b, &).

Si Q C R? es una regién méas complicada, sabemos que

Vol(Q):/ 1dV:// dxdydz,
Q
Q

siempre que la integral exista. Decimos entonces que el elemento de volumen en cartesianas viene dado por
dV = dzxdydz.

Supongamos ahora que hemos descrito el conjunto € mediante un sistema de coordenadas (u, v, w) — 7(u, v, w)
con D = #71(). La féormula de cambio de variables para la integral de una funcion integrable f: Q C R?® — R
viene dada por

/ f= / (f-7)|JF] donde J7 es la matriz Jacobiana de . (1.26)
Q D

Lo que aplicado a nuestro caso implica

///fxy, dxdydz—///f U, v, W) ’det(SZL gz g;)

Aplicando lo anterior a la funcién constante f = 1 obtenemos que

dudvdw.

or or or  or
Vol ///’d ' <5u o’ 8w> dudvdw = ///‘ <8u 7 ) dudvduw.
Concluyendo que en este caso
or ,or
av = |8 (% X o= |dudvdw (1.27)

el cual se interpreta como el volumen infinitesimal que corresponde al paralelepipedo definido por lo lados %du,
dv y ar dw.



1.2. COORDENADAS ORTOGONALES 21

or
ow dw

or
%dv

dw

L
-

Cuando 7(u,v,w) define un sistema ortogonal, entonces

or or or

— =hy -0 — =hy 0 — =hy W

ou “ v Y ow v

donde 4, ¥, y w son mutuamente ortogonales y unitarios. Es directo entonces ver que
or or or

’7 . (7 X 7)’ - huhvhwa

ow “OJu Ov

y por lo tanto, se concluye de (1.27) que en este caso se tiene
dV = hyhyhy dudvdw. (1.28)

En otras palabras, para calcular el volumen de 2 se suma sobre todo (u, v, w) € D el volumen del correspondiente
paralelepipedo rectangular

s

hopdw

.

hydu
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Ejemplo 1.2.3. Calculemos el diferencial de volumen para el sistema de coordenadas cilindricas y esféricas:
Coordenadas cilindricas: (p, 0, z).

Tenemos que h, =1,hg = p,h, =1, por lo tanto dV = pdpdfdz.

dz |[2F
dV = pdpdf dz
z
0 p
pdf

Coordenadas esféricas (1,6, ).
Tenemos que h, =1,hg =rseny,h, =1, entonces dV = 2 sen(p)drdfdey.

dV = r?sendrdf dy

7 sen pdf

Finalmente, aplicamos lo anterior a las coordenadas toroidales.
Coordenadas Toroidales:

Hemos visto que para el sistema de coordenadas toroidales:




1.3. SUPERFICIES 23

la posicion de un punto viene dado por

7(r,0,¢) = (R+rsenp)cosb), (R+rsenp)send,rcosyp), rel0,R],0¢€]l0,2n), pecl0,nr]

De este modo, como para una funcion f = f(r, 6, ¢) sabemos que (ref. (1.24))

10f . 16fé 1 0f .

se obtiene la expresion
af . 1 of » 10f .
Vf=—-— — 0+ ——0. 1.29
/ 8TT+R+rsen<p89 +T(9Lp(p (1.29)
Por otro lado, el diferencial de volumen
dV = hyhehydrdfde
se calcula como sigue
dV = r(R + rsen p)drdfde. (1.30)

1.3. Superficies

1.3.1. La nocién de superficie

Intuitivamente una superficie es un conjunto S € R? que localmente se asemeja a un plano. El fenémeno fisico
més cercano podria ser el de una membrana delgada, donde una de las dimensiones (espesor) es despreciable
frente a las otras.

Asi, las superficies aparecen en los modelos como los conjuntos frontera que separan dos medios o dos fases
dentro de un fluido.

Definicion 1.3.1. Un conjunto S C R? se llama superficie (o variedad bi-dimensional) si existe una funcion
continua 7 :  C R? — R3 tal que
S ={ru,v) : (u,v) € Q},

donde Q es un conjunto conexo en R?. La funcién 7 se llama parametrizacion de la superficie.

Podemos pensar en la parametrizaciéon 7 como una funciéon que “tuerce” el conjunto plano S en IR3.
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Tlustremos esta idea con una superficie toroidal de radios (R, a)

— — 9

==

En el siguiente ejemplo veremos ciertas parametrizaciones asociadas a figuras geométricas conocidas

Ejemplos 1.3.2. El hemisferio superior del casquete esférico de radio R y centro en el origen

z

se puede parametrizar como sigue:
™(0,6) = (Rsen¢cosf, Rsen ¢psend, Rcos ), 6 € [0,27), ¢ € [0,7/2],

'FQ(Iay) = (xvya R2 - x2 - yQ)a (Iay) € B(O7R)

Consideremos también el siguiente manto de un cono
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e — - - - — _- _ — =

\
<

Para esta figura, algunas posibles parametrizaciones son:

. h _
Tl(zvy) - (I,y, g V x? + y2)7 (I7y) € B(Oaa)v
1
Ta(r,0) = W(ra cosf,rasend,rh), r € [0,/ h?+a?], 6 € [0, 2m),
a
73(r,0) = (rcos@,rsenb,rh/a), r € [0,a], 6 € [0,27).

Estas tres parametrizaciones se obtienen usando coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas, respectiva-
mente. Notemos 75 y T3 son suaves incluso en el vértice del cono, mientras que 71 presenta problemas de
diferenciabilidad en este punto.

Finalmente, la parametrizacion de la superficie del Toro ge radios (R, a):

viene dada por:

—

71(0,¢) = (R+asenp)cosh, (R+ aseny)send,acosy), 6 € [0,27), ¢ € [0,2m).

En los ejemplos anteriores hemos podido notar que al igual que para las curvas, existen varias parametrizaciones
asociadas a una misma superficie.

Terminamos esta seccién haciendo las siguientes definiciones.

Definicion 1.3.3. Diremos que una superficie es suave si admite una parametrizacion continuamente diferen-
ciable (C*). Una superficie se dird suave por pedazos si es una union finita de superficies suaves.

Diremos también que una superficie es simple si admite una parametrizacion inyectiva.

El concepto de superficies requlares lo introduciremos mds adelante.
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1.3.2. Vectores tangente y normal a una superficie
Consideremos una superficie suave S C IR?, cuya parametrizacion 7 : D C R? — R? es suave y simple. Para un

punto (ug,vo) € int(D) dado, las funciones 7(-, vg) y #(ug, -) definen curvas sobre S en una vecindad de ug y vo,
respectivamente.

Vo

D

uo U

Definimos entonces los vectores tangentes a S en 7(ug, vg) de la manera siguiente:

Definicion 1.3.4. Supongamos que 2& # 0 y 2—5 £ 0 en el punto (ug,vo). Definimos los vectores tangentes a

ou
S en #(ug,vg) mediante
. or  or . or o
= %/H%Hy = %/H%H, (1.31)

donde cada una de estas funciones estd evaluada en (ug,vo). Estos vectores también serdn denotados por t, y
t,, respectivamente.

Diremos que la parametrizacion 7 asociada a la superficie S es regular si los vectores tangentes 4 y ¥ son
linealmente independientes. En tal caso, llamaremos plano tangente al plano generado por @ y v, y definiremos

el vector normal a S en #(ug,vg) como
n="1x0/||ux v (1.32)

Finalmente, diremos que una superficie S es regular si admite una parametrizacion regular, y que es regular
por trozos si estd compuesta por una union finita de superficies regulares.

En general, los vectores tangentes @ y © dependen de la parametrizacion. Sin embargo, el plano tangente y el
vector normal son tnicos, este ultimo salvo por el signo.

Ejemplo 1.3.5. Consideremos la esfera de radio R:
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cuya parametrizacion viene dada por
7(0,¢) = (Rsen ¢ cos, Rsen ¢psenf, Rcos @), 6 € [0,27), ¢ € [0, ).
Luego, los vectores tangentes son

6= (—senf,cos0,0) y &= (cosdcosh,cossend, —sen ),

y el vector normal es
7 = (sen ¢ cosf,sen psend,cosd) = ¢ x 0.

Para el manto de un cono de radio a y altura h:

se tiene la siguiente parametrizacion
7(r,0) = (rcos@,rsend,rh/a), r € [0,a], 6 € [0,27).

Entonces, los vectores tangentes son:
. h- R
(r+gk)/\/1—|—(h/a)2 y 0,

donde 0 corresponde al vector unitario polar (descrito anteriormente para la esfera), k = (0,0,1), y ahora
7 = (cosf,sen,0). Finalmente, el vector normal asociado es i = (k — 27)/\/1+ (h/a)?.

1.3.3. Area e integral de superficie

El area de un paralelégramo definido por los vectores d y b esta dada por ||@ x 5||, lo cual se desprende de la
siguiente figura:

\
— / \\
\
b B

<
/
%/

/

/ -
\ /[ -~

a
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En resumen
A= |dl| - |[o]] - |sen ] = [|a@ x b (1.33)

Luego, para aproximar el area de una superficie procedemos a subdividir en pequenas celdas como se indica en
la siguiente figura:

z
v
_ D (-, )
i S
/ /—\
K
)
7 Y
\:___,/
v x
Ampliamos la region ennegrecida:
7N -
7 ~ .
(-, ) Z ~ )’F(um’l}j)-&-%Au
/\ Z
Av 7
7
Uj
Au %\/ ~ %Au
~ ?—jAv (i, vy)

U;
De esta manera, podemos estimar el area (AA);; de la regiéon ennegrecida como sigue

oF  OF
AS) =D (AA); ~ ) Hau X o
0,J

%

— —

or or
(AA)ij — Hau(uiavj)AU X %(ui,vj)Av

or or
Xi

— AuAv.
ou Ov usv

Sumando se tiene
AuAv.

Pasando al limite, se demuestra que la suma converge a la integral doble

or or
JJ |5t < Gt
D

lo cual motiva las siguientes definiciones.

dudv,

Definicién 1.3.6. Sea S una superficie simple y regular, y ¥ : D C R?> — R? una parametrizacion regular de
ésta. Definimos el drea de S mediante:

A(S) = // Hg;(uw) X %(u,v) dudv.
D
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Definicién 1.3.7. Sea S una superficie simple y regular, y ¥ : D C R?> — R? una parametrizacion regular de
ésta. Si p: Q CIR3 — R es una funcion escalar continua definida en un abierto Q que contiene a S, definimos
la integral de superficie de p sobre S mediante:

//pdA // #(u, v) H Z(uv)xg(u,v)

Notemos que los conceptos antes definidos no dependen de la parametrizacion regular elegida, es decir, si ¥, = 7of
es una reparametrizacion de la superficie S, donde 6 : D; € R? — D es un difeomorfismo (6 y =1 de clase C!),

entonces
. 877 om 7 or
//p(rl(&t))Ha t)xa— (s,t) ‘ dsdt = // 7(u, v) H u(u v)x%(u,v)
Dy

con lo cual la integral [[ pdA no cambia bajo reparametrizacién. La demostracion es una simple aplicacion

dudv.

dudv,

D
del teorema de cambio de variables para integrales dobles. En efecto, sabemos de la regla de la cadena que las
siguientes igualdades son satisfechas:
Of _0ron,  OroR,  On _ 0rob, 07 s,
ds Ou Ods = Ov 0s’ ot Ou ot  Ov ot

Por lo que se tiene

o o _ or O (00,00, 09,00,
0s ot Ou Ov \ Os Ot Os ot )

Finalmente, aplicando el teorema de cambio de variables se deduce

// (7 (5.1) Ham 8r1 dsdt = // st)))ngng
u (Y

// fxﬁ

v

Observacion. Es importante que la parametrizacion 7(-) usada para calcular [[ pdA sea simple y regular con
s

% BGU 00, 00,
Os Ot ds ot

‘ det ng

dsdt,

dudv.

el fin de evitar el sumar dos veces la misma regiéon. El analogo en curvas es que la parametrizacion no debe
devolverse y pasar dos veces por el mismo segmento de la curva.

Notemos que si p representa densidad superficial de masa o carga eléctrica, la integral [[ pdA representa la

s
masa total o la carga eléctrica total contenida en la superficie S, respectivamente. La nociéon de centro de masa
se extiende entonces naturalmente al caso de superficies de la siguiente manera:

1 1 1
G:M//xpdA; yG:M//ypdA; zG:M//zpdA (1.34)
S S S

donde M = [[ pdAy dA = ||Z x IZ|| dudv. Podemos resumir lo anterior con la siguiente notacién vectorial
S

1
TG = M// rpdA, con 7= (z,y,z2). (1.35)
s

En otras palabras, intuitivamente se tiene que el diferencial de masa esta dado por dm = pdA.

Observacion. Las definiciones establecidas en esta seccién pueden extenderse trivialmente al caso de una
superficie S regular por trozos.
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Ejemplo 1.3.8. Calculemos el area la superficie de una esfera

z

cuya parametrizacion sabemos que esta dada por

7(0, ) = R(cos O sen @, sen f sen o, cos @), 0 €10,2m), ¢ € [0,7].

Aplicando las formulas definidas en esta seccion se obtiene

27 27
9= L szl )
2
:// R2|seng0|d9d<p=4ﬂ'R2.
o Jo

Ejemplo 1.3.9. FEl area de la superficie del cono, que se ve en la siguiente figura

8
’ Rsengp& X chHdecp

z

Yy cuya parametrizacion es z

(p,0) = (pcos@,psen@, f;h) , p €[0,a], 8 €[0,2m),

viene dada por

87“ 87"

27 a 2w h~
/ / 'd@dp:/ / (ﬁ — )xp@Hd&dp
o Jo a
a 27 R h h 2 a
:/0 /0 ka—a[)Hdepz 1+ (a) ~27r/0 pdp = ™/ a? + h2.
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Ejemplo 1.3.10. Calculemos finalmente el area de la superficie de un Toro de radios (R,a), donde a < R.

Recordemos que la parametrizacion del Toro viene dada por

7(0,0) = (R4 aseny)cosf, (R + asen ) sen b, cos ), 0 €10,2m), ¢ € [0,2m).
Luego, el area queda determinada como sigue

2 2m 2m 2
SRVAVA R A A
2m 2m 2m 2
= / / a|R + asen p|dpdd = / / a(R + asen ¢)dpdd = 4raR.
o Jo o Jo

Ejemplo 1.3.11. Calculemos el drea del Helicoide

6
r R—i—asencp@xagoHdgodO

Figura 1.7: helicoide de radio 1 y altura 1

Para esto parametrizamos en cilindricas 7(p,0) = (r cos6,rsen 6, %) De esta forma se obtiene:

27 27
/ / dodr — / /
27 h 2
/ / dOdr = 1/ r? + ( > dOdr
27r7’ h? e
/ 1+ dr— / V14 u2du
o

- [um—i—ln (u+ +1)} Ka

n 1

2w

fhiz %J 1+ 2ma +1 27T7a+ 1+ %J ’
Cdm | h h h

87“ 7 X (T9 + k) H dfdr

A(S) =

~—

k——@

Por ejemplo, para a =1 y h = 27 se tiene que

A(S) = n[V2 +In(1 +V2)].
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Finalmente, la masa del anterior helicoide cuando la densidad es p(z,y,z) = \/1+ 22 +y?, y h = 2w viene
dada por
a 27 a 3
m:/ / \/1+r2-\/1—|—r2d9d7“:27r/(1+r2)dr:27r(a—|—0;>.
0o Jo 0

1.3.4. Superficies Orientables

Terminaremos este capitulo haciendo una definicién que sera se importante en el proximo capitulo.

Definicion 1.3.12 (Informal). Diremos que una superficie S es orientable si podemos decidir sin ambigiiedad
cual es cada uno de los lados de al superficie. En el caso que el vector normal n exista en todo punto de la
superficie (lo que ocurre, por ejemplo, para una superficie S regular), diremos que es orientable si el vector
normal puede ser definido como una funcién continua 7 : S — R3.

ﬂ
n

Ejemplo 1.3.13. La esfera unitaria puede orientarse segiun © o segun —r.

z

Ejemplo 1.3.14. La banda de Mdbieus, que se muestra en al siguiente figura, no es orientable ya que se puede
pintar toda la banda sin cambiar de lado. En otras palabras, ambos lados de la banda se confunden.

S
I N N AN
I I R W
IR
e

Cuando S sea una superficie cerrada y orientable, diremos que S esta orientada segin la normal ezterior si la
normal apunta, para todo punto de la superficie, en direccién contraria al volumen encerrado por la superficie,
y diremos que esté orientada segin la normal interior en caso contrario.
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Observacién. Si S es regular y ¢ : D C R? — R? es una parametrizaciéon regular de S podemos definir el

campo de normales como

—

= 3(00) = 52 00) x 2w | ) x 0

Notemos ademés que cambiando el orden de las variables obtenemos la orientacién opuesta.

1.4. Ejercicios
Ejercicios Resueltos

1. Considere la parametrizacion 7 : [0,27] — R? definida por
7(t) = (cos®t,sent,0). La curva ([0, 27]) recibe el nombre de astroide.

Y

N
/

(i) Calcule el vector tangente, normal y binormal, la curvatura y la torsion a la curva en los puntos
donde tenga sentido. Justifique brevemente en cuales puntos estas nociones estan bien definidas.

(ii) Calcule ademas la parametrizacion en longitud de arco y el largo total de la curva.

Solucion.

El vector tangente viene dado por:

() = (—cosf,senb,0) O<t9<%\é7r<t9<377r
(cosB,—sen®,0) 7 <O<7mV <0<2m.
s 3

Notemos que este vector no esta definido en 0, 5, 7, 5, 27. En efecto,

70+ h) — 7(0)

i _t L = —-1,0,0

hir{)l‘*' h ( b )
(27 + h) — ()

i = (1,0,0

i “EE (1,0.0)

entonces 7 no es diferenciable en 0 y 27. Ademas,
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lo cual implica que 7" no es diferenciable en 7. Asi también

(7 + h) — 7(m)

Ii = (1,0,0
it h (1,0,0)
7(m+ h) — 7(m)
Im ———= = (-1,0,0
Mo Y (=1,0,0)
implica que 7 no es diferenciable en 7. Finalmente,
7 +h) = ()
Ii 2 2 = (0,-1,0
Pt h (0.-1,0)
A +h) = TC)
1i 2 2 = (0,1,0
ho h (0,1,0)
implica que 7 no es diferenciable en 37"
El vector normal esta dado por:
N(O) = (senf,cosf,0) 0<f<ZIvm<f<3t
(—senf,—cosf,0) Z<60<mV3 <f<2m
El vector binormal es determinado como sigue:
ParaO<9<g\/7r<9<37
i j k
B@)=TxN=| —cosf senf 0 |=(0,0,—1).
senf cosf 0O
Ypara7<9<7r\/ < 0 < 2m:
i J k
B#®) = TxN=| cos®@ —senf 0 |=(0,0,—1).
—senfl —cosf 0
La curvatura de esta figura viene dada por:
Para 0 < <ZVr<O<ITyIZ<f<aVi<o<2m
o=|a|/al -+
La torsion se calcula para 0 <0 < Z V7 <0 < —” como:
4B . N(9
k(ﬁ):i()zo-N(ﬁ)zo.

Finalmente, la parametrizaciéon en longitud de arco es la siguiente

t
/ = H|d9 = 7/ sen 20df = %(1 — cos(2t)),

lo cual implica que t(s) = % arccos(1 — 4&). Obteniendo

7(t(s)) = (cos?’(% arc cos(1 — %)),sen?’(% arc cos(1 — %)),0)

Por lo tanto, el largo de la curva es [(T") = 6.
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2. Demuestre que las formulas:

)
b
Ry) = [2m\/1+ f'(x)?f(x)dx
x
z
y
)
= [P 2ma/T+ f'(x)2da

z

usadas para las areas de revolucion de una funciéon f : [a,b] — R en torno al eje x e y respectivamente,
son consistentes con la definicién de area dada en este capitulo.

Demostracion.

Para el eje x: Si “intercambiamos” mentalmente el eje x con el eje z y utilizamos coordenadas cilindricas
b
podemos escribir la superficie de revolucion de f en torno a x (ahora z) como:

S (2,0) = f(2)p+ 2k, (2,0) € [a,b] x [0,27]

Recordamos la definicién de area

// H dudv.
Asi, calculamos lo siguiente:
8 S -~ 8 S ’ ~ o~
%—f(z)e, Ezf(z)ﬂ+k
Luego
0SS 98 / ~ ~ A ;o~
X =1 () ()0 x p+ f(2)0 x k = f(2)[f (2)k + D]

Concluyendo que

b
&982—/ 2nf(2)2/1+ f'(2)3dz

[

0z
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y como consideramos intercambiamos los roles de x con z, recuperamos la férmula deseada.
Para el eje y: Ahora intercambiemos y con z, de este modo, la parametrizaci’on es:

—

S (x,0) =a2p+ f(2)k, (x,0) € [a,b] x [0, 27].

Igual que antes:

9s . o~ 9SS -
e =p+ f (2)k 0 = z0.
Por lo tanto,
9s 98 ~ . B
o a0 T zk+af (z)(-p),

cuya norma es igual a |z|/1 + f'(x)2, concluyendo que

/b /2ﬂx1/1—|— I (2)2000x = /b 2rxy/1+ f'(x)%d.
a Jo a

3. Calcule el 4rea de la interseccién entre z2 + 42 = a? v 22 + 22 = a2.

Solucién. Manipulando apropiadamente las ecuaciones que definen la superficie a estudiar, se obtiene

B2 —a? -2 =0

= W+2ly—-2=0 = y==+z
de este modo la parametrizacion de la superficie estd dada por

7(0,2) =ap + 2k, (0,2) € [0,27] x [—acos(d),acos(0)].

Observamos que el rango al que pertenece z esta limitado por y, que vale a cos(f), y como la superficie es
simétrica, podemos considerar z > 0y 0 < § < 7, para después multiplicar el resultado obtenido por 8

naumero de caras de la superficie). Asi, dado que 99 _ 49 y 97 — E, se obtiene
00 Oz
oo y o0
w2t
00 " oz

cuya norma es igual a a. Por lo tanto,

% racos(0) z .
/ / adz66 = a/ acos(0)00 = a®sen(0)|¢ = a®
o Jo 0

Deducimos entonces que el valor del area requerida es 8a?.
Ejercicios Propuestos

1. Parametrizar la curva plana cuyos puntos satisfacen lo siguiente : el producto de las distancias a dos focos
en la abscisa (A4,0) y (—A4,0) es constante e igual a B > 0. (Lemniscata)

2. (a) Sea T la curva descrita por un punto P de una circunferencia de radio Ry, la cual rueda sin resbalar
sobre otra circunferencia de radio mayor R > Ry. Parametrice la curva resultante y determine la funcién
de longitud de arco. Estudie la curvatura y la torsion donde tenga sentido.

(b) Parametrizar la circunferencia que pasa por los puntos (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1).

Indicacién: Note que el vector (1,1, 1) es normal al plano que contiene a la circunferencia.
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3. Una particula se mueve sobre el manto del cilindro de ecuacion x? + y? = 1 de forma tal que z = z(f) es
solucion de la ecuacion diferencial

e
a2
dz
z(0)=1 , %(0)—0,

donde (7,0, z) son las coordenadas cilindricas.

(a) Encuentre una parametrizacion de la curva « descrita por la particula (use a # como parametro).
(b) Calcule la longitud de ~ si 6 € [0, 27].

(c) Calcule el vector tangente, el normal y el binormal asociado a «y, asi como su curvatura y su torsion.

4. Calcular la masa del alambre que sigue la interseccién de la esfera z2 4132+ 22 = 1 con el plano z+y+2z = 0

y cuya densidad de masa esta dada por la funcion p(z,vy,2) = 2°.

5. Considere una curva I' C R? con la siguiente propiedad : existe un punto B, por el cual pasan todas las
rectas normales a I' (note que todo arco de circunferencia satisface esta propiedad). Sea 7(s) : [0, £(T")] —
R3 una parametrizacion de I' en longitud de arco.

(a) Justifique la existencia de una funcion escalar ¢ : [0,¢(T")] — R tal que
Py = i(s) + ¢(s)N (s)

donde N(s) denota el vector normal.

(b) Demuestre que se cumplen las siguientes igualdades

1—r(s)p(s) =
¢'(s) =
T(s)p(s) = 0,

donde «(s), 7(s) son la curvatura y la torsion de T, respectivamente.
(¢) Concluya que I' es una curva plana.

(d) Demuestre finalmente que I' es un arco de circunferencia.
6. Calcule el 4rea de la intersecciéon entre z2 + y? = a? y 22 + 22 = a? donde a es una constante.

7. Considere el paraboloide de ecuacién 22 + 3% + z = 4R? con R > 0 y el cilindro 22 + y? = 2Ry. Calcule el
area de la superficie definida por la porcion del cilindro que queda fuera del paraboloide.

8. Calcular la masa de una superficie esférica S de radio R tal que en cada punto (z,y,z) € S, cuando la
densidad de masa es igual a la distancia de (z,y, z) a un punto fijo (zo, yo, 20)-

9. Sea S el grafo de la funcion f : [a,b] X [¢,d] — R. Calcular el vector normal y probar que:

w= [ [ () 4 ()
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Capitulo 2

Integracion de campos vectoriales

2.1. Integral de Trabajo

En general se define el trabajo realizado por una fuerza F en un desplazamiento d como
F.d = Fdcos 0,

donde @ es el angulo entre estos vectores.

Este representa el trabajo que realiza la fuerza constante F , la cual se encuentra presente en el medio, sobre
una particula que se desplaza en linea recta y cuyo movimiento esta dado por d.

En el caso de un desplazamiento curvilineo 7(t), sometido a un campo de fuerzas F' no constante, el trabajo se

puede aproximar por la suma
E

We, F((t:)) - (F(tig) — 7(t:). (2.1)

|
—

~
Il
o

Siguiendo el mismo argumento dado para la longitud de arco, se puede demostrar que si la parametrizacion 7
es suave y si el campo de fuerzas F' es continuo, entonces la suma anterior converge hacia la integral

b —
— dr
/ F(r(t)) - E(t) dt.
Esto nos permite hacer la siguiente definicién:

Definicion 2.1.1. Sea I' una curva_simple y regular, y sea F:QCR" - R" un campo vectorial continuo.
Definimos la integral de trabajo de F' sobre la curva I' C Q como la integral

oo L dP
/FF~dr:/a F(7(t)) - (t)dt,

donde 7 : [a,b] — R"™ es una parametrizacion reqular de T'.

F

39
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Es facil verificar que esta integral no depende de la parametrizacion regular 7 elegida, salvo por el cambio de
signo que se produce cuando se trabaja con una parametrizacién que invierta la orientaciéon de la curva T'.
Esto implica que la integral de trabajo esta bien definida sélo si la orientacion de la curva I' esta claramente
establecida.

Ejemplo 2.1.2. Calculemos la integral del campo F : R% — R2, dado por ﬁ(x, y) = (3z + 4y, 2x + 3y?), a lo
largo de la curva

Figura 2.1: circulo de radio 2 con orientacion positiva (anti-horario)

Una parametrizacion posible es 7 : [0,27) — R? tal que
7(t) = (2cost,2sent).

Se obtiene que el trabajo realizado es

27
w :/ (6cost + 8sent,4cost + 12sen’t) - (—2sent, 2 cost) dt
0

27
:/ (—16sen®t + 8 cos? t)dt = —167 + 87 = —8.
0

Ejemplo 2.1.3. Sea F : R? — R3 el campo dado por F(z,y,z) = (z,—y, z). Considere ademds la curva dada
en el ejemplo anterior (extendiendo por 0 la tercera coordenada). El trabajo resulta ser:

2m
W = / (2cost,—2sent,0) - (—2sent,2cost,0)dt
0

27
= / —8sentcostdt = 0.
0

Consideremos ahora los dos caminos I'y y T'y dados por la figura que van desde P = (1,0,0) hasta Q@ = (1,0,4):
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2 Iy

M) =P+tQ—P)=(1,0,4t), t €[0,1], 'y
7o (t) = (cos(2wt), sen(2wt), 4t), t € [0, 1].

““ \F*O’#\\

Sus parametrizaciones estan dadas por

Los trabajos realizados son:

1 1
Wl(t):/ (1,0,4t)~(0,0,4)dt:/ 16tdt =8, y
0 0
1
Wa(t) = / (cos(2mt), — sen(2nt), 4t) - (—27 sen(27t), 27 cos(27t), 4) dt
0

1 1
= / (—4m sen(2nt) cos(2nt) + 16t) dt = / 16tdt = 8.
0 0

Notemos que en el ejemplo anterior la integral de trabajo es igual a 0 en el caso de la primera curva que es
cerrada, y para la helicoide, el trabajo sobre la curva I'; es el mismo que sobre la curva I's. De hecho, se puede
mostrar que para cualquier curva que una Py Q, esta 1ntegral tendré el mismo valor. Esto se debe a que
F = —Vg, donde g : R3 — R3 esta dada por g(z,y,2) = (2% + y? — 22) /2. En efecto

/F dr—/FF /VgF q()dt
:_/a Zlo(F)] dt = g(7{(a)) — g(7(B)),

y esta ultima cantidad depende solamente de los puntos extremos de la curva I' y no de la forma que esta tenga.
De esta manera motivamos el estudio de la siguiente seccion.

2.1.1. Campos Conservativos

Definicion 2.1.4. Se dird que un campo F : R" — R™ es conservativo si eziste una funcion diferenciable
g:R"™ — R tal que
F=-Vg.

En este caso la funcion g se conoce como el potencial de la funcion F.
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Asi en el ejemplo 2.1.3, la funcion g(z,y, 2) = (—2?+y?—2?)/2 corresponde al potencial de la funcién ﬁ(m, Y, 2) =
(Jja Y, Z)

Antes de caracterizar la existencia de campos conservativos, consideremos una curva I' formada por la union
de finitas curvas regulares I';, i = 1,...,k. Una curva T' de este tipo se dird entonces regular por trozos (o por
pedazos), y se denotara por I' = UX_,T;, o por I = I';T'5...T;..

Ejemplo 2.1.5. Consideramos la curva dada por el borde de un rectingulo como se muestra en la figura:

L,

Notemos que tanto una integral de linea, como una de trabajo, pueden ser trivialmente definidas para una curva
I' = UE_ T, regular por trozos, de la manera siguiente:

/Ffdzzi/mfdz y /Fﬁ.dfzi/riﬁ.dﬁ 22)

Advertamos que cada segmento I'; debe ser recorrido de manera consistente con la orientacién de la curva para
no producir problemas de indefinicién de estas integrales.

Finalmente, para una curva I' con una orientacién dad, denotemos por I'” la misma curva con la orientacién
inversa. Es directo verificar las siguientes relaciones:

fdl:—/fdl y ﬁ-dF:/ﬁ-dF. (2.3)
I'— T - I

Teorema 2.1.6. Sea F : O C R" — R" un campo vectorial continuo, y 2 una abierto conexo de R™. Entonces
las tres propiedades siguientes son equivalentes:

1. El campo F' es conservativo.

2. Para toda curva T' regular por trozos, y cerrada: es decir, la parametrizacion 7 asociada satisface que
7(a) = 7(b), se tiene
/ F.dF =0.
r

3. Para cualquier par de curvas, I'y y I's, con igual punto inicial y final, se tiene

/ F.di= | F.dr
Fl FQ

Demostracion.

= 1 implica 2: Sea h(t) = —g(7(t)). Se tiene

5 8 =-Vg(r(®)) - () = F(#(t)) - —(8),
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de donde se obtiene que

- b dr . .
[ Far= [ F0)- G0 = o) - ha) = glita)) = o(510) = 0.

= 2 implica 3: Basta considerar la curva cerrada I' =T'y UT'] .

= 3 implica 1: Definamos g(p) = — fr F - di donde T es una curva regular cualquiera cuyo origen es un
punto x¢ dado, y cuyo punto final es p. De la hipotesis 3 sabemos que g no depende de la forma de I" por
lo que esta funcién esta bien definida. Mediante un céalculo simple verificamos que Vg = —F.

Ejemplo 2.1.7. Algunos campos conservativos son:
Campo constante F' = Fy, obteniendo que 9(Z) = —Fy - &, para todo & € R™.

Campo de fuerza radial cuyo mddulo sélo depende de la distancia al origen:

—

F(Z) = ¢(2*),

donde ¢ : R™ — R, y x es la magnitud de T. Esta funcion sdlo serd definida para T # 0.

En efecto, considerando ®(7) = faT o(s)ds y g(&) = 7%43(332), para todo T € R™, se concluye que F = —Vg.
Una aplicacion del tltimo caso es el campo gravitacional entre dos objetos de masa M y m:

= GMm
F(m):f 2

z,
x

— GMm

donde & :=Z/x si £ # 0, y G es la constante gravitacional universal. Obteniéndose g(¥) -

2.2. Integral de flujo

2.2.1. Lineas de flujo de un campo vectorial

Llamaremos campo escalar a toda funcion f : @ C R™ — R y campo vectorial a toda funciéon f QCR"— R™
Nos concentraremos en los casos n = 2 y n = 3, y en general supondremos que los campos son de clase C!.
De esta forma se obtiene

—

f(mayvz) = (fl(x7y’z)?fQ(I’va)vf?)(xvyrz))'
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Representacion grafica

flz,y, Z)/
&

Ejemplo 2.2.1. Consideremos un fluido moviéndose en una region Q C R3. Si a cada punto (z,y,z) € Q le
asociamos la velocidad de las particulas en dicho punto U(x,y, z) = (v1(z,y, 2), v2(x,y, 2),v3(x, y, 2)) obtenemos
el campo vectorial de velocidades del fluido.

Ejemplo 2.2.2. Una pieza metdlica se calienta por un lado y se enfria por el otro. El calor fluye de regiones
calientes a regiones frias con una velocidad proporcional al gradiente de temperaturas:

J = —kVT(x,y,2),
donde la constante k > 0 se llama conductividad térmica. Illustremos este fendmeno con

J=—kVT, T(z,y,z) =t* en el punto (x,y, z).
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Ejemplo 2.2.3. Las particulas de un disco que gira con velocidad angular constante w estdn sujetas al campo
de velocidades ©: D C R? — R? dado por

17(‘1" y) = W(_ya J))

-
l\
N

Ejemplo 2.2.4. La velocidad de las particulas de un fluido con movimiento circular (como cuando quitamos el
tapon del lavamanos) puede aproximarse por

i(,9) e
i,y =w| 5,5
Y 2 +y? 224 y?

Lineas de Flujo

Sea f :Q CR™ — R™ un campo vectorial. Si interpretamos f como el campo de velocidades de un fluido que
ocupa cierta region €2, y dejamos una particula suspendida en el fluido en una posicion dada, la trayectoria
descrita por dicha particula se llama [linea de flujo. Mateméaticamente, las lineas de flujo son las soluciones del
sistema de ecuaciones diferenciales .

70 = Fer@). (2.4
Geométricamente, “ensartamos” una curva de manera que el vector velocidad coincida con el campo vectorial,
como se ve en la proxima figura
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T

/ I

Consideremos la linea de flujo que pasa por 7 en el instante ¢t = 0, y definamos la funcién ®(t, 7)) = como la
posicion de la particula suspendida en esta linea de flujo una vez trascurrido un tiempo ¢. Esta funcién se llama
flujo asociado al campo f y esta definida por la ecuacion diferencial

2 6.7%) = Fl@(t, 7))

®(0,7) = 7o

(2.5)

=

Ejercicio 2.2.5. Describir la lineas de flujo del campo gravitacional

~ GM7
Fr)=——+,
) = ~Tp

y mas generalmente las lineas del flujo de un campo radial
f) = g(lI7)7.

Ejercicio 2.2.6. Encontrar las lineas de flujo de los campos (—y, x) y (ﬁ, ﬁ) .

2.2.2. Integral de flujo de un campo vectorial

Consideremos a un fluido sometido a un campo de velocidades f y una superficie S inmersa en este fluido como
se muestra en la siguiente figura:

En el resto de esta seccién supondremos que S es una superficie regular orientable (ver Definicion 1.3.12), cuyo
campo de vectores normales es denotado por 7. Sea ademés ¢ una parametrizaciéon regular asociada a esta
superficie S, entonces la cantidad f (G(u,v)) - n(u,v) representa la velocidad ortogonal a S de las particulas que
pasan por el punto @(u,v) € S. Asi, en un pequetio lapso de tiempo At, la cantidad de volumen de liquido que

atraviesa un elemento de area (o de superficie), dado por AA, es aproximadamente igual a

—

AV ~ [f(F(u,v)) - n]AAAL.
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Como AA ~ || 32 92 afHAuAv, de la definicion del campo normal 7 obtenemos que

AV ~ f(@F(u,v)) - Bi gﬂ AuAvAL,

e integrando sobre la superficie se deduce la expresion

> og  Op
AVrorar ~ // f(@(u,v)) - [8 81}} dudv  At.
D

En consecuencia, el caudal (volumen por unidad de tiempo) que atraviesa la pared S puede estimarse como

Q:= lim AVTOTAL = / fndA. (2.6)

At—0

Esta ultima expresion se pude obtener alternativamente como sigue. Notemos que el volumen que atraviesa un
elemento de superficie AS en un intervalo de tiempo At puede aproximarse por el volumen del paralelepipedo

descrito por los vectores 8“’ 2 Au, gf Av, fAL:

Luego, dado que el volumen de un paralelepipedo definido por tres vectores @, b y C viene dado por
Vol(@,b,0) = a- (b x @),

se obtiene

AV = fAL- {a@Au « 2% Ay }

N ov

Q://f-ﬁdA.
S

Definicién 2.2.7. Sean S una superficie orientada seqin el campo de normalesn : S — R3, y f: QCR?— R?
un campo vectorial continuo definido sobre un abierto Q) que contiene a S. Definimos la integral de flujo del

campo fsobre la superficie S como
//f-dff:://fﬁdA (2.7)
s s

Si @: D CR? — R? es una parametrizacion regular de S tal que
o3 Sl =

9p  0¢|0¢8  OF
ou Oou  Ov

Deduciendo para el caudal @ la expresion

’fl:

entonces
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Observacion. Notemos que para dar sentido a la anterior integral de flujo fue necesario especificar el campo
de normales 7. Asi por ejemplo, si usamos 1 = # como normal para la esfera, la integral es negativa cuando se
trata de un caudal que entra y viceversa. Si en cambio usamos la normal 17 = —7 la interpretacién es la opuesta.

Ejemplo 2.2.8. Procederemos a calcular el flujo del campo eléctrico generado por una carga @ en el origen, a
través del manto de le esfera S(0, R) orientado segun la normal exterior.

z

De esta forma se obtiene el siguiente flujo eléctrico ¢:

. Lo _Q
¢ = //E ndA = // Treo R2 / /47“50@]% senfdfdy = -

Ejemplo 2.2.9. Procederemos a calcular el flujo del campo eléctrico generado por una carga @ en el origen,
sobre el plano infinito h = 2.

DIBUJO

En este caso la normal es constante i = k. Dado que E = %(‘”’71”’2)3, obtenemos que el flujo eléctrico ¢
TEO /x2+y2+z2

viene dado por

2w

://Ek // // s rdfdr,
J ) " e m ~ne J W

y via un cambio de variables a coordenadas polares se deduce que

_Q/a 2 av-s/2. . Q@ o a1y @
0= gy J AT rdr = o = (W) ]‘0 = 2e0h
0
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Ejemplo 2.2.10. Repitamos el ejemplo anterior pero ahora sobre el manto del cilindro infinito x> +y? = a>.

Usaremos coordenadas cilindricas, de esta forma se tiene que i =7 = (cos6,sen6,0) y

o Q T Q ritzh

dmeg |73 4dmeo (2 420

Por lo tanto el flujo eléctrico ¢ se calcula como sigue:

¢ = // ar”’“g F)adgdz = 2 L

47r€0 Va2 + 22 2meg 5 2
oo 1 o
/ T - @th()‘ @
260 /1—|—u2 2e0 cos h2(7) 2e0 =

Notemos que el ultimo cambio de variables fue v = senh 7, obteniendo du = cosh Tdr.

2.3. Ejercicios

1. Calcular la integral de flujo del campo f = 221 + yxj + zzk a traves del triangulo de veértices (1,0,0),
(0,2,0) y (0,0, 3). Defina ud. la orientacion.

Posible Respuesta: [[ f-dA = 1.
s

2. Calcular la integral de flujo del campo f(x,y,z) = (0,0,—-1) = —k a través del cono 22 + y? = 22,
22 4+ y? <1, 2 > 0. Defina ud. la orientacién.

Posible Respuesta: [ fdA=r.
S
3. Sea el campo vectorial ﬁ(m, y) = (2 + y?)i + (3y — 42)j. Calcular la integral de trabajo fy F - d& donde
7 es la lenteja formada por las ecuaciones x = y?; y = 22 ; x,y > 0 recorrida en sentido anti-horario.

4. Considere la curva plana I' descrita por la siguiente ecuaciéon en coordenadas polares

p = a(l—cos(f) a>0,60¢€]l0,2n]



o0

CAPITULO 2. INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES

(i) Encuentre una parametrizacion para I'. Grafique esta parametrizacion detalladamente y encuentre
sus posibles irregularidades.

(ii) Calcule el largo de T

(iii) Calcule el trabajo efectuado por el campo vectorial

2x

F = 900/ 2 2
(my cos(;vy)+7x2+y2+1,

2y
922 2 2
mycos(wy)+7x2+y2+1

al dar una vuelta completa a la curva en el sentido anti-horario.

. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria ~y sobre el manto del paraboloide invertido de ecuaciéon

22492 = —z de manera que la altura z y el 4ngulo 6 en cilindricas cumplen la relacién z(0) = —e=2¢, 0 > 0.
Considere el campo

—2zy

= 2z .
F(z,y,z) = (731 + zsin(x?), PR

- ont )

Calcule el trabajo del campo a través de ~.

Indicacién: [;° e cos®(z)dx = 2.

. Sea I' la curva que se encuentra sobre la superficie definida por

2

4y = %,h>0

de forma tal que la altura z = z () satisface la ecuacion diferencial

dz
aw - -
z(0) = h

donde z y 0 representan las coordenadas cilindricas.

i) Bosqueje la curva y demuestre que 7/k = hy/2, donde 7 y k corresponden a la torsion y curvatura de
I', respectivamente.

ii) Considere el campo vectorial F (x,y,2) = (%, %7 —Z%) Sea I'g la restricciéon de "' a 0 € [%, iy ] Calcule

el trabajo realizado por el campo F al desplazar una particula a través de I'g.

—

. Calcular el flujo del campo f(z,y,2) = (z,y, z) a través del disco definido por las ecuaciones

2?2 +y? <25, z=12,

y orientado segtn la normal superior k.

. (a) Calcule el flujo del campo F(z,y,z) = (z — ycosz,y — x,z — e¥) a través de la superficie del toro de

eje de simetria z, centrado en el origen y de radios Ry y 9 (Rg > 70).
(b) Calcular la integral de superficie f f Vo - dS si ¥ es el hemisferio superior del casquete elipsoidal
i

i—;—#%—;—z—j = 1 orientado segtin la normal interior y ¢ es el campo escalar ¢(x,y, 2) = (x+1)2+2(y—1)2+22.

. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria I' definida sobre el casquete de una esfera unitaria,

de manera que la altura z y el angulo 6 en cilindricas cumplen la relaciéon z(6) = e~?, donde 6 > 0.

Considere el campo

- 2z —2y
F(.T,y,Z) = (7 + l‘sen(a?Q), m

72 + y2 ¥ 22 - y2 COS(yS)? eZ) .
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(a) Demostrar que el trabajo realizado por el campo F a través de T es acotado superiormente por 3.
Puede dar una cota mas fina?.
(b) Demuestre que el trabajo realizado es acotado inferiormente por —1/3 — e~1.
Indicacion: En el desarrollo de esta pregunta deberd acotar expresiones que dependen de las funciones
seno y coseno, asi como ciertas integrales del tipo f0+oo sen u du cuyo valor es indefinido. Esto se logra de
manera directa usando propiedades de acotamiento de las funciones seno y coseno.
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Capitulo 3

Divergencia y rotor

3.1. El teorema de la divergencia.

El teorema de la divergencia es un resultado fundamental del calculo vectorial. Formalmente, consiste en una

expresion del tipo
//ﬁ-d§= ///div(ﬁ)dv (3.1)
o0 Q

donde © C R? y 99 es una superficie cerrada regular por trozos orientada segiin la normal exterior a la region €.
El término div(F) corresponde a la divergencia de la funcién vectorial F' = (f1, fa, f3) de clase C!, e involucra
derivadas parciales de F'. Su expresion en el sistema de coordenadas cartesianas es la siguiente:

Oh 08, 013

div(F) = =L . 3.2
iv(F) or + dy 0z (3.2)
Resulta también util la notaciéon
=il 132 il (3.3)
T ox jay 0z’ ’
obteniendo de esta forma la relacion
div(F)=V - F. (3.4)

En la seccion 3.2 daremos una expresion general para calcular la divergencia para un sistema de coordenadas
curvilineas ortogonal arbitrario.

En cierta forma, la formula (3.1) extiende al caso vectorial el teorema fundamental del cdlculo para funciones
de una variable, el cual establece que para una funcién derivable f : R — R se tiene

b
1)~ $(@) = [ f(a)da.

La expresion (3.1) coincide con la formula anterior cuando F = f, Q = [a,b] y 9Q = {a, b}.

Antes de enunciar el teorema principal de esta seccién, motivemos la obtencion de la expresion dada en (3.1) para
un caso simple. Supongamos que el conjunto € viene dado por el cubo de lado a > 0y vértice 7o = (xq, Yo, 20):

Q = Qq = [z, 0 + a] X [yo,y0 + a] X [20, 20 + al, (3.5)
como se ve en la siguiente figura

53
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Llamemos S; a las 6 superficies regulares asociadas a las caras de este cubo, caracterizando cada superficie S;
mediante la normal exterior a cada una de ellas como sigue:

Si:nh=19 Sy:n=3 Ss:n=k Sy:n=-1; Ss:n=-3 Sg:n=—k (3.6)

Definamos la superficie cerrada y regular por trozos siguiente:

6
s=o0=]s, (37)

i=1

a la cual asignaremos la orientaciéon dada por la normal exterior. Asi, para todo campo F se tiene
6
//F-dS:Z//F-dS. (3.8)
a0 i=17;

Analicemos la integral anterior, para el campo continuamente diferenciable Fﬂ(ac7 y,z) = filz,y, 2)i+ fa(z,y, 2)j+
fa(z,y, 2)k, sobre las superficies S3 y Sg

Tot+a Yota

//ﬁdg = //ﬁ-l%dAz/ /fg(x,y,zo+a)dydx,
SS SG T

0 Yo
zro+a Yota

//ﬁdg = //ﬁ (—k)dA = — / / fa(x,y, z0)dydz.

Se S Zo Yo
Sumando ambas integrales se obtiene:

ro+a Yota ro+a Yota zo+aa

J[Fas+ [[Fas= [ [ihepzra-pepolae= [ [ [ DLy dye
S3 Se Zo Yo T Yo 20

Repitiendo el procedimiento anterior para el resto de las superficies S; se obtiene

//ﬁ-dﬁ:///(%ng%J;Jr%f’) dV:///div(ﬁ)dv,
o Q Q
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que coincide con la expresion (3.1). Si bien esta relacion fue obtenida en un caso muy simple, como lo es la
frontera de un cubo, podemos ya inferir lo siguiente:

— ﬂ . F_’ L Q
div(F)(7) = lim ————— / F.dS = 1im WO de F a través de €,

a—0 Vol HO volumen de Q, (3.9)

Para probar (3.9) basta notar que el volumen del cubo 2, es simplemente Vol(2,) = a3, y usar la expresion
(3.1) y la igualdad de limites
1 t+a
i 2 ) 9 dr=9(0),
valida para toda funciéon ¢g : R — R continua, y ¢t € dom g.

La ecuacion (3.9) nos da una nueva expresion para la divergencia de un campo F' que no depende del sistema de
coordenadas que se este utilizando, y que por lo tanto puede considerarse como una definiciéon de este operador.

Definicién 3.1.1. Sea F: Q C R® — R3 un campo vectorial continuamente diferenciable (C1) en R3, con Q
abierto. Sea también un punto arbitrario dado 7y € Q. Consideremos una familia {Q4}a>0 de abiertos acotados
contenidos en Q cuyas fronteras {00, ta>0 son superficies regulares por trozos y orientadas segin la normal
exterior, que satisfacen:

(i) Va>0, 7 €Qq; (ii) Vol(Q,) — 0 y diam(€2,) := sup{|lz — y| : z,y € L} — 0 cuando a — 0.

Entonces, definimos la funcion divergencia para la funcion ﬁ, denotada por divF : Q C R? — R, como la
funcion que para cada punto 7y € Q le asocia el valor del limite dado en (3.9).

Observacion. Dado que los superficies frontera 0€2, son regulares, en la definicién anterior se pueden sustituir
los volamenes €, por su adherencia €,, en otras palabras, la familia de conjuntos {Q, } >0 puede estar compuesta
tanto por abiertos como por cerrados.

Observacion. Se puede demostrar que el valor de la funciéon divergencia no depende de los volimenes €2,
elegidos. Sin embargo, la expresion para para la divergencia si. Por ejemplo, hemos visto en el desarrollo anterior
que al elegir Q, como cubos de lado a, dados por (3.5), se deduce la conocida expresion de la divergencia en
coordenadas cartesianas dada en (3.2).

La relacion (3.9) nos permite ademés interpretar fisicamente este operador como el flujo neto por unidad de
volumen. Luego, si div(F') > 0 se considera que el fluido se expande, y si div(F') < 0 se considera que el fluido
se contrae.

A continuacion probaremos el resultado principal de esta seccion, estableciendo la relacion (3.1) para el caso de
una volumen ) general.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Gauss de la divergencia). Sea Q@ C R? un abierto acotado cuya frontera

o€ es una superficie regular por trozos, orientada segin la normal exterior. Sea F:Q CR3— R3 un campo
vectorial de clase Ct sobre el abierto Q' D Q = QUOIN. Entonces

a/ﬁ/ﬁ-dﬁz/g//div(ﬁ)dv

Demostracion. Dividimos ) en una unién finita de cubos, con la excepcién que se da en la frontera de €2,
donde los pequenos volumenes colindantes a esta tienen algin lado que no es vertical. Llamemos {Q;}}_; a esta

division.
/ / F.dS= Z / / F-ds,

1= lan

Notemos que
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N~

N

ya que las integrales sobre las caras interiores se anulan mutuamente cuando @; es un cubo. Gracias a la relacion
3.9) que es valida para para todo ); que sea cubo, se obtiene lo siguiente:
)

//F -dS = ///(div F)dV, para todo Q; cubo. (3.10)
0Q; Qi

En el caso que el volumen (); no sea exactamente un cubo, ya que intersecte la frontera, podemos usar la
definicién 3.1.1 de la funcién divergencia para aproximar la integral [/ 00 F -dS por

/ F - dS ~ (div F)(7;) Vol(Q;), para cierto 7; € Q;, (3.11)
0Q;

siempre cuando Vol(Q;) y diam(Q;) sean suficientemente pequetios. Denotando por Qz los voltimenes que inter-
sectan la frontera y por Q); los cubos que no la intersectan, de las relaciones (3.10) y (3.11) deducimos

//ﬁ-d§:Z//ﬁ-d§+2//ﬁ-d§:Z///(divﬁ)dv+2(divﬁ)(m Vol(Q;).
T :

o9 TG s

Concluimos notando que el lado derecho de la anterior ecuacion converge a [, div(f )dV cuando las cantidades
Vol(Q;) vy diam(Q;) tienden a 0 para todo i (es decir, la division {@;} se hace cada vez mas fina), y que la
aproximacion anterior se transforma en igualdad en el limite. |

Observacion. El Teorema de la divergencia es también valido en dominios no acotados siempre que las
integrales sean convergentes.

—

Ejemplo 3.1.3. Para el campo vectorial f(x,y,z) = (z,y, 2), se tiene que
/ f-dA =3Vol(Q),
o

independiente de la forma de la region  C R3.

Ejemplo 3.1.4. Para el campo vectorial f: ,E’ el flujo a través del cono de radio a y altura h, cuyo manto
es denotado por S y base por S1, como muestra la figura:
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viene dado por

' [ F-ai= [[[ atian =

SUSy cono
y por lo tanto, para el manto S se tiene

é/f.d/i’_!l/f.dﬁ_m?.

Ejemplo 3.1.5. La temperatura de una region de R® estd dada por
T(x,y,2) = x> +y? + 22

Calculemos el flujo de calor, sobre la esfera de radio R (denotada por Q), en funcion de la conductividad térmica
k del material. Para este caso se tiene que el campo de temperaturas (instantdneo) asociado a este potencial

queda definido como .
f=—-kVT.

Entonces, el flujo de calor asociado es

@—4)/f—d/f—/@//div(f)dv——//kdiv(VT)dV——6k/9//dv——8k7rR3.

Q

3.1.1. Divergencia de un campo radial

—

Consideremos un campo f(x,y,z) = g(r)7, con ¥ = (z,y,z) y r = ||F]|, para cierta funcién g : R — R de clase
C'. Esto ultimo llevado a coordenadas cartesianas nos dice lo siguiente

flzy,2) = (xg (\/ﬂc2 +y? +z2) Y9 (\/af2 +y2 + 22) 129 (\/x2 +y2+ 22)) :
Entonces, la divergencia de f viene dada por

div(f) = {g(r) + 1"9/(7‘)24 + {g(r) + yg/(r)zy} + {g(r) + Zg/(r)zz}

2r 2r 2r
=3g(r) +rg'(r).

Luego, fes a divergencia nula, es decir div(f) =0, si y so6lo si % = —%, que equivale a decir Ing = —31Inr +cte
concluyendo que
@
g(r) = —3, para cierta constante .
r

Deducimos de esta forma la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.6. Un campo radial f: g(r)7" es a divergencia nula ssi g(r) = % para alguna constante o
(eventualmente o = 0).

Ejemplo 3.1.7. El campo eléctrico y el campo gravitacional son a divergencia nula, salvo en el origen!.
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3.1.2. Flujo eléctrico - Ley de Gauss

Consideremos E = %HF% el campo eléctrico generado por una carga puntual @ situada en el origen. Sea ()

un abierto en R? de frontera regular 02 orientada segtin la normal exterior. Calcularemos el flujo f f 50 E - dA.

Si0 ¢ QU O entonces [, E-dA = [[[q div(E 2)dV = 0, debido a la proposicién 3.1.6.

Consideremos entonces el caso 0 € Q. Tomemos 9 > 0 pequeno tal que B(0,79) C €, y definamos Q' =
Q\ B(0,79), de modo tal que 0 ¢ Q' U J' y en consecuencia el flujo para 9’ es 0, es decir [[,,, E-dA = 0.

Esto implica que
T 27
[[Faa= [ Eais ][ .
dmeg r
00

% -7 r%sen@dapd@ ==,
OB 0 T0)+ 0

€o

donde 0B(0,79)" el la frontera de la bola B(0,r() orientada segtin la normal exterior.

o

¢\

Supongamos ahora que en ) hay n cargas qi, .. -, qn €n las posiciones 7, ..., € §2. Entonces, los campos
eléctricos de cada carga se superponen, es decir, E= E1 + ...+ En, obtemendo

= e = T Q1 dn
//E~dA:Z//E,;~dA:%+..+g (3.12)

Teorema 3.1.8. Sea E el campo eléctrico generado por un conjunto de cargas puntuales repartidas en el espacio.
Sea Q un abierto de R? tal que ninguna carga cae sobre 9). Entonces

//E.m‘:f
oN

donde Q es la carga total encerrada por Of).

Observacion. Analogamente, para el campo gravitacional se tiene
/ / E.-dA = —47GM, (3.13)
a9

donde M es la masa encerrada por 0.
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3.2. Divergencia en coordenadas curvilineas

Sea : D C R* — R3 un sistema de coordenadas ortogonales. Consideremos el vector 7o = 7(ug, v, wo). y el
volumen acotado

Qe = {Flu,v,w) 1 up <u<ug+e,v0 <v<vg+e,w) <w< wy+ e}

Notemos que el volumen {2, puede verse como un cubo de lado ¢ en el sistema de coordenadas dado por 7.

Sea también F : Q C R3® — R3 un campo de clase C' en el abierto Q con 7 € Q. Definamos

F, = F,(u,v,w) = F(#(u,v,w
w

F, = F,(u,v,w) = F(F(u,v

Fy = Fy(u,v,w) = F(F(u,v,w)) - (u, v, w).

Podemos entonces reescribir F o 7 como F(7(u,v,w)) = Fui + Fyo 4+ Fyt, deduciendo el siguiente calculo

uo+e€ vo+e
//ﬁ-d§: / / [Fophuho(w, v, w0 + €) — Fuhuhy (u, v, wo)]dvdu
Q

uo Vo

ug+e€ wo+e
+ / / [Fyhyhoy (u,v9 + €,w) — Fyhyhy (1, v, w)]dwdu

Uo Wwo

vo+€ wo+€
+ / / [Fuhyhy (uo + €,v,w) — Fyhyhyy (ug, v, w)]dwdv

Vo Wo

uo+5v0+€w0+€[@(th)+@(th)+i(th)]
:/ / / guiutete) T gy Sotutel T o Lot R g by dwdod,

) Vo wo

donde h, = g—z/Hg—iH, hy = g—j/Hg—iH, y hy = %/H%H son los factores escalares asociados a cada componente
del sistema de coordenadas 7.

Denotando
a (Fuhoho) + & (Fohuhw) + g (Fuhuhy)

%

Py Py ’

y usando la expresion de diferencial de volumen dV = hy,hyh,dwdvdu y el teorema del valor medio para
integrales multiples se obtiene

Iu,v,w) =

up—+e€ vo+e wo+e

//ﬁ~d§: (e, ve, we) / / / dV = T'(ue, ve, we ) Vol(wy),
B9

uy vy  wo
donde u, € [ug,ug + €], ve € [vg, v + €], ¥ we € [wo, wo + €]. Esta tltima igualdad junto con la definicion 3.1.1

de divergencia implica que
. F.dS
div(F)(7) = lim Jow 145

=T .
Nl " (vor o wo)

Es decir,

_ 10 0 )
huhvhw Bu v

Reescribamos la funcién divergencia en los sistemas de coordenadas més usuales:
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(1) Coordenadas cartesianas: 7(x,y, z) = (x,y, z), se obtiene

he=hy=h.,=1; F=F,i+F,j+F.k,
B) B

_ 0
divF=—F,+—F,+ —F,.
v ox + oy Y + 0z

(11) Coordenadas esféricas: 7(r, 6, ¢) = (r cosf sen ¢, rsen 6 sen @, r cos ), se obtiene

hy. =1,hg =rsenp, h, =1; F':Frf—FFgé—l—chﬁ,
1

div = 72 senga[g(

0 0
Fyr) + =—(F,rseny)].

2 J—
For®seny) + 89( a5

(1) Coordenadas cilindricas: 7(p, 0, z) = (pcos 8, psend, z), se obtiene

h,=1,hg =p,h. =1, F=F,p+ Fsf + F.k,
B) d

o= 1 0
div F' = ;[a*p(FpPH—%Fa-F&(Fz -

3.3. El teorema de Stokes

De la misma forma que definimos la divergencia (ver definiciéon 3.1.1) podemos definir el rotor asociado a un
campo F' como sigue.

Definicion 3.3.1. Sea F : Q C R3 — R? un campo vectorial continuamente diferenciable (C1), con Q abierto
en R3. Sea también un punto arbitrario 7y € ), y consideremos una familia {Q,}a>0 de abiertos acotados
contenidos en Q0 cuyas fronteras {00 }a>0 son superficies regulares por trozos y orientadas segin la normal
exterior, que satisfacen las propiedades (i) y (ii) de la definicion 3.1.1. Entonces, definimos la funcion rotor
para la funcion ﬁ, denotada por rot F: Q CR3 — R3, como la funcion que para cada punto 7y € Q le asocia
el valor del limite (si existe):

oo 3 1 . .
I'Ot(F)(TO) = iL}H% m //n X }7‘d147 (315)
o

donde 7 es la normal (exterior) a cada superficie 0, y la operacion x denota el producto cruz en R3.

Observacion. Al igual que en el caso de la divergencia, dado que las superficies frontera 02, son regulares,
en la definicién anterior la familia de conjuntos {€,}.~0 puede estar compuesta tanto de abiertos como de
cerrados.

La interpretacion fisica que se le da al rotor asociado a un campo F es la de representar la velocidad angular
local de este, la cual se produce cuando el fluido en el punto estudiado “rota” sobre si mismo. De ahi el nombre
de rotor o rotacional de F'. Veamos esto mediante el siguiente ejemplo.

Consideremos una rueda de altura h y aspas de radio r, y cuyo centro esta ubicado en el punto (z,y, z). Esta
se sumerge en un flujo dado por F' como muestra la figura:
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La velocidad tangencial de los puntos ubicados en el borde de la rueda es F. 6, de modo que la rapidez angular
media w se puede estimar de la siguiente manera

h 2w
_ _ 1 — A 1 N
=0 = o // (F-0)rdldz = Sy //(FG) ds,
00 s

donde S denota el borde de la rueda (o manto del cilindro que esta forma), y o7 denota la rapidez tangencial
media. Usando propiedades del producto cruz y el hecho que 6 = X7 se obtiene que F-0 = F-(wx#) = w-(Fx F),

lo que implica
1 . = 1 . o=
S S

ya que la normal exterior a la superficie S es 7 = #. Ahora, la normal exterior a las tapas del cilindro que
forma la rueda es un factor de w, entonces la integral de flujo anterior se anula en estas tapas. De esta forma
obtenemos

w =

1 B, | 1 3}

T Ax E R N

Y= o v //(” X F) S =5 | ol //(” < F)ds
Ch,v‘ Ch,,r

donde C},, denota el cilindro de radio r y altura h formado por la rueda. Haciendo tender h y r a cero, se
obtiene en el limite que

w(z,y,z) = %u“) - rot(F)(z,y, 2). (3.16)

Es decir, el rotor rot(ﬁ) coincide con la velocidad angular del flujo F en el punto (z,y, 2), salvo por el factor %,
tal como lo habfamos anunciado.

La definicién 3.3.1 dada para la funcién rotor de un campo vectorial no es facil de utilizar en la préctica, es por
esto que en lo que sigue, daremos una expresién analitica para el rotor al menos en coordenadas cartesianas. En
la seccién 3.4 se vera como calcular el rotor de un campo para un sistema de coordenadas curvilineas ortogonal
arbitrario.

Consideremos a continuacion que Fesun campo vectorial de clase C*, y {,} una familia de abiertos, acotados
de R3 con las mismas propiedades que en la definicién 3.3.1. Para todo vector @ € R? se tiene que

- Volgmaé/(ﬁxﬁ)ds :\bl(lsma/g/ﬁ-(ﬁxﬁ)dS:Vol(lﬂa)a/g/(ﬁxﬁ)ﬁds.
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La expresion del lado derecho converge a div(ﬁ x ¥) cuando a — 0, obteniendo que
7 rot(F) = div(F x 7). (3.17)

Dado que ¥ € R? es arbitrario, esta férmula primero implica que el rotor existe bajo las mismas condiciones
que el operador divergencia (es decir, basta que el campo F sea C1), y segundo, al reemplazar ¥ =7, 7 = ] y
¥ = k, nos permite obtener la siguiente expresion

rot(F) = (rot(F) - )i+ (rot(F) - 7) j+ (rot(F) - k) k = div(F x i) 7 + div(E x j) j+ div(F x k) k.

Desarrollando esta tltima igualdad deducimos una expresion analitica (en coordenadas cartesianas) para el
rotor, la cual estableceremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.2. Si F = fit+ fai+ fgif un campo de clase O, entonces su rotor viene dado por
7 Ofs  0fa\ . (0fi Ofs\ . (0fr Ofi\ ;
t(F) = 22 - 22 LT 22 2R
rot(F) ( dy 0z ot 0z Ox It Ox oy

Notemos que usando la notacién (3.3):

AEPLAN LAy 4
- Oz j@y 0z’
podemos escribir el rotor de un campo F como sigue
rot(F) =V x F. (3.18)

Ejemplo 3.3.3. Un cuerpo sdlido gira en torno al eje k con velocidad angular constante igual a wk. la velocidad
de un punto en la posicion 7 es U = w X T, vale decir, el campo de velocidades es

Tz, y, 2) = wk x (@0 + yj + zk) = —wyi + wzj

k
w
7
J
7
De esta forma
. s . (.0 L0 -0 . N
rot(0) =V x ¥ = (lax —l—jay +kaz> X (—wyi + wx))
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Observacién. Si F representa el campo de velocidades de un flujo, como en el caso del ejemplo anterior

—

(F = 7), la condicion rot(F) = 0 significa que el fluido no rota, es decir que una pequenia rueda sumergida en
el flujo se desplazara con este pero no rotara sobre si misma.

Oﬁ q >

_

—

Vxf=0 Vxf#0

Asi, jrot F=0 implica que no rota!
Ejemplo 3.3.4. Consideremos el campo v = w—zbi + %erzj que representa el flujo en un lavamanos.

Salvo por la singularidad en el origen se tiene

<
X
<y
I
7N
~>
Q
Tl
+
<>
S|
+

>
¥l
N——
N
8

[\v]
+ <
N

[\v]

>
8

[\v]
+ 8
NS

V)
B
N——

I

[

>
Q
gQJ
7~
8

[
+ |8
<

[
—
[
gl
A~
8

[V
+ <=
<

[V
~

Es decir, el flujo is irrotacional, salvo en el origen.

Teorema 3.3.5 (Teorema de Stokes). Sea S C R?® una superficie simple, orientable y regular por trozos,
cuyo borde S es una curva cerrada, simple y regular por trozos. Sea F: QO CR?®—R3un campo vectorial de
clase C* definido sobre un abierto ' que incluye la superficie S y su frontera 3S. Sea finalmente f un campo
de vectores normales que definen una orientacion para S y supongamos que la curva cerrada 0S es recorrida de
manera coherente con la eleccion de la normal 1, es decir, respetando la regla de la mano derecha. Entonces

fﬁ.df: //rot(ﬁ) -dS. (3.19)
S

a8

Demostracién. Dividimos la superficie S en pequeitios “cuadrados” S; de area AA; y normal 7; (siguiendo la
direccion dada por 7) como se muestra en la figura

XX Dibujo

Sea 95; la curva cerrada definida como la frontera de la superficie S;, orientada de manera coherente con la
normal 7;. Ademaés, a cada una de estas superficies S; le asociamos un paralelepipedo 2; de base AA; y altura
h como se muestra en la siguiente figura
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XX Dibujo

Para todo i fijemos un punto 7; € Q. Debido a la definicion 3.15 de rotor se tiene que

. 1 .
tF (7)) o2 ——— nx FdA. 3.20
ot A7)~ e [ [ (3.20)
dS;
Dado que la normal a las tapas superior e inferior del paralelepipedo Qf es 7 = f; y i = —;, respectivamente,

notamos que el producto 7; - [[ 7 x F dA es cero cuando la integral de superficie en cuestion es calculada en
estas tapas. Ademaés, para los cuatro lados restantes del paralelepipedo 2} se tiene que

A (i x F)=—n; - (Fxn)=F- (i xn)=F-T,

donde T es el vector tangente a la curva 0.S;. Entonces, recordando que dr’ = T dr, de la ecuacion (3.20) se

obtiene ,
oo 1 - i
rot F'(7;) - 1; ~ hTAz/o <~/65,i F .dr> dh.

La ultima igualdad es valida para toda altura h suficientemente pequena, por lo que al hacer tender h a cero se
infiere que

rot F(7) - iy AA; ~ / F - dF.
S,

Sumando esta expresion para todas las superficies S;, se deduce lo siguiente
S ot F(7) i Ad; ~ 3 / Fedi = / Fedr (3.21)
i i Y08

Notemos que en la ultima igualdad en (3.21) hemos usado que las integrales asociadas a los lados internos de
los paralelepipedos 2}, se anulan entre si.

Finalmente, concluimos notando que el lado izquierdo de (3.21) converge a la integral [ S rot(ﬁ ) - ds. , vy que la
aproximacion anterior se vuelve igualdad en el limite. ]

Observacion. El simbolo § simplemente denota que la integral de linea en cuestion es sobre una curva cerrada.
En lo que sigue, esta notacion y la usual [ seran utilizadas para este tipo de integrales.

Figura 3.1: Teorema de Stokes

~ ~
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>
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Ejemplo 3.3.6. Encontrar el trabajo realizado por la fuerza
F(z,y,2) = (2zy® sen z, 322y sen z, 2%y cos 2)

en el desplazamiento alrededor de la curva de interseccion del paraboloide z = x% + y?, y el cilindro infinito
(-1 +y>=1.

Solucién FEste trabajo estd dado por la integral frﬁ - dr, donde T' denota la curva cerrada formada por la
interseccion entre el paraboloide y el cilindro. Por otro lado, es facil verificar que para toda funcion escalar f se

tiene la identidad
rot Vf = 0. (3.22)

Luego, como F= Vf con f(z,y,z) = 2*y3sen z, deducimos que rot(ﬁ) =0, y entonces usando el teorema de
Stokes se concluye que el trabajo realizado es nulo.

Un corolario del teorema de Stokes es la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.7. Sea F:QCcR3—>R3 un campo de clase C*. Entonces la integral de trabajo fr F - dF no
depende de la forma de la curva simple y regular T elegida (es decir, para todo par de curvas simples y requlares
I'y y T’y que tienen el mismo punto de partida y final se tiene que fFl F.dr = fF2 F - dr) siy sdlo si el rotor

rot(F) de F es cero.

Demostracion. Sabemos que la integral de trabajo fF F - dF no depende de la curva simple y regular elegida
si y solo si el campo F es conservativo (ver Teorema 2.1.6), es decir, si existe una funciéon escalar g tal que
F = —Vg. Entonces, gracias a la identidad (3.22) se concluye que rot(F') = 0.

Reciprocamente, supongamos que el rotor de F es nulo. Sean I'y y 'y dos curvas simples y regulares con el
mismo punto inicial y final. Al definir la curva cerrada ¥ =I'; UT'; y aplicar el teorema de Stokes concluimos

que § F-di =0, y por lo tanto
)

3.4. Rotor en coordenadas curvilineas

Sea 7: D C R® — R3 un sistema de coordenadas ortogonales arbitrario y sea 7 = 7(ug, vo, wp). Similarmente
a lo realizado para la divergencia de un campo vectorial, consideremos el volumen

Qe = {Flu,v,w) 1 ug <u<ug+e,v <v<vy+e,w) <w< wy+ e}

Sea F': 0 CR? — R® un campo de clase O, definido en un abierto 0 que satisface que €. C Q para todo
€ > 0 pequeno. Definimos

N 1 —
Fu= Fufu,v,0) = Fiiu,o,w) i = 1B 5
- 1 —
Fy = Fy(u,v,0) = F(uv,w)) -5 = %7
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donde hy = [|ZZ||, hy = |9Z|| v he = || 22| son los factores escalares asociados al sistema de coordenadas dado
por 7. De este modo F(7(u, v, w)) = Fy(u,v,w)i + Fy(u,v,w)d + Fu(u, v, w)d, lo que se escribe simplemente
como F'= F,u+ F,0 + F,w.

Para obtener rot(F) (7)) expresado en las coordenadas dadas por 7, usaremos la expresion

rot F = (rot(F) - @)a + (rot(F) - 9)d + (rot(F) - i)

De la definiciéon del rotor sabemos que
rot(F)(rg) = gg% = // (3.23)

Asi, para explicitar el rotor rot(F) en 7 hay dos alternativas: utilizar (3.23) directamente que conlleva a
argumentos similares a los esgrimidos para el caso del operador divergencia (ver secciéon 3.2), o bien aplicar el
teorema de Stokes. Procederemos usando el teorema de Stokes, del cual se deduce que

%F drf//rot dS = //rot ) -4 dA,

donde S = {F(up,v,w) : vg <v<wvg+e,wyg <w<wy+e}y X =05 es la curva cerrada que corresponde a la
frontera de S.. Ahora bien, al descomponer la integral de linea fz F' - dr’ en cuatro integrales, cada una asociada
a un lado de S., obtenemos

vot+e wo+e€ vo wo
}(ﬁ.df: /Fodf+ / f~dF+/]3~dF+ / F.dr
b V0 wo vo+e wo €
vo+e€ . wo+e€
= / F"(f’(uo,v,wo))'%dv+ / Fy(ug, vo + €, w)hy (ug, vo + €, w)dw
Vo wo

Fy (u0,v,w0)hy (uo,v,w0)

vo+e vo+e€
— / F,(uo,v,w + €)hy (ug, v,we + €)dv — / Fy(ug, vo, w)hay (ug, vo, w)dw,
) Vo

que gracias al teorema fundamental del célculo implica

wo—+e€ vo+e a vo+€ wo+e 8
%F -dr = / / %(thw)(uo,v,w)dvdw — / %(thv)(uo,v,w)dwdv
b wo vo Vo wo
wo+€ vo+e
- 2 (Fuha) = 2= (Fyhy) o, v, w)dvd
= v w!lw w vty )|(Uo, UV, W)AVAW

wo
1 .0 0
= // W [%(thw) - %(thu)] dA.
Se

Utilizando el teorema del valor medio para integrales multiples y haciendo € — 0 se deduce finalmente que

1 .0 0

rOt(F) U= hth [%(thw) - aiw

(Fyho)].

Argumentos analogos para el resto de las coordenadas conducen a

1.0 ) 10 B 1) )
hoi g Tl = g ehelit g g Pl = g Fuhul + el Bl = 50

rot(F) = Fuhy.
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Esta formula suele escribirse de manera abreviada como

1 hott  hy hy,w
oi(f = | 2 2 2|,
vt Fuohy  Fyhy  Fyhy

que corresponde a rot(F) = V x F con

Ejemplo 3.4.1. Reescribamos el rotor en coordenadas cilindricas y esféricas.

(1) Coordenadas cilindricas: 7(p,0,z) = (pcos @, psenb, z), se obtiene

hy=1,hg=p, h.=1; F=F,p+ Fpf+ Fyk,
N
P\ F, pF, F.
1[0 OF, OF, OF. 0 oF,] -
== Sl ) 0 Z(pFy) — =2 |k
p|:39 paz}”{az (9p:| s [a(“) 69]

(11) Coordenadas esféricas: #(r,0,p) = (rcosfsen p, rsenfsen p,rcos ), se obtiene

he =1hg =rseng,h, =r; F = F.7+ Fof + F ¢,

1 7 Tsen @é rQ
) 9 9

rot(ﬁ) = 5——| 5 50 3s
ssenp F. rsenply 1k,
1 0
- F
r2sen {&p( orsen ) }
1 OF, 0 1[0 OF,
F, = | == (Fy
rsen¢ [80 87"( 9TS€H(p>:| + r [5 (For) = 390}

3.5. El teorema de Green en el plano

En esta seccion veremos un resultado que se puede obtener como una consecuencia directa del teorema de Stokes.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Green). Sea S C R? una region acotada tal que su frontera 3S es una curva

cerrada y reqular por trozos, orientada en el sentido anti-horario. Consideremos F : ' C R? — RR? un campo

vectorial de clase C' con Q' un abierto que contiene a S y 0S, y denotemos F= (f1, f2). Entonces

7{1? dF _// (%—82) dA. (3.24)

Notemos que si consideramos la extension por cero a R3 del campo F dado en el teorema
(f1, f2,0), y suponemos que la regiéon S esta inmersa en el plano xy, entonces la igualdad

}{ Fedi= / / rot(F) - i dA, (3.25)

Observacion.
anterior, es decir F' =
(3.24) se puede escribir como

que coincide con el teorema de Stokes.
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Ejemplo 3.5.2. Aplicamos el teorema de Green al cdlculo de dreas de regiones planas. Sea S C R? una region
en el plano xy que satisface las hipdtesis del teorema de Green. Si tomamos f1 = 0 y fo = x en (3.24), se

obtiene
// da:dy:jQ{ x dy.
oS

S

Obviamente la integral del lado derecho de la dltima igualdad es el drea A(S) de la region S. Si ahora f1 = —y

y fo =0 se tiene
A(S) :// dxdy = —}1{ ydu.
g oS5

Sumando ambas expresiones concluimos la igualdad

A(S) = %?gs(xdy —ydz).

Esta formula nos permite calcular un drea en términos de una integral de linea.

Apliquemos esta formula a la elipse x2/a® + y?/b?> = 1. Para esto, reescribamos la elipse usando v = acost e
y = bsent, luego se obtiene

27 2
1 1
A(elipse) = = [ (xy’ —ya')dt = = [ (abcos®t — (—absen®t)) dt = mwab.
2 2
0 0

Ejemplo 3.5.3. Consideremos el campo vectorial

— y x
F(%y) == (_12 +y27 f,l}2 +y2) .

Notemos que el campo F es continuamente diferenciable (C1) en todos lados, salvo en el origen (x,y) = (0,0)
donde no estd definido. Ademds, se tiene que

dfs  0fr

ox oy

En efecto

0fr _ @4y 27 _ —a?+y® 0 _ (@49 - -yt a4y

ox @4y a2 +4y?) oy 22 +y? 22 4y? a2 4y?

Sin embargo, la integral de linea frﬁ - d7 es igual a 27 para cualquier curva I' que da una vuelta (en sentido
anti-horario) alrededor del cero. Veremos esto para una circunferencia de radio R en R?, cuya parametrizacion
7:[0,27) — R? estd dada por ¥(0) = (Rcosf, Rsenf). Entonces

/ Fodi— / L1(F(0)7(0) + fo(7(0))7%(0)]d0

0
27 2

—R‘Sszno(—RsenH) + R;;SG(RCOSQ)]dQ = /d9 = 2.
0

T

Esto muestra que la hipdtesis de suavidad (ser de clase C1) del campo F es fundamental para que el teorema de
Green se cumpla.
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3.5.1. Formulas de Green

Las siguientes formulas son consecuencia del teorema de Gauss de la divergencia (ver Teorema 3.1.2).

Proposicién 3.5.4 (Primera formula de Green). Sean f, g dos funciones escalares de clase C' y C2, res-
pectivamente. Consideremos un volumen Q C R3 cuya superficie 02 es cerrada, simple, reqular por trozos y
orientada segun la normal exterior n. Entonces

///(ngJerVg)dV://fg—ZdA, (3.26)
Q o0

2 2 2
donde Ag = % + 272 + % es el operador laplaciano aplicado a la funcion g, y g—z =n-Vg es la derivada
normal de g.

Demostraciéon. Consideremos el campo vectorial en R? definido por F= f Vg. Notemos que
div F' = div(f Vg) = fAg+ Vf - Vg.

Ademaés, dado que f es una funciéon escalar se tiene
~ g
F-n=f(n-Vg) =f—.
=[G Vg)= 52

Entonces la igualdad (3.26) se deduce al aplicar el teorema de la divergencia al campo F. |

Un corolario de la proposiciéon anterior es el siguiente resultado.

Proposicién 3.5.5 (Segunda formula de Green). Sean f, g dos funciones escalares de clase C?. Consideremos
un volumen Q C R que cumple con las hipdtesis de la proposicion 3.5.4. Entonces

///(ng_gAf)dV - //( %Z —ggD dA. (3.27)
Q2 0

Demostracion. La igualdad (3.27) se deduce directamente al restar a (3.26), la misma ecuacion (3.26) pero
donde los roles de f y g son intercambiados. |

3.6. Ejercicios

1. Calcule el flujo definido por el campo

l T
F(z,y,2) = (ey siny + 2y?z, e” cos zx?yz, 7)

a través de la superficie lateral del cilindro de radio 1 que se encuentra entre los planos z = —1y z = 1.

Indicacién: Calcule el flujo total que sale del cilindro (incluyendo las tapas y usando el teorema de la
divergencia). Calcule el flujo a través de las tapas directamente.

2. Considere el volumen 2 C R? definido por las inecuaciones:

2] <2 —a? —y?
(z—-172+y*<1
(a) Bosqueje la region €.

(b) Use el teorema de la divergencia para calcular el flujo del campo F = pj (en coordenadas cilindricas)
a través de OS2 orientada segun la normal exterior.
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. El empuje total que ejerce el agua sobre un objeto de superficie S estd dado por

G://ﬁ-dg
S

= _f (0,0,pg(h—2)) siz<h
F(I’y’z)_{ (0,0,0) siz>h

con

donde g es el modulo de la aceleracion de gravedad, p es la densidad del agua y h es la altura del nivel del
agua. Demuestre que G es igual al peso del volumen de agua desplazado por el objeto.

. Dado F : R® — R® un campo vectorial conservativo de clase C', demuestre que

é/ﬁ-ﬁdAz/Q/ ApdV,

para cierta funcion escalar ¢ : R* — R. Hemos denotado aqui por ¥ a una superficie regular que encierra
al volamen (2, la cual esta orientada segtin la normal exterior 1. Ademés, el operador laplaciano para
una funcion escalar ¢ : R? — R de clase C? se ha definido como

0%¢ 0% 0%

Ap= —— +—— + ——.
¢ 81:2+8y2+8z2

. Sea el campo vectorial F(m,y,z) = (2z + 2,4y — 4,2z). Calcular el flujo de F a través del hemisferio

superior del casquete elipsoidal

$2 y2 22

a§'+'4*4‘25 - 1

orientado segiin la normal interior.

. Calcule el flujo del campo

F(z,y,2) = (¢* seny + z1y%z, €® cos z + 2%y z, a%e?)

a través del manto del cilindro de la figura, orientado segiin la normal exterior.
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Capitulo 4

El plano complejo

En este capitulo recordaremos la definicion y algunas propiedades basicas de los nameros complejos. El estudiante
familiarizado con estos conceptos puede pasar directamente al capitulo 5.

4.1. Estructura algebraica del plano complejo

La estructura algebraica usual de IR? es la de espacio vectorial sobre el cuerpo' de los niimeros reales definida
por las operaciones de adicion

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

y multiplicacién por escalar
A(a,b) = (Aa, Ab),

donde a,b,c,d, A € R. Desde el punto de vista algebraico, el plano complejo C no es otra cosa que R? dotado
de la operacion adicional producto definida por

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Este producto 2 entre vectores de R? puede escribirse matricialmente como
a) (c\_(a —b c\ [ ac—bd
b d) \b a d ) \ad+bc |’
Es facil verificar que (R2, +, -) resulta ser un cuerpo conmutativo, el cual se denota simplemente por C. Por otra

parte, C contiene una copia isomorfa del cuerpo de los ntimeros reales IR. Mas precisamente, la funcién

h:R — C
a — h(a) = (a,0)

es un isomorfismo que permite identificar R con el eje {(a,0) € C : a € R}.

Histéricamente, los nimeros complejos fueron introducidos con el fin de resolver ecuaciones algebraicas que no
tienen solucién en los nimeros reales. El ejemplo canénico es la ecuacion

z? = —1.
Consideremos el complejo (0, 1), el cual satisface

(0,1)> = (0,1) - (0,1) = (—1,0).

1Para las definiciones de espacio vectorial y de cuerpo, el lector puede ver el apunte del curso de Algebra.
2No debe confundirse la operacién - con el producto interno estandar, también conocido como producto escalar, y que se define
como {(a,b), (c,d)) = ac + bd.
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Denotando i = (0,1) e identificando (—1,0) con —1 via el isomorfismo h, podemos escribir

de modo tal que i es una solucién de la ecuacién anterior3.

Notemos ademéas que las identificaciones anteriores permiten escribir
(a,b) = (a,0) +(0,b) = a(1,0) +b(0,1) =a-1+b-i =a+ ib,

donde el producto entre i y b se denota simplemente ib. De ahora en adelante, el nimero complejo z = (a,b)
sera denotado a+ib, y diremos que su parte real es a y que su parte imaginaria es b, lo que se escribe a = Re(z)
y b = Im(z) respectivamente.

El complejo conjugado de z = a + ib se define por
zZ=a—1ib,

y geométricamente corresponde a reflejar z con respecto al eje horizontal asociado a los nameros reales. Notemos
que:

m V21,20 €C, 21 + 20 = Z1 + Z5.

m V21,20 €C, 71 - 23 = 71 - Za.

m Z=12zssi z€R.

= VzeC,@:z,yademéxsz-E:a2—|—b2 siz=a+1b.

» Re(z) = 3(2+7%).

» Im(2) = £ (2 — 2).

Sea z = a+ib # 0; para determinar su inverso z~! multiplicamos por Z a ambos lados de la ecuacién z- 271 = 1,
obteniendo asf (z - Z)2z~! = z. Pero la condicién z # 0 implica que z - Z = a + b> > 0, por lo tanto

Ahora bien, dados z = a +ib # 0 y w = ¢ + id, para calcular w/z utilizamos las siguientes identidades:

“ere ETe

w 1 w-Z ac+bd .ad—bc
zZ-z

A partir de lo anterior se deducen todas las reglas usuales del dlgebra de los nimeros complejos, las cuales se
dejan al lector como ejercicio.

4.2. Estructura métrica del plano complejo

Dado z = a +ib € C, su mddulo se define como
2| = V2Z = Va2 + b2,
y la distancia entre dos ntiimeros complejos z1, zo € C se define como
d(z1,22) = |21 — 22]-

Tenemos las siguientes propiedades:

3Los ntiimeros complejos son muy ttiles en Ingenieria Eléctrica, donde el simbolo i se reserva para denotar la corriente mientras
que se usa j para el complejo (0, 1); nosotros utilizaremos ¢ para denotar este ultimo.
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P N
4 \
=7 \
’ \
I |
\ J
\ _-
\ .-
\\ Pid
A~=-7 A
Abierto Cerrado

Figura 4.1: Conjunto abierto y cerrado

VzeC, |z[ 20, [2] = 2], [Re(2)] < 2] y [Im(2)] < |2].
|z| = 0 ssi z = 0. En términos de la funcion distancia: d(z1, z2) = 0 ssi 21 = z2.
Vzl,ZQ c C, |2122| = ‘2’1H2’2|

Vz1,22 € C, |21 + 22| < |z1| + |#2]. En términos de la funciéon distancia, se obtiene como consecuencia la
desigualdad triangular:
Vz1,22,23 €C, d(Zl, 22) < d(zl, 2’3) + d(Z3, 2’2).

Observemos que |a + ib| coincide con la norma euclidiana ||(a,b)|| del vector (a,b) € R?, y por lo tanto cor-
responde a la distancia entre el punto (a,b) y el origen del plano cartesiano. De este modo, C y R? tienen la
misma estructura topoldgica, lo que significa que las nociones de vecindad, conjunto abierto, conjunto cerrado,
compacidad y convergencia son las mismas.

En consecuencia:

1.

Un conjunto A C C se dice abierto si para todo punto zg € A existe un radio p > 0 tal que el disco
D(z,p) :=={2€C:|z— 2| < p}

esta contenido en A (ver figura 4.1).

. Un conjunto A C C se dice cerrado si su complemento A° = C \ A es abierto. Ejemplo: el disco cerrado

definido por

D(z,p) :=={2€C:|z— 2| < p}

es un conjunto cerrado pues tiene como complemento al conjunto

D(ZOap)c:{ZGC:|Zsz| >p}a

y es facil verificar que este ultimo es abierto.

Un conjunto A C C se dice acotado si existe un radio pg > 0 tal que A C D(0, po).
Un conjunto se dice compacto si es cerrado y acotado.

Una sucesion de ntmeros complejos z, = a,, + ib, se dice que converge al complejo z = a + b, y se escribe
zZn — 2, sl se tiene que
lim |z, —z| =0,

o0

n—

0, equivalentemente, si se tiene que a, — a y b, — b como sucesiones de ntimeros reales.

Propiedad. Si (z,) C C es una sucesién acotada entonces admite una subsucesién convergente.
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Demostracion. Es directo de la compacidad de sucesiones en R2. O

Finalmente, recordemos que un conjunto A se dice conexo (o también conexo por caminos), si dados dos puntos
cualesquiera del conjunto existe una curva regular por trozos que los une y que esta completamente contenida
en A.

4.3. Representacion polar y raices de la unidad

Sea z = x + iy un namero complejo, que como sabemos corresponde a un punto P de coordenadas cartesianas
x e y. Pero P también puede describirse en coordenadas polares r y 6. Mas precisamente, tenemos

z=x+1iy=rcosf +irsenb,

donde r = /22 4+ y2 = |z| y 0 es el dngulo en radianes entre el eje OX y el segmento que une el origen con P;
se dice que @ es el argumento de z.

Una caracteristica importante de 8 que puede llevar a confusién es que no esta tnicamente determinado, pues
si 6 es un valor para el angulo entonces para cualquier entero k € Z, el valor 8 + 2km también es valido para
describir el mismo punto. Para evitar esta ambigiiedad, se suele restringir el valor de 6 al intervalo | — 7, 7], en
cuyo caso se dice que 6 es el valor principal del argumento de z y se escribe

0 = argz.

En la secciéon 6.2.1 veremos que es posible dar un sentido a la funcién exponencial evaluada en un ntmero

argz € (—m, 7|

Figura 4.2: Valor principal del argumento

complejo, a partir de lo cual es posible obtener la formula de Fuler

e = cosf + isend.

Esto permite escribir
z=ret? = |z|et 8@,

Maés atn, si 21 = 1€ v 29 = 19?2 entonces
b

’i(91+02) .
)

B Z1Z29 = T1Tq€

= si 7y > 0 entonces z1/zp = (r1/rg)e’@170%2),
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Asi,

arg(z129) = arg(z1) + arg(z2) (mod 27),
y en particular se tiene que multiplicar un complejo por e’ corresponde a rotar el segmento que lo une con el
origen en f radianes. Ademas, como (e??)* = ¢ ... = 0+ +0) — ¥ o deduce la formula de Moivre

(cos@ + isenf)™ = cosnf + i senn.

Por otra parte, dado k € A/, las raices k-ésimas de la unidad son aquellos complejos que satisfacen zF = 1.
Utilizando la representacion polar z = re’? se tiene:

Nota: se tiene la identidad célebre e'™ 4+ 1 = 0.

Figura 4.3: Raices cuadradas de la unidad

F=1erket =1 o rF =1, kO =0 (mod 27)
2m 2m 2m
< r=1, 6=0,(—),2(—),...,(k—=1)(—
& z=1% 2%, k0T
k=3
i2m
el
1
AT
e's

Figura 4.4: Raices ciibicas de la unidad



78

CAPITULO 4. EL PLANO COMPLEJO



Capitulo 5

Continuidad y derivaciéon

En este capitulo estudiaremos las nociones de continuidad y derivabilidad de funciones de variable compleja.

En todo lo que sigue, f : Q2 — C es una funcion definida sobre un conjunto abierto €2 C C.

5.1. Funciones continuas

Definicion 5.1.1. Diremos que f es continua en zg €  si para toda sucesion (zn)n>1 C Q tal que z, — zo se
tiene que f(z,) — f(z0), lo que se escribe de forma compacta como

lim f(z) = f(20),

zZ2—20

o de manera equivalente

lim |f(z) = f(20)| = 0.

z—20

Si lo anterior es cierto para todo zy € Q, decimos simplemente que f es continua en Q y escribimos f € C(Q).

Por otra parte, dado z € C, f(z) tiene una parte real y otra imaginaria; en consecuencia, se puede escribir
f(z) = u(z) +iv(2),
o bien
f(z) = ulz,y) +iv(z,y), z=xz+iy,

donde las funciones' u = u(z,y) y v = v(z,y) son a valores en R. Es directo verificar que f = u+ v es continua
en zg = g +iyp ssiu: Q2 — Ry wv:Q — R son continuas en (x,yo). En particular, las operaciones de suma,
producto, ponderacion por escalar, composicion y cuociente (cuando esta bien definido) de funciones continuas
preservan la continuidad.

1

Ejemplos 5.1.2.

1. Si f(2) = 22 entonces
f(z) =2 —y* + i2ay,
de modo tal que
u(z,y) = a® —y?

y
v(z,y) = 2zy.

Dado que u y v son continuas en R?, f(z) = 22 es continua en C.

LE] dominio de v = u(zx,y) y v = v(z,y) es igual a , visto este tGltimo como subconjunto de R2.
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2. Si f(z) = 1/z entonces

y esta funcion es continua en C \ {0}.

5.2. Derivada compleja: condiciones de Cauchy-Riemann

Por analogia al caso de una variable real, se introduce la siguiente definicion.

Definicion 5.2.1. Sea Q2 C C un conjunto abierto y f : Q — C una funcion.

= Diremos que f es derivable en zg € 1, si existe el limite

P — i TG IC0)

2520z — 2
cuyo valor f'(zg) lo llamaremos la derivada de f en zp,

» Si f es derivable en todo zy € Q diremos que es holomorfa en ).

= El conjunto de todas las funciones holomorfas en Q se denota H(S2), es decir

H(Q):={f:Q—C|f es holomorfa en Q}.
Notemos que si f es derivable en zy entonces

f(z) = f(20) + f'(20)(z — 20) + 0(z — 20),
donde )
, 0
}ILEI%) h
En particular, si f es derivable en zy entonces f es continua en zg.

=0.

Supongamos que f = u+iv : Q C C — C es derivable en zg = x¢ + iyp € 2. A continuacién relacionaremos
la derivada f’(zp) con las derivadas parciales de u = u(z,y) y v = v(z,y) en (x,yo). Comencemos por tomar
z =29+ h, con h € R. Tenemos entonces que

f(z) = f(z0)  flzo+h)— f(20)
zZ— 2 N h
_u(@o + h,yo) +iv(wo + hyyo)  u(@o, Yo) + iv(To, Yo) .

h h

Luego
f(z) = f(20) _ wlzo+ h,yo) — u(xo,y0) n Z-U(wo + h,yo) — v(zo, Y0)
z— 2 h h
Se tendra en particular que

_ o 9
Mt~ flo) _Ouy o 00

e = fi

Del mismo modo, es posible repetir un anélisis similar al anterior para z = 29 4+ ¢h con h € R. En tal caso
tendremos
J(2) = £(z0) _ f(z0+ih) = f(z0)
z— 2y ih
u(2o, Yo + h) +iv(zo,yo + h)  u(xo,yo) + iv(2o, Yo)
ih B ih
—iu(zo,yo + h) + v(zo,yo +h)  —iu(zo, yo) + v(o, Yo)

h h
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De donde
f(z) — f(20) _ v(zo, Y0 +h) —v(wo,90) iu($07y0 + h) — u(zo, yo)

Z— 20 h h '

Asi,

f(z0+h) — f(20) _ g—Z(xmyo) - i%(xo,yo)

f'(z0) = Jimm, h

Por unicidad del limite en la definicién de derivada, debe cumplirse la igualdad de las dos expresiones recién
calculadas para f’(zp). De este modo, igualando las partes real e imaginaria se obtiene

ou ov

7(x07y0) = 7(1'072/0)7
(c-r) { O %
a*y(xmyo) = —%(ﬂvo,yo),

que se conocen como las condiciones de Cauchy-Riemann. Cabe senalar que este desarrollo sélo asegura que estas
condiciones son necesarias para la existencia de la derivada de f en zg. Veremos a continuacion que en realidad
estas igualdades resultan ser condiciones necesarias y suficientes para la derivabilidad de una funcién en un
punto. Para ello, notemos que, de manera equivalente, f es derivable en z si existe algin complejo f'(z9) = a+ib

tal que
o )= 1(z0) = (a+ D)z — 20)
Z—20 |Z — ZQ‘

=0.

Expresando el producto (a + b)(z — zp) en forma matricial como
a —b T — xg
b a y—yo )’
vemos que la derivabilidad de f en zg equivale a
( u(z,y) > ( u(wo,Yo) > ( a —b > < xr — X )
v(z,y) (20, Yo) b a Y—Y —0
Tr — X
Y—%Yo

Teorema 5.2.2. Una funcion de variable compleja f : 2 C C — C es derivable en zy € §2 ssi es Fréchet-derivable
en (zg,y0) como funcion de R? en R? y ademds se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann

lim H
(z,y)—(x0,y0)

)

lo que prueba el siguiente resultado.

0 0
a*z(xo,yo) = a*Z(xmyo)
ou ov

%($07y0) = —%(330, yo)

En tal caso,

Ejemplos 5.2.3.

1. Consideremos
f(z) = 22 = 2% — y* + 2ixy.

Las funciones u(x,y) 2?2 — 9% y v(x,y) = 22y son (Fréchet)-derivables en todo R? pues todas sus
derivadas parciales son continuas en R2. Mas aftin, es directo verificar que se cumplen las condiciones de

Cauchy-Riemann en todo R?:

%_Zx:%’
u _ 9, 0v
oy — ‘YT "o

Luego
['(20) = 20 +i2yo = 220.
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2. Sea
f(z) = 2% = (23 — 3y2x, 322y — ).

Nuevamente por Cauchy-Riemann:
BN
oy = —bry = —3;.
Luego
F'(20) = 3(x5 — ) + i6xoyo = 3.

3. Tomemos ahora

f(z) = 25,

con k > 0 un entero fijo. Veremos por definiciéon que

f(z0) = k‘zg*l.

En efecto,
Mk
(20 + h)* — 26 — kzg 'l = > (l>z§_lhl
=2
k—2 k )
=0 M T2
k—2
k! .
2 k—2—
=P G e el Y
]:
k—2
k—2)! .
< |h|Pk(k -1 (72 k=2=J|p|/
|h|"k( );OJ!(/@_Q_])H ol I
= [h?k(k — 1)(|20] + [B])* 2.
Luego
+h)* =2 _
Cot P2 A 1| < bl ko~ 1)1 + 1) 0.

Las reglas usuales para la derivacién de sumas, productos, cuocientes, ponderaciéon por escalar y composiciéon
de funciones son véalidas. A continuaciéon enunciamos estas propiedades, cuyas demostraciones quedan como

ejercicio al lector.

5.3. Propiedades basicas de la derivada compleja
Reglas de derivacion:

1. Sean f,g: 2 — C dos funciones derivables en zy y sea a € C, entonces la funciéon h = af + g también es
derivable en zg y se tiene

W (20) = (af +9)'(20) = af'(20) + ¢’ (20)-
2. Si f,g: £ — C son derivables en z; entonces el producto fg es derivable en zy y se tiene

(f9)' (20) = f'(20)9(20) + f(20)9' (20)-
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3. Si f,g:Q — C son derivables en zy con g(zp) # 0 entonces el cuociente f/g es derivable en zy y se tiene

(f)l (20) = F(z0)9(20) — f(z0)g'(20)

g 9(20)?

4. Si f: Q — C es derivable en 2y y g : D — C es derivable en f(z9) € D entonces la composicion g o f es
derivable en zg y se tiene

(g0 f) (20) =9'(f(20)) - f'(20)-

En particular, todo polinomio
p(z) =co+erz+ ...+ 2"

es holomorfo en C con

p'(20) = ¢1 + 2¢o20 + .. kep2F L

Similarmente,

es holomorfa en C \ {0} con

k
f/(ZQ) = SR VZO 7é 0.
20

Por otra parte, es evidente que si f = C con C € C una constante entonces f’ = 0. Para la reciproca se tiene:

Proposicion 5.3.1. Sea f : Q@ C C — C wuna funcion holomorfa con Q0 un conjunto abierto y conexo por
caminos. Si f' =0 en Q entonces f es constante en Q.

Demostracion. Sea f =u+iv € H(Q) tal que f' =0 en Q. Por Cauchy-Riemann, se tiene

ou ou v ov

Como 2 es conexo por caminos, se deduce que existen dos constantes reales C; y Cs tales que u = C7 y v = Cs,
y en consecuencia f = Cy 4+ iCy en €. O

Diremos que una funcién holomorfa F' : 2 — C es una primitiva de f: Q — C si
Vz € Q, F'(z) = f(2).

Corolario 5.3.2. Sean F,G € H(Q)) dos primitivas de una funcion f : Q C C — C, donde Q es un abierto
conezxo por caminos. Entonces existe una constante C € C tal que para todo z € Q, F(z) = G(z) + C.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 5.3.1 a la funcion H = F — G. a

5.4. Ejercicios

1. Para las siguientes funciones, determine aquellas que son holomorfas en todo C y calcule su derivada:

“T(cosy —iseny), z = x + iy.

e
= (234 1)e Y(cosw +isenx), z = x + iy.
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2. a) Sea f:Q CC — R. Pruebe que si f es diferenciable en zy € Q (en el sentido complejo) entonces
f'(z0) = 0.
b) Sean Q C C un abierto conexo por caminos y f : Q — C una funciéon holomorfa. Pruebe que si | f] es
constante en ) entonces f también es constante. Indicacion: considere |f|>.
3. a) Sean u,v: ) C R? — R. Pruebe que si u +iv y v + iu son holomorfas en Q como subconjunto de C,

entonces u + v es constante.

b) Sea zp € C y definamos f(z) = (2 — 20)|z — 20|, z € C. Pruebe que f es diferenciable s6lo en z.

4. Definamos los operadores diferenciales mediante las formulas

9: 7 0z
o _1(o 90
0z 2\ 0x Zay
9 _1(9 .0
0z 2 \0x dy

a) Pruebe que f = u + iv satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y solo si == = 0.

0z
. of
b) Si f € H(Q), muestre que Vz € Q, f'(z) = g(z)

2

¢) Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacion 9205
20Z

d) Dada una funcién f = u + iv con u y v de clase C?, se define el laplaciano de f mediante

Af = Au+ iAv,

y si Af =0 en Q entonces se dice que f es armonica en Q. Deduzca que si f € H(2) entonces f es
arménica en . Pruebe que f € H(Q) siy solo si f(z) y zf(z) son armoénicas en €.

5. Sean u(x,y) y v(z,y) dos funciones de clase C' en RR?. Considere los campos en R? definidos por
u?(x, Y, Z) = u(x, y)/Z\—f— U(.’l?, y)jy wl (.27, Y, Z) = U(.’E, y)/l\_ u(x’ y)j\
(i) Pruebe que @ y w; son conservativos si y solo si u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann,
en cuyo caso decimos que u y v son funciones conjugadas.

(ii) Pruebe que si u(z,y) y v(x,y) son conjugadas y de clase C? entonces Au = Av = 0 (decimos que u y
v son armdnicas) y ademas Vu - Vo = 0.

(iii) Pruebe que si u(x,y) es armonica entonces existe una funcion v(z, y) conjugada de u. Indicacion: note
que lo anterior es equivalente a probar que un cierto campo es conservativo.

6. Sea f: Q C C — C. Supongamos que en coordenadas cartesianas z = x + iy, f(z) = u(z,y) +iv(z,y), y
que en coordenadas polares z = re?, f(2) = u(r,0) + iv(r,0) con u y v diferenciables.

Verifique que u(r,8) = u(rcosf,rsend) y v(r,0) = v(rcosf,rsend), y pruebe que f es holomorfa en § si
y solo si

Lo o
rod or
Lou o
rog or

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. Verifique que de tenerse
estas condiciones entonces

f(z) = (g:f + ZZZj) e 0 2 =re.



Capitulo 6

Funciones en serie de potencias

Hemos visto que las funciones algebraicas, entendidas como sumas (finitas), productos, cuocientes y potencias
de polinomios en z, son funciones holomorfas en todo C. En este capitulo extenderemos varias funciones trascen-
dentes de una variable real al plano complejo utilizando sus expresiones en series de potencias, obteniendo asi
nuevas funciones holomorfas.

6.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea (¢k)k>0 C C una sucesiéon de nimeros complejos y a € C un punto dado. Dado z € C definimos la suma
parcial

Sn(z) = ch(z —a)",
k=0

Teorema 6.1.1. Sea

R =1/limsup ¥/|ckl,

k—oo

con la convencion 1/0 = co. Entonces

1. Sy(z) converge si |z —a| < R y diverge si |z — a| > R. Al nimero R se le llama radio de convergencia de

la serie .
(o)
2. La serie S(z) = Y cx(z — a)* es holomorfa en D(a,R) = {z € C: |z — a| < R} con
k=0

S'(z) = Z kep(z —a)kt,
k=1

Demostracion. Supongamos para simplificar que a = 0, el caso general se hace igual. Tenemos que:

= Si|z|] < R= {¥/|exl|z| < e < 1 para todo k suficientemente grande, luego

N+m
|Snam(2) = Sn(2)] < D Jellzf?
k=N+1
o0
< 3 (Wal))!
B=N+1 2T
eN+1
< 1 — 0 cuando N — oo.
—€

85
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Luego, {Sn(2)} es de Cauchy en C, y por lo tanto es convergente.
» Supongamos que |z| > R. Por una parte, tenemos que
1Sn(2) = Sn-1(2)| = len]|2 Y.
Si Sn(z) converge entonces necesariamente |Sy(z) — Sy—1(z)] — 0. Escojamos una subsucesion Ny, tal

que
/len, | — 1/R.

En particular, dado € > 0 se tendré que para todo k suficientemente grande

Wlew, | > 1/(R+e),

y en consecuencia
len |12 > {21/ (R + )]V

Escogiendo € > 0 tal que R+ ¢ < |z| (esto es posible pues hemos supuesto que |z| > R), se deduce que
len [12)Y > 0N con 6 > 1.

Luego, |Sn, (2) — Sn,—1(2)| = V% — oo, y por lo tanto Sy (z) no converge.

Demostremos ahora que la serie S(z) es derivable término a término tal como se establece en el enunciado.
Comencemos por notar que como limsup;, *v/k|ck| = limsup, ¥/|ck|, entonces ambas series tienen el mismo
radio de convergencia. Sea zy € D(0, R) y h € C pequetio de modo tal que |z| 4+ |h| < R — e. Entonces

S(Zo+h) —S(Z()) = k1
h — ;kckzo

o0 k_ Lk
ch [(ZO +h)" -2 kz§1:|

h
k=2

< |h| Y~ k(k = Dlex|(l20] + [R])*
k=2

< |n]- [Z k(k —1)|ex|(R - 8)'“2]
k=2

convergente a un M<-+oo
= M|h| — 0 cuando h — 0.

a

Observacién. Si |z — a|] = R entonces puede o no haber convergencia, lo que dependera de cada serie en
particular.

Corolario 6.1.2. Bajo las condiciones del teorema anterior, la serie
oo
S(z) = ch(z —a)*,
k=0
tiene derivadas de todos los drdenes en D(a, R), lo que escribimos S € C*°(D(a, R)), y mds ain
o0
VneN, S (z) = Z k(k—1)---(k—n+1cp(z —a)km.
k=n

En particular,
S*) (a)
k'

szej\/, Cr, =
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6.2. Ejemplos de funciones en serie de potencias

6.2.1. La funcién exponencial

Definimos la exponencial compleja de z € C mediante la serie de potencias

El radio de convergencia de esta serie es

, [1
R=1/k1£§o Y ﬁ:1/0:00,

de modo que la exponencial queda bien definida para todo z € C, es decir
exp:C —C.

Veamos algunas propiedades basicas de la funcion exponencial.

Propiedades.

= Vo € R, exp(z) = e”.

= Vy € R, exp(iy) = cosy + iseny.

En efecto, desarrollando la serie de potencias e identificando sus partes real e imaginaria se obtiene

expliy) = ) ( ,‘Z,)

k=0
2 4 6 3 5 7
_ y .y _ v oY Y
T I R R Ul i TR
= cosy-+iseny.
» V21,29 € C, exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22).
En efecto,
o (21 + 22)"
e+ = 30 E
k=0
0o k o k k—i
1 k‘ k—j _j 2 J Z;
- S (Daa-ry s
k:Ok j=0 J k=0 j=0 (k ‘]) J
o o k—j _j
21 22
= ZZ ~ = = exp(z1) exp(22).
— 1 41
iz k=)t
s Vo,y € R,

exp(z + iy) = e”(cosy + iseny).

» Vzp € C, exp’(z0) = exp(z0).
Ejercicio: verificarlo usando Cauchy-Riemann.

» Vz € C, exp(z) = exp(z + 2k7i), es decir exp(-) es 2mi-periddica.

= exp(-) no tiene ceros; mas atin, si z € C es tal que z = x + iy, entonces |exp(z)| = e #0 Vz € R.
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6.2.2. Funciones hiperbdlicas

Una vez definida la funcién exponencial, podemos definir las funciones coseno y seno hiperbolico de una variable
compleja de manera similar a como se definen las funciones hiperbélicas de una variable real.

El coseno hiperbolico es la funcién holomorfa en C
cosh:C —C

definida por
exp(2) + exp(—2)

2

22 24 28

:1+§+I+a+...

= cosh(z) cosy + isenh(z) seny.

cosh(z) =

El seno hiperbdlico es la funciéon holomorfa en C
senh:C — C

definida por
exp(z) — exp(—z2)
2

2 25T

= senh(z) cosy + ¢ cosh(x) sen y.

senh(z) =

Propiedades.

s cosh(—z) = cosh(z) (funcién par).

» senh(—z) = —senh(z) (funcién impar).
= Ambas son 2mi-periddicas.

= cosh’(z) = senh(z).

= senh’(z) = cosh(z).

= cosh?(z) — senh?(2) = 1.

» cosh(z) =0 2= (5 +kn)i, ke 2.

» senh(z) =0< z=kmi, k € Z.

6.2.3. Funciones trigonométricas

Por analogia con el caso real, las funciones trigonométricas coseno y seno de una variable compleja se definen a
partir de sus series de potencias!

El coseno es la funcién holomorfa en C
cos:C—C

1Las series de potencias del seno y del coseno tienen ambas radio de convergencia igual a infinito.
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definida por

22 2t S
cos(z)zl—a—i—j—@—i—...
_exp(iz) + exp(—iz)
B 2
= cosh(iz)

= cosh(y) cosx — isenh(y) sen z.

El seno es la funcion holomorfa en C
sen:C —C

definida por

2 22
sen(z)zz—i—i—ﬁ—ﬁ—i—...
_exp(iz) — exp(—iz)
B 2i
1 ;
= —senh(iz)

i
= cosh(y) senx + isenh(y) cos z.

Propiedades.

= cos(—z) = cos(z) (funcién par).

= sen(—z) = —sen(z) (funcién impar).
= Ambas son 2m-periddicas.

= cos'(z) = —sen(z).

= sen’(z) = cos(z),

» cos?(z) +sen?(z) = 1.

wcos(z) =0 2= (5 +kn), ke Z.

wsen(z) =0 z=km, ke Z.

6.2.4. Funciéon logaritmo

Aunque nos gustaria definir la funcion logaritmo de un nimero complejo log(z) simplemente como la funcion
inversa de exp(z), hay dos inconvenientes que nos lo impiden:

1. exp(z) no es epiyectiva pues exp(z) # 0 para todo z € C.

2. exp(z) no es inyectiva pues es 2mi-periddica.

La primera dificultad es simple de resolver pues basta restringir el dominio del logaritmo al rango de la expo-
nencial, esto es, C \ {0}. Aunque el segundo inconveniente es mas delicado, veremos a continuacién que si es
posible definir

log:C\ {0} —=C

de modo tal que se tenga la propiedad

Vz € C\ {0}, exp(log(z)) = =.
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En efecto, sea z = e’ con r = |z| > 0 de modo que z € C\ {0}. Para resolver la ecuaciéon exp(w) = z

tomemos w = x + iy de modo que exp(w) = e%e¥, y asi la ecuacion e®e®¥ = re' tiene como solucién z = Inr,
y = O(mod 2). Luego, el conjunto solucion esta dado por {ln |z| + i(arg z + 2kw)|k € Z}, donde arg z € (—7, 7]
es el valor principal del argumento de z definido en la seccion 4.3.

Asi, para cada k € Z tenemos la determinacion k-ésima de la funcion logaritmo log” : C \ {0} — C definida por
log” (z) = In|z| +i(arg z + 2km). La determinacion principal del logaritmo complejo es la funcion

log:C\ {0} —=C

definida por
log(z) =In|z| + i arg 2.

Como la funcion arg z es discontinua en R_ pues pasa de —7 a 7, no podemos esperar que log(z) sea holomorfa
en todo C \ {0}.

Propiedades.

arg z

= exp(log(z)) = e I*le =z.
» log(z122) = log(z1) + log(z2) (mod 2mi).

= log(z) es discontinua en R_.

= log(z) es holomorfa en C \ R_, y més atn

1
log'(20) = P

En efecto,

log(2o + h) —log(z0) _ 1 log(1 + %)
h 20 (l)
1 w 1 1 1

zo exp(w) — exp(0) - 20exp’(0) 2o

donde w = log(1 + %) — 0 cuando h — 0.

» Desarrollo en serie en torno a a = 1:

Como
1 oo
f:Z(l—z)k silz—1l<1
7 =0
entonces
o0
log'(z) = Z(l —2)F silz—1] <1,
k=0

y dado que log(1) =1In1+ 40 = 0, en virtud del corolario 5.3.2 se tiene

—

LS
log(z) ZkJrl(z 1)
k=0

siempre que |z — 1| < 1.
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= Desarrollo en serie en torno a zg ¢ R_:
Como

z z
0 Z k
Z (1= ?)
k=0 0

siempre que |z — zg| < |z0| entonces para todo z en la componente conexa por caminos del conjunto
D(zp, |20]) \ R— que contiene a zy se tiene

log(2) = log(z0) + 3 — (o g
k=0 (k 1)ZO

6.2.5. Otras funciones

= La tangente hiperbdlica es la funcién definida por

senh(2)

tanh(z) = cosh(z)

que resulta ser holomorfa en Q =C\ {(§ + kn)i: k€ Z}

= La tangente es la funciéon definida por
sen(z)

tan(z) = cos(z)

que resulta ser holomorfa en Q@ =C\ {§ +kn: k€ Z}.

= Dado a € C, el valor principal de la funcion potencia estd dado por
2 — exp(Alog(2)),

el cual es una funcion holomorfa en = C\ R_. Un caso particular importante es el valor principal de la
raiz cuadrada:

\/2: Zl/2 — ‘Z|eiarg(z/2).
6.3. Ejercicios

1. Sabiendo que la serie S(z) = > cp(z — 20)* tiene radio de convergencia Ry > 0, determine el radio de
convergencia de las siguientes series de potencias:

ch(z - Z())2k7 ZCQk(Z - Z())ky ZC%(Z — Z(])k.

2. Determinar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y estudiar la convergencia cuando

|z| = 1:
5 Z* 2"
24 2 L

3. Pruebe que:

a) =1+ Y (k+1)(z+1)*, cuando [z + 1| < 1.
k=1
b) H=1+1> (DFE+1) (zQQ)k, cuando |z — 2| < 2.

k=1

4. Pruebe que:



CAPITULO 6. FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS

a) sen(iz) = isenh(z), senh(iz) = isen(z),
cos(iz) = cosh(z), cosh(iz) = cos(z).

b) sen(z) = sen(z), cos(z) = cos(z).

¢) lim e Ysen(z +iy) = %[senx + icos z].
Yy—00

d) lim tan(z +1iy) = 1.
y—oo

5. Demostrar que f(z) = exp(2?2) + cos(z) es holomorfa y encontrar su serie de potencias.

6. Considere la serie S(z) = Y, ar2" con ay =2 si k es par y a;, = 1 si k es impar. Determine el radio de
convergencia R de esta serie y pruebe que ella converge para |z| < Ry diverge para |z| > R. Compruebe
que para |z| < R se tiene

24z
SE =1

7. Dado A € C, definimos p* : C \ {0} — C mediante

p*(2) = exp(Alog(2)), z # 0.

™/2 y que para todo k € Z, pF(2) = 2.

(i) Muestre que p'(i) = e~
(ii) Dado A = « + 403, pruebe que para todo ¢t > 0 real,

P (t) = t*[cos(Blogt) + isin(Blogt)).

(iii) Dados A, i € C, verifique que p*T#(z) = p*(2) - p"(2). Determine ademas el dominio donde p*(z) es
holomorfa y pruebe que
) (2) = W ().

Nota: todo lo anterior justifica que la funcién p*(z) se llame funciéon potencia generalizada y que se denote
mas simplemente por z*. Asi, en (i) se probé que i* = e~™/2



Capitulo 7

Integral en el plano complejo

7.1. Definicién

Un camino I' en C es una curva regular por trozos parametrizada por una funcién continua y diferenciable por
trozos v : [a,b] — C. Se dice que el camino I" es cerrado si y(a) = v(b). En algunas ocasiones, denotaremos por
~v* ala curva I como conjunto imagen de [a, b] via la parametrizacion ~, es decir

7" =7(la;b]) = {y(t) : a <t < b}

Sea 2 C C un conjunto abierto y f : 2 — C una funcién continua. Dado un camino I' C ) parametrizado por
v : [a,b] — Q, definimos la integral compleja de f sobre I" mediante

b

/ f(2)dz = / FO/ @)ty
N a

7{ F(2)dz,

Mas explicitamente, tenemos que si () = x(t) +iy(t) y f(2) = u(z,y) +iv(x,y), 2 =  + iy, entonces se tiene

Cuando I' es un camino cerrado se suele escribir
para denotar la integral de f sobre I'.

b
/ f(2)dz = / (1), y () (t) — (e (t), y(£))i ()t
N a

+i [ [ul@(), y(0)g(t) + v(z(t), y(t))(b)]dt.

/f(Z)dZ_/<_uv>~dF+i/<Z> - dF,

Esto muestra que [ f(z)dz se calcula a partir de dos integrales de trabajo sobre I', vista esta tltima como una
r

D\@

Luego

curva en R2.

En particular resulta que la integral compleja es invariante bajo reparametrizaciones regulares de I' que preservan
la orientacién; en caso que dos parametrizaciones regulares del camino I' lo recorran en sentido opuesto, el valor
de la integral s6lo cambia de signo.

93
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7.2. Propiedades y ejemplos

La siguiente proposicién resume algunas de las principales propiedades de la integral compleja.

Proposiciéon 7.2.1. Sea Q C C un conjunto abierto y T' C Q un camino parametrizado por v : [a,b] — Q. Se
tiene:

1. Ya,B€C, Vf, g€ CQ)

[lar@)+ saeNdz =a [ sz +5 [ gl

r r

2. Vf € C(Q)

/ f(2)dz| < L) sup |£(2)],

zel
r
b
donde L(T) = [ |¥(t)|dt es la longitud del camino T.

a

3. Si f € C(Q) admite primitiva, i.e. AF € H(Q) tal que F'(z) = f(2), entonces

/ f(2)dz = F(y(b)) — F(1(a)),
I

y en consecuencia el valor de la integral solo depende de los extremos del camino pero no de la trayectoria
recorrida. En particular, si I' es un camino cerrado entonces

ﬁf(z)dz =0.

Derogfacig.

2. Comencemos por observar que si H(t) = U(t) + iV (t) entonces

b b b b
/H(t)dt _ /U(t)dt +i/V(t)dt < /|H(t)|dt.
A b b
En efecto, sean ¢ y g tales que roe’® = [ H(t)dt, de modo que ro = | [ H(t)dt|. Luego,

a a

b

b
ro = e~ /H(t)dt = /e*”OH(t)dt,

a

y dado que rg es real,

b b b
ro = Re / e~ H (1)t — / Rele=i H(#)]dt < / | Refe% 1 (1)]|dt

a
b

b
[1e s = [ 1o

a a

IN
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donde hemos usado que |e%%| = 1, probando asi nuestra primera afirmacién. Utilizando lo anterior, se
obtiene

b

/ﬂ@wfg/UW®NW%mﬁ
T a

IN

igW@waﬁ
= sup|f(2)|L(D).

zel

3. Sea F tal que F' = f. Entonces

b b
[tz = [ Fawsma= [ LIFa@d=Fa0) - Fo@).
T a a

O

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Corolario 7.2.2. SiT' es un camino cerrado en C y zo ¢ I' entonces

7{(2 — 20)Fdz = 0 para todo k # —1.
r
Demostracion. Basta con observar que si k # —1 entonces F'(z) = (z — z9)* con
F(2) = o (= 20)
kE+1

a

En el caso k = —1 se tiene un problema cuando el camino encierra al punto zy pues log(z — zg) es primitiva

de (z — z9) ! pero solo para z € C\ {20 + R_} y por lo tanto no podemos aplicar la proposicién 7.2.1 cuando
I'n{zo+R_} # 0 como en la figura 7.1.

Figura 7.1: Camino cerrado en torno a un punto
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Definicion 7.2.3. Dado zo ¢ T con T’ un camino cerrado, se define la indicatriz de T' en zo mediante

1 dz
Indl"(ZO) = %é‘ > _ 20.

Para evaluar Indr(zp), parametricemos I' en coordenadas polares relativas a un origen en el punto zp mediante

v(t) = z0 + r(t)ew(t), t € a,b],

para algunas funciones t € [a,b] — r(t) > 0y t € [a,b] — 0(t) € R. Luego

Indr(zo)

i;dt—&-z/é

_ b [m (T(b)) +i[f(b) — 9(@)]}

27 @

Como la curva es cerrada r(a) = r(b) de modo que In(r(b)/r(a)) = In(l) =0y asi

b

1 i 4 )
5 / EM )@ 4 (1)ie® D (t)]dt
L

211,

Indr(zo) %Wam)

= numero de vueltas de I' en torno a zp en sentido antihorario.

Un ejemplo de los valores que puede tomar la indicatriz de una curva cerrada se ilustra en la figura 7.2
)

Figura 7.2: Funcién indicatriz de una curva cerrada

En el caso de una funcién que es expresable como una serie de potencias en un disco se tiene:

Corolario 7.2.4. Para una serie de potencias

z) = ch(z — z)k
k=0

jg S(z)dz =

para todo camino cerrado T' contenido en D(zp, R).

con radio de convergencia R se tiene
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Demostracion. Basta con observar que la serie de potencias S(z) tiene como primitiva en D(zp, R) a la funcion

o0
Ck
) =3 20— 20) .
k=0
O

Resultados como el corolario 7.2.4 pueden ser muy tutiles para evaluar integrales reales en base a métodos de
variable compleja. El siguiente ejemplo es una ilustracion célebre de esta clase de técnica.

Ejemplo 7.2.5 (Integrales de Fresnel).

Las siguientes identidades se conocen como las integrales de Fresnel:

7 cos(2?)dx = 7 sen(z?)dx = g (7.1)

Para probar (7.1) tomemos R > 0y consideremos el camino
I'R)=T;UTyUT};

tal como se ilustra en la figura 7.3.

w/4

Figura 7.3: Camino para las integrales de Fresnel

Consideremos la funcion
f(z) = exp(iz?).

Como se trata de la funcién exponencial, la cual se define como una serie de potencias de radio de convergencia
infinito, compuesta con el polinomio p(z) = iz2, se deduce que f(z) admite un desarrollo en serie de potencias,
cuyo radio de convergencia también es infinito.

Luego,
f exp(iz?)dz = 0. (7.2)
I'(R)

Por otra parte,

]{ exp(iz?)dz = /exp(izz)dz+/exp(iz2)dz+/exp(izz)dz.
T(R)

Iy T I's

Estudiemos el comportamiento de cada una de estas integrales cuando R — oo:
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= Tenemos

R R R
/exp(iz2)dz = /exp(ixg)dx: /cos(xQ)dx—i—i/sen(xQ)dx,
0 0 0

Iy

luego
/exp(izz)dz — /cos(:z:z)dz +i/sen(x2)d:1:7 cuando R — oo.
r, 0

s Tenemos

y R
/exp(iZQ)dZ - /exp(irzeiﬂ/2>eiﬂ-/4d’r = —eiﬂ—/4/6_r2dr,
R 0

I3
luego
. 1
/exp(izz)dz — —e”“ﬁ =——( Ty E), cuando R — oo.
2 2 2 2
I's
= Finalmente
/4

/ exp(iz?)dz

2

/ exp(iR?e*) Rie dh

/4
R / eiR2 (cos 20+isen 20) ei@ do
0

/4

< R/e—steHQQde
0
/4

< R/e*RQ%%’da
0

2 /4

iR .

= %[1 - e*RQ] — 0, cuando R — oo.

Para la segunda desigualdad hemos usado que

Va € [0,7/2], sena > 2a/m.

Por lo tanto, haciendo R — oo en (7.2) se obtiene
o0 o0 1
/cos(xQ)dx = /sen(acQ)dx: 3 g
0 0

y por un argumento de paridad se deduce que se tiene (7.1).
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7.3. El teorema de Cauchy-Goursat

Una pregunta interesante es saber si un resultado similar al corolario 7.2.4 es cierto pero sélo bajo el supuesto
que f es holomorfa en un dominio €2, sin saber a priori si es 0 no expresable como una serie de potencias. Un
resultado fundamental de la teoria de funciones de variable compleja establece que esto es asi siempre que se
asuma una propiedad adicional sobre el dominio.

Definicion 7.3.1. Un subconjunto 2 C C abierto y conexo por caminos se dice que es simplemente conexo si
todo camino cerrado contenido en Q encierra solamente puntos de §Q.

Dicho de otra forma, un conjunto simplemente conexo no tiene agujeros.

Definicion 7.3.2. Un camino cerrado simple es un camino que genera dos conjuntos disjuntos abiertos y
conexos, uno acotado y el otro no acotado, y ambos conjuntos tienen al camino como frontera.

En otros términos, un camino cerrado simple es aquél que siendo cerrado no se corta a si mismo.

Teorema 7.3.3 (Cauchy-Goursat). Si f es una funcion holomorfa en un abierto simplemente conexo Q

entonces
$ 51z =
r

para todo camino cerrado, regular por trozos y simple I' contenido en 2.

Demostracion. Para simplificar, solo daremos la demostracion en el caso en que se supone ademéas que f'(z2) es
continua® en . Sea D C C la regién encerrada por el camino I'. Si f = u + iv entonces se tiene que

from=f (0) e f (1)
//{ 8: }dd +z// [&‘}dmy,

esto ultimo en virtud del teorema de Green en el plano (suponiendo que I' se recorre en sentido antihorario),
el cual se puede aplicar pues las derivadas parciales de v y v son continuas. Finalmente, de las condiciones de
Cauchy-Riemann se deduce que los integrandos de las dos integrales dobles son nulos en D, lo que prueba el
resultado. m

Observacion. El teorema 7.3.3 fue demostrado originalmente por A. Cauchy bajo la hipotesis adicional de que
f'(2) es continua en €, lo que asumimos en la demostracion sélo para simplificar el analisis pues nos permite
aplicar directamente el teorema de Green en el plano.

Es generalmente reconocido que el primero en dar una demostracion sin asumir la continuidad de f’(z) fue E.
Goursat. Esto ultimo es muy importante pues nos permitird probar que toda funciéon holomorfa es expresable,
al menos localmente, como una serie de potencias (ver el teorema 8.2.1).

El resultado anterior puede extenderse a situaciones més generales. Un ejemplo lo constituye el siguiente teorema:

Teorema 7.3.4. Sea Q2 C C un conjunto abierto y conexo, y consideremos

f : Q\{p17p27"°7pn} — C

una funcion holomorfa, donde {p1,p2,...,0n} C Q. Sea T' C Q un camino cerrado, regular por trozos, simple y
recorrido en sentido antihorario y sea D la region encerrada por T'. Supongamos que {p1,pa2, -+ ,pn} €D CQ

1Para una demostracion en el caso general el lector puede referirse por ejemplo a Teoria de Funciones de Variable Compleja,
R.V. Churchill, McGraw-Hill, New York, 1966.
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y escojamos € > 0 suficientemente pequerio de modo tal que los discos cerrados D(pj,e) estén contenidos en D
y no se intersecten entre si. Sea y;(t) = p; + ee'* con t € [0,2n]. Entonces

ﬁf(z)dz = Z . f(z)dz

Demostracion. Para € > 0 como en el enunciado, definamos

Figura 7.4: Curva cerrada que encierra circunferencias

Introduzcamos un segmento rectilineo L; C D,., o en caso de ser necesario una cadena continua y finita de tales
segmentos, que una el camino I' con ~;. Similarmente, sea Ly C D, otro segmento (o cadena) rectilineo que una
~j con 75, y asi sucesivamente hasta L, uniendo v, con I'.

De este modo, podemos dividir D, en dos subdominios simplemente conexos D. y D? donde f es holomorfa,
los cuales corresponden a regiones encerradas por los segmentos L; y arcos de I y 7. Sobre ambos dominios
podemos aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para f, para deducir que

(2)dz=0= f(z)dz,
oD! oDy

donde 0D, y 0D/ denotan los caminos que encierran a D. y D! respectivamente. En particular, la suma de
estas integrales es nula, y si ambos caminos se recorren en sentido antihorario entonces las integrales en sentidos
opuestos a lo largo de los segmentos L; se cancelan mutuamente.

Luego, si denotamos por (v¥)~ el camino +* recorrido en sentido horario, se tiene que
b j J 9

0 (z)dz + f(z)dz

aD! apr

= 7{ f(z)dz + Z% f(2)dz + Integrales sobre los L;’s
r j= (i)~

- jgf(z)dz —~ iﬁ f(2)dz,

lo que prueba el teorema.
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7.4. Ejercicios

1. Calcule directamente el valor de las siguientes integrales:

/Re(z)dz, /Im(z)dz, / = /E"dz

[0,z0] |z|=1 |z|=2

2. Pruebe que la funciéon z — zlog(z) tiene una primitiva en C \ R_, y calcule el valor de la integral

/ 2log(2)dz

[0,7]

3. Pruebe que

2
lim [ ———dz=0, lfm / ZopE) )y
R— o0 23 +1 R—o00 z+1
|z|=R [~ R,— R+4]
4. Pruebe que
/e_%2 cos(2bx)dx = et /e_”zdx
0 0
oo b
/6_12 sen(2bz)dr = et /em2dx
0 0

Ind.: Integre f(z) = exp(—z2) en un contorno rectangular adecuado.

5. a) Pruebe que para b €] — 1,1] se tiene
/ 1—b%+ 22
dr = -
1 — 0%+ 22)2? + 4b%a2 2
0

en un contorno rectangular adecuado.

3

Indicacion: Integre f(z) = 1422

b) Si ademés b # 0, pruebe que

/°° gy Lo 1t
1—b2+gc2 +4622277 T 4p 1-0
0

6. Pruebe que

/ e_g”ZIm(e_Q”p(:v +i))dx =0
— 00

para cualquier polinomio p(z) a coeficientes reales.
Indicacion: Considere f(z) = exp(—22)p(z).
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Capitulo 8

Formula de Cauchy y primeras
consecuenclas

8.1. La féormula de Cauchy

El siguiente resultado, que béasicamente es una consecuencia del teorema 7.3.3 de Cauchy-Goursat, es funda-
mental para el desarrollo de la teoria de funciones de varible compleja.

Teorema 8.1.1. Sea f: Q C C — C continua en Q y holomorfa en Q\ {p}. Sea r > 0 tal que D(p,r) C Q.
Entonces, para todo zg € D(p,r) se tiene la formula integral de Cauchy:

o) =57 ¢ @) g, ®.1)

211 D(p,r) Z— 20

donde OD(p,r) es la circunferencia de centro p y radio r > 0 recorrida en sentido antihorario.

Demostracion. Supongamos zg # p (el caso z = p es analogo y se deja como ejercicio al lector). En virtud del
teorema 7.3.4, que a su vez es una consecuencia del teorema 7.3.3, para todo € > 0 suficientemente pequerio se

tiene
% RIS :f FACI. 7{ IO (8.2)
aD(p,r) %0 aD(p,e) # — 20 dD(z,e) Z ~ 20

La primera integral del lado derecho tiende a 0 cuando £ — 0; en efecto, por la Proposicion 7.2.1 se tiene
j{ Mdz < 2me sup £
dD(pe) ¥~ %0

z€0D(p,e) |Z - ZO'
donde M = sup{|f(2)|/|z — 20| : z € OD(p,e)} es finito debido a la continuidad de f y a que zp no pertenece al
conjunto cerrado dD(p,e) de modo que Ja > 0, Vz € D(p, ), |z — 20| > .

< 2mwMe,

Por otra parte, para la segunda integral del lado derecho en (8.2) se obtiene

2
it
/ 1(z) dz = /Msie“dt
z— 29 cet

dD(z0,¢) 0

27
= /f(zoJree”)z'dt.

0

103
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De la continuidad de f se deduce que

2m
HH(I) f(z0 +ee)dt = 21 f(20). (8.3)
e—

0

En efecto, dado n > 0, la continuidad de f en zy permite asegurar que existe § > 0 tal que si |z — 2| < ¢
entonces | f(z) — f(20)| < 1. Luego, si € < § entonces |29 + e’ — 29| = ¢ < § y en consecuencia

2

27
[ o ectiar—amsta)| = | [1fGo+e) = flanlas

0
27

< /|f(Zo +ee’) — f(z0)|dt
0

< 2mp,

y como 7 > 0 es arbitrario, esto implica que se tiene (8.3).
Finalmente, observando que el lado izquierdo en (8.2) no depende de ¢ y haciendo e — 0 en esta igualdad se
obtiene
]{ Mdz =2mif(z),
aD(p,r) # %0

lo que prueba el resultado. O

8.2. Desarrollo en serie de Taylor

Teorema 8.2.1. Sea [ : Q2 C C — C una funcion continua en un abierto 1 y holomorfa en \ {p}. Sear >0
tal que D(p,r) C 2. Entonces existe una sucesion de constantes cg,c1,ca,... € C tales que

f(z):ZCk(pr)kv VZGD(]),T),
k=0
Y mds aun
1
il

4)(p) = - W,

Ck = p
2mi dD(p,r) (w - p)kJrl

donde OD(p,r) estd parametrizado en sentido antihorario.

Demostracion. Dado z € D(p,r), en virtud de la formula de Cauchy se obtiene

1 flw) o1 ) 1
f(Z) I ﬁD(p;r)( a

T o oD(pr) W — 2 T omi w=p) 1-2

o) 5 k
i f(w) Z ( ( p)+1 dw

2w dD(p,r) k=0 w = p)k
. 1 7{ f(w) k
= P dw | (z —p)
kzo (27” oD(p,r) (W —p)Ftt
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El intercambio [ Y =3 [ se justifica como sigue

£, %, 000-|f,, % o

D p—o 0D N1

o Nk

< 27r sup 7]‘(10)(2 kfz

wedD N+1 (w _p)
<27r sup |f(w Z |2 k£|k

weDD N+l r

M
0o |Z— | k

§27TMZ( p) — 0 cuando N — oo.

N+1

Esto tltimo se tiene pues se trata de la cola de la serie geométrica > a* con a = |z — p|/r < 1 pues z € D(p, 7).

Finalmente, la igualdad f(*) (p) = klex es consecuencia de que la serie se puede derivar término a término y
luego evaluar en z = p de manera iterativa (ver el teorema 6.1.1 y el corolario 6.1.2). O

Una consecuencia importante del dltimo resultado es la siguiente:

Corolario 8.2.2. Si f : Q C C — C es continua en un abierto Q, y holomorfa en Q) salvo en a lo mds un
numero finito de puntos, entonces f es holomorfa en todo Q0 y, mds ain, f es infinitamente derivable en €.

8.3. Otras consecuencias

Corolario 8.3.1 (Desigualdades de Cauchy). Sea Q abierto, f € H(Q), p € Q yr > 0 tal que D(p,r) C Q.
Si definimos

M, = Sup |f(Z)|

9D(p,r)
entonces M
vk >0, [f® -
>0, 11V <
Demostracion. Del teorema 8.2.1, se deduce que
1 1 f(w)
— (B () = _ I\ g
k;!f (p) i .7({91:)(;7 » (w—p)Ft1 w
de modo que:
k! |f (w)]
E(p)| < — d
IPE) < o oo dw
|fp+re®), .,
_ / ass M irici® 1o
k1
< %Tfk/\f(p—%re )|df
0
k1 kM,
S %TTMTQTF = P

d

Corolario 8.3.2 (Teorema de Liouville). Si f € H(C) es una funcion acotada entonces f constante en C.
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Demostracion. Por hipotesis, existe una constante M > 0 tal que Vz € C, |f(z)| < M. Sea zy € C. Dado r > 0,
obviamente D(zg,7) C C que es la regién en donde f es holomorfa. Por el corolario anterior, se tiene que para
k=1, |f'(20)] < M/r, pues M, = Sup,cop(z,,r) |f(2)] < M. Como 7 > 0 es arbitrario, podemos hacer r — oo
para deducir que |f'(29)] = 0, y como zy también es arbitrario, tenemos que f' = 0 en C, de donde se sigue que
f es constante. O

Corolario 8.3.3 (Teorema de d’Alembert o Teorema Fundamental del Algebra). Si f es un polinomio
no constante entonces existe zg € C tal que f(z9) = 0. En consecuencia, todo polinomio de grado n > 1 tiene
exactamente n raices.

Demostracion. La demostracion de este resultado mediante métodos puramente algebraicos es algo dificultosa.
Sin embargo, puede deducirse con relativa facilidad a partir del teorema de Liouville.

Argumentando por contradiccion, supongamos que Vz € C, f(z) #0 con f(z) =ap+a1z+... +apz™,n>1y
an # 0. Obviamente f € H(C) y ademas podemos definir g € H(C) mediante g(z) = 1/f(z). Si g fuese acotada
entonces, por el teorema de Liouville, se tendria g = C para alguna constante C' € C. Pero en tal caso, f también
seria constante, lo que contradice la hipotesis. Veamos ahora que efectivamente g es una funcion acotada bajo
la condicion Vz € C, f(z) # 0; en efecto

1 1

Z) = =
9(2) f(z) apt+az+...4+az"

_ 1 1
L N T

donde b; = a;/an, Vi € {0,1,...,n—1}. Notemos que |g(z)| — 0 cuando |z| — co. En particular, 3r > 0 tal que
|z] > r = |g(2)] < 1. Para |z| < r, notemos que g es continua de modo que es acotada en el compacto D(0,r).
Tomando M = méx{1,sup, 5, 9(2)[} < oo se tiene que Vz € C, [g(z)| < M.

El resto de la demostracion es algebraica. Sea f : C — C un polinomio de grado n > 1. Como f no es
constante, se tiene que Jzg € C tal que f(z9) = 0. Asi, resulta que (z — zp) divide a f luego podemos escribir
f(z) = (z — 20) f1(2). Notemos que f; : C — C es necesariamente un polinomio de gradon — 1. Sin —1 > 0,
podemos aplicar el mismo razonamiento, para obtener un z; € C tal que f1(z1) = 0. Ahora bien, (z—z21) divide a
f1, de donde se tiene que f; = (z—z1) fa2, y por consiguiente f(z) = (z—z0)(2z—21) f2(2). Repetimos el argumento
n veces, hasta obtener una secuencia {z;}icqo,1,....n—1} tal que f(2) = (z—20)(2—21) ... (2= 2n—1) fn(2). Notando
que f, es de grado 0, es decir f, = constante, se concluye el teorema. O

8.4. Ejercicios

1. Pruebe que si f € H(D(zp, R)) entonces para todo r €]0, R] se tiene

27

f(z0) = TT/f(zoJrre“’)da.

Deduzca que para 0 < r < 1

y por lo tanto

/ In(senx)dz = —g In2.
0
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2. Pruebe que para todo k£ € R,

/e’c 059 cos(k sin 0)df = .
0

3. Desarrollar f(z) = senh z en serie de Taylor en torno al punto z = mi.

4. Sea f € H(Q\{0})NC () con 2 un conjunto abierto tal que D(0,7) C  para algtin » > 0. Suponga que
existe una sucesion (z,)n>0 € Q\ {0} tal que z, — 0y f(2,) = 0 para todo n > 0. Pruebe que f = 0.
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Capitulo 9

Teorema de los residuos

9.1. Puntos singulares, polos y residuos

Sea f(z) una funcion de variable compleja. Se dice que p € C es un punto singular aislado de f(z) si existe un
radio R > 0 tal que f € H(D(p,R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.

Ejemplo 9.1.1. El complejo p = 0 es un punto singular aislado de la funcién
sen z

f(z) = :

z

Se dice que p es un punto singular evitable si, junto con ser punto singular aislado, el siguiente limite existe
Lo(p) = lim f(z).
zZ—p
Notemos que en este caso podemos extender la definicion de f a todo el disco D(p, R) de la siguiente forma:
]?(Z)Z f(z> s%zED(p,R)\{p},
Lo(p) siz=p.

La funcion f asi definida coincide con f en D(p,R) \ {p} y evidentemente es continua en todo D(p, R). Como
f € H(D(p,R) \ {p}), por el corolario 8.2.2 se tiene f € H (). Esto justifica la terminologia de punto singular
evitable.

Ejemplo 9.1.2. El complejo p = 0 es un punto singular evitable de la funciéon

sen z
fe) =2,
pues de la serie de potencias de sen z se deduce que
se
lim 222 = 1.
z—0 VA
De este modo, la funcién f: C — C definida por
sen z
R siz #£0,
fz) =
1 si z=0.

es holomorfa en todo C. Por otra parte, p = 0 es un punto singular no evitable de la funcion

flz) =

COoS z

z

109
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Se dice que p € C es un polo de f(z) si p es un punto singular aislado de f(z) y ademés existe un entero m > 1
tal que el limite

Lm(p) = lim (2 — p)" f(2)

zZ—p
existe y es no nulo, i.e. L,,(p) # 0. El menor m > 1 con dicha propiedad se llama orden del polo p. Diremos que
p es un polo simple cuando sea un polo de orden m = 1.
Ejemplo 9.1.3. El complejo p = 0 es un polo simple de la funcién
cosz

fz) = ;

z

pues
cos z

L;(0) = lim(z — 0) = lim cos z = cos(0) = 1.

z—0 z z—0

d

Sea 2 C C un conjunto abierto, p un punto en Q y supongamos que f € H(Q\ {p}). Si p es un polo de f(z)
entonces p no puede ser un punto singular evitable de f (z)7 pues en caso contrario se tendria

lim(z —p)" f(2) = lim (z — p)™ lim f(2) = 0Ly = 0,
z—p z—p z2—p

para todo entero m > 1, lo que contradice la definicién de polo. Luego, un polo es una verdadera singularidad
de la funcién en el sentido que no es posible repararia en p por continuidad.

Supongamos que p es un polo de f(z) de orden m > 1. Si consideramos

9(2) = (z=p)" f(2)

entonces p resulta ser un punto singular evitable de g(z) y en consecuencia la funcion

R (z=p)™f(z) si z € Q\ {p},
9@ =1 lmE-p)"f() siz=p.

es holomorfa en todo 2. De acuerdo al teorema 8.2.1, si r > 0 es tal que D(p,r) C € entonces g(z) admite una
expansion en serie de Taylor en D(p,r) y en particular se tiene

k=0
donde
a(k)
e - 970
k!
1 g(w
S,
2m oD (p,r) (w_p)
e
271 aD(p,r) (w_p)k—m—i-l )

con lo cual se obtiene para f(z) el siguiente desarrollo en serie de potencias (con potencias negativas) para todo
z € D(p,m) \ {p}:

o 1 Cm—1
z) = + +...+ + R(2), 9.1
&)= =g T o G-p R ®1)
donde el resto -
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es una funcion holomorfa en D(p,r) por tratarse de una serie de potencias usual. El desarrollo (9.1) puede
escribirse como

f(z) = copmz=p) ™™ +...+c1(z—p) P Hcot+e(z—p) +...
= Z Ck(z_p)ka
k=—m

donde para todo k > —m se tiene

BT o oD(p,r) (W —p)FFL

Esto se trata de un caso particular de lo que se conoce como expansion en serie de Laurent de f(z) que veremos en
la seccion 9.4, la cual constituye una generalizacion de la serie de Taylor al caso de funciones con singularidades
aisladas. En el caso mas general, la serie de Laurent puede admitir infinitos términos no nulos asociados a
potencias negativas (en lugar de s6lo un nimero finito como ocurre en el caso de un polo), en cuyo caso decimos
que se trata de una singularidad esencial de f(z). En este apunte, no abordaremos el caso de singularidades
esenciales.

Como veremos en la siguiente seccion, el coeficiente ¢, 1 (o equivalentemente, el coeficiente c¢_1) en el desarrollo
de Laurent (9.1) de f(z) en torno a p juega un rol muy importante en la teoria de funciones de variable compleja.
A este coeficiente se le llama residuo de f en p y se denota por Res(f,p). Tenemos que

_ g V) 1
Res(f,p) = (m—1)!  2mi %{)D(ET) f(w)dw.

Una expresion para Res(f,p) que es muy util en calculos especificos se obtiene al notar que todas las derivadas
de g son continuas de modo tal que, recordando que g(z) = (z — p)™ f(z) si z # p:

R(f )_1' ;dmiil[(
AP _zlgé(m—l)!dszl :

—p)"f(2)] (9-2)

donde % denota la derivada de orden m — 1.

9.2. El teorema de los residuos

Sea f € H(Q\ {p}). Supongamos primero que p es un punto singular evitable de f, de modo que la extension
f de f a todo Q por continuidad satisface f € H(). Si 2 es simplemente conexo y I' C Q\ {p} es un camino
cerrado simple entonces podemos aplicar el teorema 7.3.3 de Cauchy-Goursat a f para deducir que

]{ f(z)dz =0, (9.3)
T

donde hemos usado que fcoincide con fen Q\ {p} y que el camino I" no pasa por p.

Supongamos ahora que p es un polo de f de orden m. Como en este caso no es posible extender f a todo €2 de
modo que la extensién sea continua, nada asegura que (9.3) sea valido. De hecho, si suponemos que el camino
cerrado simple I' esta contenido en D(p,r) \ {p} con r > 0 de modo tal que el desarrollo (9.1) es valido para
todo z € D(p,r) \ {p}, entonces tenemos

}g f()de = ]g [(Za)p)er...Jr 5’”‘;) + R(2)| dz

N 1
= cm_lf dz
r<—»p

Res(f,p)2milndr(p)
= 2miRes(f,p),
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siempre que I se recorra en sentido antihorario. Esta propiedad explica el nombre de residuo dado al coeficiente
Cm—1, y puede extenderse a situaciones mas generales. Introduzcamos primero la siguiente definicion.

Definicion 9.2.1. Una funcion f se dice meromorfa en un abierto Q0 si existe un conjunto P C Q finito o
numerable tal que

(1) f € HQ\P).
(2) f tiene un polo en cada punto p € P.
(8) P no posee puntos de acumulacion.

Teorema 9.2.2 (de los residuos de Cauchy). Sea f una funcion meromorfa en un abierto Q0 y sea P el
conjunto de todos sus polos. Sea I' un camino simple y cerrado, recorrido en sentido antihorario, que encierra
una region D C Q y tal que T NP = (. Entonces I' encierra un nimero finito de polos de f, digamos PN D =

{p17 .. 7pn} Yy mds aun

]if(z)dz = 27i ZRes(f,pj). (9.4)

Demostracion. Comencemos por notar que si bien P puede ser infinito, sabemos que D es acotado, y como P
no tiene puntos de acumulacion en €2 se sigue que PN D es finito. Ahora bien, de acuerdo con el teorema 7.3.4,
para € > 0 pequeno se tiene

]{f(z)dz = fo(z)dz, v (t) = p; +ee, 0 <t < 2m.
r o

En torno a cada polo p; la funcién f admite un desarrollo del tipo (9.1) de modo tal que

ij(z)dz = ﬁ;

1
= 0]—1?{ dz
S

2miRes(f,p;),

[, (=)™ (e ) Ry(2)]

lo que prueba el resultado. O

9.3. Ejemplos

Una primera regla de calculo sencilla para evaluar el residuo de una funciéon de la forma

f(e)= 29

~ h(2)

que tiene un polo simple en p, donde g(p) # 0 y h(p) = 0 consiste en la formula

Res (g(z) ,p) - i,((];)) . (9.5)

La demostracion de (9.5) es directa de la definicion de residuo con orden m = 1 por ser p un polo simple.

Ejemplo 9.3.1. Calcular:

1
jg de.
ap(o,2) 1 +2
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Solucién Comencemos por notar que los polos de

1 1

T1422 (z+i)(z—4)

f(2)

estan dados por
b1 = i? b2 = _ia

y ambos son polos simples y estan encerrados por dD(0,2).

Figura 9.1: Circunferencia centrada en el origen

Los residuos correspondientes son:

1
R ) = —
es(/,1) = 5
Y 1
Res(f, —1) = ——.
es(f,~i) =~
Luego
1 1 1
SRR LR
8D(0,2) 1 + z 2Z 2’L

Por otra parte, si consideramos la circunferencia centrada i y de radio 1, entonces

1 1
aD(i,1) 1 +z 21

Antes de ver otro ejemplo, demostremos el siguiente resultado que es bastante util para el calculo de polos y
residuos.

d

Proposicion 9.3.2 (Regla de ’'Hopital). Sean f,g € H(Q), p € Q yn > 1 tales que

gp) = ... =g" Vp) =0 # g™ (p).
Entonces
£(2) no existe si f*)(p) # 0 para algin k € {0,1,--- ,n — 1}.
lim 222 — (n)
pae? g(2) F™(p) si f%)(p) = 0 para todo k € {0,1,--- ,n — 1}

g(n) (p)
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Demostracion. Consideremos el desarrollo de Taylor de g en torno a p

(k) (n) (nt1)
9(z)= > Al (z = p) =2 n(p)(z—p)"+ M(z—p)”ﬂ +...

Luego
X 4(k) n
1) > - p)t
lim £ = lim — =0
z—p g(z) a=p £ (P +9(n+1)f’ (z—p)+...

El denominador tiende hacia %. El numerador sélo converge cuando f(*) (p) = 0 para todo k < n, y en tal

. (n) . .
caso tiende a fT(p), lo que permite concluir. O

dz
rzsenz’

Ejemplo 9.3.3. FEvaluar

donde T es el camino de la figura 9.2.

Figura 9.2: Cuadrado centrado en el origen

Solucion La funcion
1

zsenz

flz) =
tiene como candidatos a ser polos todos los puntos del tipo py = km, k € Z.

Si k = 0 entonces py = 0 es polo de orden 2; en efecto

lfm 22f(2) = lim —— = If ~1,

m
2z—0 z—0 sen z z—0 COS 2

mientras que el limite

11 =1i
lim 2f(2) = My~

no existe. Si k # 0 entonces pi no pertenece a la region encerrada por I', y por lo tanto estos puntos no son
relevantes para el calculo de la integral.
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Residuo:

1 dt d z
Res(f,0) = lim —— (2> — 1 7( )
es(f,0) ot 1! dzt (z°f(2) -0 dz \senz
, Ssenz — zCcosz , COsz—cCosz-+zsenz
= lim——— =1lim =0.
20 sen? z 2—0 2sen z cos z
Luego

d
o
I Zsenz

Notemos que en este caso el residuo resulté ser 0, lo que no es posible cuando el polo es simple.

Ejemplo 9.3.4. Calcular

23

donde T' es el camino de la figura 9.3.

4R

—R —& 5 R

\4
\4

Figura 9.3: Camino que evita al origen

Solucién Para determinar los polos de la funcion

23

f(Z) = e3iz _ 3eiz + 2’

veamos donde se anula el denominador:

S 3% 42=0 & w-3w+2=0
& (w—1*w+2)=0
< w=1o0bien w= -2
< iz =log(1) o bien iz = log(—2) =In2 +iw
< z=0obien z=m—1iln2.

Como ninguno de estos puntos esté encerrado por I', entonces

ﬁ F(2)dz = 0.

Si en lugar del camino anterior se considera la circunferencia centrada en el origen y de radio R > 0 suficiente-
mente grande, entonces ambos puntos son relevantes.
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e p = (: desarrollando las exponenciales en serie de potencias se tiene

3

z
fz) = : : . }
(14 (3iz) + B2 L Gl ) 314z G2 4 22 4 )42
53
(=222 - Zip3 4. ) — (=322 -2 4.
23
= m—ﬂ)é]o:Onoespolo.
—3z o(z
ep=m—14ln2:
£(2) 23 23 1
(ezz _ 1)2(622 + 2) (612 _ 1)2 eiz — eip’
luego
K 23 Z—0p I 1 p 1 i(mr —iln2)3 £0
1im - " — = - — = — =
zop (e —1)2 ez —e (e —1)24e?r 9 i(—2) 18 ’

de modo que p = m — iIln2 es un polo simple. En este caso, el residuo coicide con el limite que acabamos de
calcular, es decir

o iln9)?
Res(f,p) = igr;}(z —p)f(z) = %7

j{ f(z)dz:—z(w—iln2)3.
8D(0,R) 9

y en consecuencia

Una consecuencia interesante del teorema de los residuos es la siguiente:

Proposicion 9.3.5. Sea f : Q@ C C — C holomorfa y I' una curva simple, cerrada y recorrida en sentido
antihorario la cual encierra una region D C Q. Si f tiene un ndmero finito de ceros al interior de D y no tiene
ceros en I' entonces

1 !
Indyry(0) = %é J;((ZZ)) dz = numero total de ceros de f en D,

donde en este nimero se incluye la multiplicidad de los ceros.

Demostracion. Tenemos que f(T') es una curva cerrada que por hipotesis no pasa por 0, y que si I' esta para-
metrizada por v : [a,b] — T entonces f(T") lo esta por f o~. Luego,

b
Iy = 5§ 2= o [ s @) wd = o f Ha

Fr) ? 2mi ) f(y()) - 2mi Jr f(2)

Por otra parte, definamos
f'(z)
9(z) =

e
y sea p un cero de f. Como f es holomorfa, podemos encontrar » > 0, m > 1 y una funciéon fy(z) holomorfa en
D(p,r) tales que para todo z € D(p,r), f(z) = (z —p)" fo(z) con fo(p) # 0 (m es la multiplicidad de p). De
este modo, para z € D(p,r) podemos escribir

m(z —p)" " fol2) + (2 —p)"fo(z) _ _m n fo(2)

9(z) = & ") == T he)
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y en consecuencia p es un polo simple de g y més aiun Res(g, p) = m. Repitiendo esto para cada uno de los ceros

de f, deducimos del teorema de los residuos que

1

i b g(z)dz = Z m, = namero total de ceros de f en D.

peD

9.4. Series de Laurent

Una serie de Laurent es una serie de la forma

oo

Z cr(z —a)”

k=—o0

(9.6)

donde a € C es un punto dado y (cx)r € Z es una familia de ntumeros complejos indexada por los enteros.
Observemos que a diferencia de una serie de potencias, en la serie de Laurent intervienen tanto potencias

positivas como negativas de (z — a).
Definamos la parte positiva y negativa de (9.6) mediante
o) -1
P(z) = ch(z —a)*, N(z)= Z cr(z —a)k.
k=0

k=—o0

Observemos que P(z) es una serie de potencias y que N(z) se puede reescribir de la siguiente manera

N(z) =) cnl(z—a)™)h,
k=1

que es una serie de potencias en la variable (z —a)™1.

Dado z # a diremos que la serie de Laurent (9.6) converge si P(z) y N(z) convergen.

Teorema 9.4.1. Sean

Ry =limsup V/|c_kl,
k—oo

Ry = 1/limsup /|ck]

k—oo
con la convencion 1/0 = co.

Si Ry < Ry entonces L(z) =Y po__ ci(z — a)* converge para todo z en la region anular
A={z€C:R; <l|z—a| <Ry}

y define una funcion holomorfa en A.
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Demostracion. Dado z € C recordemos que P(z) = Y 7o cx(z — a)* converge si |z — a] < Ry y diverge si
|z — a| > Ry. Ademas, si Ry > 0 entonces P(z) es holomorfa en {z € C: |z — a| < Ra}.

Por otro lado observemos que dado w € C, g(w) = > po | c_pw" converge si
|w| < 1/limsup /|c_g]|
k—o0

1

mientras que diverge si jw| > 1/limsup {/|c_|. Tomando w = (z—a)~" vemos que N (z) converge si |z—a| > Ry
k—o0

y diverge si |z—a| < R;. En sintesis, la serie de Laurent L(z) converge si Ry < |z—a| < Rp y diverge si [z—a| < Ry
0|z —al > Rs.

Para concluir notemos que si Ry < 0o entonces N(z) es una funciéon holomorfa en {z € C : |z — a| > R:}, ya
que es la composicion de g con la funcién z — (z — a)~!. Luego L(z) es holomorfa en A. O

Observacion. Si R; > Rs no se puede garantizar la convergencia de la serie de Laurent para ningin z € C.

Como en el caso de las series de potencias, si |z — a| = Ry o |z — a] = Rg puede o no haber convergencia de la
serie de Laurent, lo que dependera de cada caso particular.

Teorema 9.4.2. Sean a € C un punto dado, 0 < Ry < Ry < 00 y A la region definida por
A={z€C: R <|z—a| < Rz}

Si f: A — C es una funcion holomorfa, entonces existen constantes (ci)rez tales que

o

fz)= > alz—a)k, VzeA

k=—o0
Mds ain,

_ 1 f(w)
- 2mi éD(a,r) (U) - a)k+1 dw7

para cualquier v tal que Ry < r < Ra, donde OD(a,r) estd parametrizado en sentido antihorario.

Demostracion. Primero observemos que

1 f(w)

- _Tw)
2mi 0D (a,r) (’LU - a’)k+1 v

no depende de r. En efecto, sean Ry < r1 < ro < Ry y usemos la notacion v, = dD(a,r1), 72 = 0D(a,rs2),

parametrizadas en sentido antihorario. Entonces por el teorema de Cauchy aplicado a la funcion w +— %,

que es holomorfa en A, y al camino de la figura
INSERTAR FIGURA

se deduce que
w w
LR S
" (w—a) o (w—a)
Consideremos ahora un punto z € A cualquiera y escojamos r; y 72 de modo que
Ry <nr <\z—a|<7“2<R2.
Por la formula de Cauchy en el camino de la figura REF obtenemos

fo) == § LW g L[ W) g,

211 by W— 2 21 W=z
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El primer término del lado derecho en la férmula anterior es igual a

e e e R
~ 5 f 10 ),i(iz o
- ,2 (2§, ot =
:ick(z—a)k,

donde el intercambio [y =Y [ se justifica exactamente del mismo modo que en la demostracion del Teore-
ma 8.2.1, utilizando que para w € v,

z—al _ |z —a] <1
w—a T9
Para la segunda integral tenemos
1 1 1 1
—_— f(w) dw = - f(w) . . ﬁdw
2mi J,, w—z 2mi J,, z—a 1-2=2
1 = (w—a)*
= d
Rl )kZ_O (Z v

En esta ocasion el intercambio [ > =3 [ se justifica como sigue

fEm-Ehol-lf £ oo

1 k=0 1 k=N+1

ad w)(w — a)k!
Zf( )( )

< 2mry sup = a)k

weEYL

N+1

< 27mry - sup |f(w Z

weEYL N+1 ‘Z a|k
k
<oy (|Za|)
N+1

donde M = sup,,c., |f(w)|. Notemos que

[e's) r k
1
Z — 0 cuando N — o0,
|z — al
N+1

ya que se trata de una serie geométrica > a”* con a = ry/|z —a| < 1. O
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Observacion. El teorema anterior afirma que f se puede representar por una serie de Laurent en el anillo A.
Notemos que la formula explicita para los coeficientes en términos de f garantiza que esta representacion es
Unica.

Revisemos el concepto de singularidad aislada de una funcién f(z). Supongamos p € C es un punto singular

aislado de f(z), es decir, existe un radio R > 0 tal que f € H(D(p, R) \ {p}) pero f no es holomorfa en p.
Gracias al Teorema 9.4.2 deducimos que

oo

fz)= Y ealz=p* VzeDpR)\{p}

k=—o0

donde ¢ € C. Podemos afirmar entonces que:

i) si ¢ = 0 para todo k < 0 entonces p es un punto singular evitable,
ii) si existe m > 1 tal que ¢, = 0 para todo k < —m pero c_,, # 0 entonces p es un polo de orden m,

iii) en caso contrario el namero de indices k < 0 para los cuales ¢, # 0 es infinito y a p se le llama una
singularidad esencial.

El siguiente es un ejemplo de una singularidad esencial.

Ejemplo 9.4.3. Consideremos f(z) = e'/?, 2 € A donde A= {z € C: |z| > 0}. Notemos que para z # 0

n!

=30 W)
n=0

Entonces la serie de Laurent de f en torno a 0 es

fl)= > az,
k=—o00
donde
_Jo stk >0
FT &y sik<o.

Observacion. Los coeficientes del desarrollo en serie de Laurent de una funciéon holomorfa dependen crucial-
mente de cual es el anillo con respecto al cual se hace la expansién. Incluso anillos distintos pero centrados en
el mismo punto producen series de Laurent diferentes.

Ejemplo 9.4.4. Sea f(2) = -1 y encontremos su serie de Laurent en los anillos Ay = {z € C: |z — 1| < v/2}

z—1

y Ay ={z€C:|z—1>V2}.

Primero observemos que efectivamente f es holomorfa en ambos anillos. Si |z — 1| < /2 utilizando la serie
geométrica obtenemos

1 1 1 1

=i z—1+1—i 1-i 2141
1 1
T 1-i 1
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y la serie converge si |2=1| < 1, es decir si |z — 1| < /2. Esta es la serie de Laurent de f en A;.

Si|z—1] >+/2

1 1 ! 1
z—i z2—1+1—i 2z2-1 1—|—;:§
1 1
T 21 1—%
1 X /i—1\F
_z—lz(z—l)
k=0
e (i—1)F
= (e -y

lo que corresponde a la serie de Laurent de f en As.

9.5. Ejercicios

1. Probar que si f(z) = (e¥* — 1)/z cuando z # 0 y f(0) = k entonces f € H(C).

2. Determine los cinco primeros términos de la serie de Laurent de

z

f(Z):m

en torno a zg = 0.
3. Explique por qué el residuo en un polo simple no puede ser 0.

4. Sea p € C un polo de g(z) y h(z) y considere f(z) = g(z) + h(z). Pruebe que

Res(f,p) = Res(g,p) + Res(h, p).

5. Considere una funcién de la forma ()
z

z

<

fz) =

>

(
y asuma que f(z) tiene un polo en p € C con g(z) y h(z) funciones holomorfas en una vecindad de p.
Suponga que
9(p) # 0, h(p) = I'(p) =0, k" (p) # 0.
Verifique que necesariamente f(z) tiene un polo de orden dos en p y pruebe que
_29'(n) _ 240" (p)
W'(p) 3 W'(p)?

ﬁ* f(z)d=

Res(f,p)

6. Calcular

con v(0) = e~ 0 € [0, 2n[ para:
a) f(z) = %% (Resp.: 0).

b) f(z) = U557 (Resp.: 80).
c) f(z) = ﬁ (Resp.: —mie).
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2 .
d) f(z) = g%y (Resp: —%).
7. Encontrar la serie de Laurent de la funcion indicada en el anillo indicado:

a) = en {z€C:|z—4] <5},

b) ﬁen{z60:|z—4|>5},

¢) e +et/?en {z€C:|z| >0}



Capitulo 10

Evaluacion de integrales via residuos

10.1. Integrales de funciones trigonométricas

Consideremos una integral definida del tipo:

27

p(cosb, sen )
T L 10.1
/q(cos@,senﬂ)de’ (10.1)

0

donde p y g son polinomios. La resolucion de este tipo de integrales mediante el uso de las técnicas del calculo
en R resulta a menudo bastante engorrosa dado que aparecen cuocientes de polinomios en senf y cosf. Sin
embargo, el uso del teorema de los residuos simplifica de manera sustancial el tratamiento de estas expresiones,
€como veremos a continuacion.

Proponemos el siguiente cambio de variables:
z=eY,  dz=eYido.

Notando que

el _p—i0 -1
senf = - = -
21 21
B
cost) = =
2 2

convertimos el integrando original en un cuociente de polinomios, esta vez en z, de modo que (10.1) se transforma
en una integral de contorno en el plano C, la que puede evaluarse utilizando el teorema de los residuos.

Para ilustrar lo anterior, veamos un ejemplo:

Ejemplo 10.1.1. Calcular
27

do
I= | ——.
/2+sen0

0
Solucién Utilizando el cambio de variables propuesto, se tiene:

; _7{ e _7{ 2dz
lzl=1 2 + z=z=] |z|=1 22 +4iz—1"

2%

La fraccién
2

IO = oy

123
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tiene como polos simples a las raices de la ecuacion 22 + 4iz — 1 = 0, las que resultan ser
)

21 = —i(2 + \/g),
7 = —i(2—3).

Como |—i(24+V3)|=2+v3>1y0 < |—i(2—+3)] =2—3 < 1, s6lo 23 esta encerrado por la curva |z| = 1.
Veamos cuanto vale Res(f, z2) :

2
Res(f,z2) = lim (2 — = lim ——
es(f 2«'2) ZEEIZ (Z ZQ)f(Z) z—z2 7 + 7,(2 =+ \/g)

2 2

—i(2—V3) +i(2+V3)  2iV3

Finalmente, por el teorema de los residuos

2m
de —i 27
Y VY =omi— = .
I /2 o~ i Res(f, z2) m\/g 73

0
O

El argumento anterior también es valido cuando se integran cocientes de polinomios en cosné y sennf para
n > 1 dado que estos pueden expresarse en términos de sumas de potencias de z = e*/:

ein@ _ efinG P

J— 27
0 = =
senn 2% %
0 einé‘ _|_efin9 2Ny
cosnf = =
2 2
Tlustremos lo anterior mediante un ejemplo:
Ejemplo 10.1.2. Calcular
27
[ / cos 260
) 5—4senf
0
Soluciéon Hacemos las sustituciones:
0 eiG —e 6 P 2’71
senfl = = ,
2 2i
ei20 4 o—i20 24 =2
29 = =
cos 5 5
Asi, tenemos
2 —2
I_j{ gtz dz 7{ (2 +1)dz
I [ e _‘ s 2i22(2i22 4+ 5z — 2i)
z|l=

Es claro que en z = 0 tenemos un polo de orden 2. Calculemos las raices de 2iz% + 5z — 2i = 0.

5442516 i

—5+ /25 — 4 - (24) - (—2i)
44 N 44 2
—5— /25 —4-(2)- (=2i) —5— /25— 16
44 N 44

zZ1 =

=2

Zo =
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Como |z1| = § < 1y |22| =2 > 1, s6lo nos interesa el residuo Ry asociado a z;.
Veamos cuanto vale R:

i) 24 +1
2022(2i22 + bz — 2i)
2241

Rl = h'm (Z

z— & 2

Calculemos ahora el residuo Ry del polo de orden 2 en z = 0.
d 2241
Ry = lim — |2?
2 250 dz {Z 2i2% - (2022 + 5z — 2@)}
1., d { 2441 }

DT el

_ Ly [423(2iz2 +5z —2i) — (2 +1)(4iz + 5)]
2 z—0 (2022 + 52 — 2i)2

1 5 5i

2 (—2i)2 8

Luego, por el teorema de los residuos:

2T
cos 20 ) (17 =51 -
0

10.2. Integrales impropias sobre dominios no acotados

En esta seccién nos interesaremos en el problema de evaluar integrales impropias del tipo

R

/ f(z)dx = Rh;moo f(z)dz,

-R

donde f: R — IR, o méas generalmente f : R — C. Esta definicién para la integral de —oo a oo, como el limite
cuando R — oo de las integrales definidas sobre los intervalos simétricos [— R, R], se conoce como valor principal
de Cauchy de la integral impropia.

En lo que sigue, supondremos que la funcién a integrar f : R — C admite una extension definida sobre todo el
plano complejo mediante una funcién meromorfa(9.2.1), cuya restriccion a R coincide con la funcién original, y
que denotamos simplemente por f:C — C.

Definamos el semiplano superior mediante
H={zeC:Im(z) >0},

cuyo interior esta dado por
Int(H) ={z € C:Im(z) > 0}.

El siguiente teorema es un primer resultado que permite evaluar una gran variedad de integrales impropias.
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Teorema 10.2.1. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto de los polos de
f. Supongamos que:

(a) f no tiene polos en R, es decir, RN P = .

(b) f admite un nidmero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.

(¢c) Existen constantes K >0, M >0 yp > 1 tales que

K
lf(2)] < P VzeH, [z| =2 M.

FEntonces

/ f(z)dx = 2mi Z Res(f, ).

z€Int(H)NP

Demostracion. Dado R > 0, denotemos por Cg el arco de semicircunferencia parametrizado por v(6) = Re®,

6 € [0, ], tal como se ilustra en la figura 10.1, de modo que su largo es L(Cr) = 7R.

Cr

—R R

Figura 10.1: Arco de semicircunferencia

Por (a) y (b), para R > 0 suficientemente grande el camino C'g no pasa por ningin polo de f y, por (c), tenemos
ademas la siguiente estimacion:

K Kn
/f(z)dz < swp |f(2)] L) < (poap R = gt
R

Como p > 1, deducimos que
R—oo

lim [ f(z)dz=0.
/

Por otra parte, aplicando el teorema de los residuos 9.2.2 al camino cerrado y simple dado por I'r = [-R, R]JUCR
para R suficientemente grande de modo tal que T'r encierre todos los polos de f en Int(H), se deduce

R
271 Z = /f(z)dz = / f(z)dx + / f(z)dz.

z€Int(H)NP Tr “Rr Cr
Finalmente, tomando limite cuando R — oo se obtiene

omi Y = lim /Rf(x)dx+/f(z)dz = /Oof(:c)d%
— Cr —o0

z€Int(H)NP R
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lo que demuestra el teorema. O

Un caso interesante para el cual es facil verificar que se tienen las hipotesis del teorema 10.2.1 esta dado por el
siguiente resultado:

Corolario 10.2.2. Sean p,q dos polinomios primos entre st tales que q no tiene ceros reales y ademds se tiene

grado(q) > grado(p) + 2. (10.2)
Entonces: -
/ pgxidx =271 Z Res (p’ z)
x
e ! a=)=0,Im(z>0 1

Demostracion. Sea la funcion racional definida por f(z) = p(z)/q(z). Dado que p y ¢ son primos entre si, los polos
de f(z) corresponden a los ceros de ¢, los que por hipotesis no son reales. Para aplicar el teorema 10.2.1, basta
verificar que f satisface la condicion de decaimiento (c¢). Para ver que esto es cierto, denotemos n = grado(p) y
m = grado(q) y escribamos

p(z)  agtarz+...+a,z"  2M(EE 4T A4 an)

q(z)  bo+biz+ ... Fbp2m pm(bo met by

zm

Pero a a
i fan + bt | = laal,
Z|—00
y similarmente
by— b
lim ‘bm+ml+...+0 = |bp]-
|z|—o0 z zm

Luego, para |z| suficientemente grande, digamos |z| > M para una constante M > 0 apropiada, se tiene

Gy — a
a, + 2 +"'+?2‘ < 2|ay|
' b b 1
‘bm+ m—1 + +70 _*|bm|7
m 2
de donde se deduce que
‘p(Z) Aan| 1
q(z)| = [bm| |2l
K
con p:=m —n > 2 en virtud de (10.2).
O
Ejemplo 10.2.3. Calcular
T2
x
—dx.
/ 14z v
0
Solucién En este caso, el integrando
2
x
@)= 1+ 24

es el cociente de los polinomios
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q(z) =1+ 2"

evaluados en la variable real z. En primer lugar, la raiz de p(z) es 0 de multiplicidad 2, mientras que las raices
de g(z) estan dadas por las soluciones de la ecuacién z* = —1, es decir, por los complejos eim/4 i3/t emin/d g
e~7/4 de los cuales ninguno es real y solo los dos primeros se encuentran en el semiplano superior H. Como
p(2) v q(2) no tienen raices comunes, éstos son primos entre si y ademés grado(q) = 4 = grado(p) + 2. De este

modo, se satisfacen las hipdtesis del corolario 10.2.2. Deducimos que

7 CC2 22 i /4 22 i3m/4
/deZWZRes(1+Z4,6 >+2mRes(1+Z4,e )

— 00

En este caso es facil ver que f(z) = (22/1 + z*) tiene polos simples en ¢™/* y ¢*7/4 de modo que los residuos

pueden calcularse mediante la férmula (9.5) para obtener:

2 i2m/4
Res i et = R . / = le_”/4
1+ 24’ 46237r/4 4 ’

y similarmente

22 ¥ 1 .

Res - 61377/4 _ 7677,37r/4
1+2 4

En consecuencia

(oo}

z? m
/ mdm = 2T[cos(w/ll) + cos(3m/4) — i(sen(m/4) + sen(3m/4))]

4
T
-

Finalmente, como f(x) = 22/(1 + z%) es una funcién par, deducimos que

/ x? s

4d:5= .
1+ 2v/2
0

Para estudiar qué ocurre cuando el integrando f(z) admite polos reales, necesitamos el siguiente resultado
preliminar.

Proposicion 10.2.4. Sea f meromorfa en un abierto Q y a € Q un polo simple de f. Sea C; g, 9, la para-
metrizacion del arco de circunferencia de radio € > 0 centrado en a cuyos limites son los dngulos 01 y 02, es
decir

08791792 (0) =a+ 661’0’ e [017 02]3

tal como se ilustra en la figura 10.2.

FEntonces
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08791792

Figura 10.2: Segmento de arco de circunferencia

Demostracion. Como f tiene un polo simple en a, entonces en torno a ese punto admite un desarrollo en serie
de Laurent de la forma
o0
C_1 k
fle)=_——_+ kiiock(z —a)*, |z—al<p,

z —

f1(2)

para algtn radio p > 0 suficientemente pequeno y algunos coeficientes (¢x) C C. Para 0 < & < p, se tiene

02
Lo
/ f(z)dz:c,l/geﬁsze do + / fi(z)dz
01 c

Ce 01,0, 01,05

—_——
Aa

= 2(92 — 6‘1) IQE)S(f7 (l) + AE

donde
|As| < M - L(Cep,.0,) = Me(82 — 61),

para alguna constante M > 0 que acota a f1(z) en una vecindad del punto a, esta constante existe pues f1(z)
es holomorfa en D(a, p). Luego, haciendo £ — 0 se tiene A. — 0 y se deduce el resultado. O

Teorema 10.2.5. Sea f : C — C una funcién meromorfa en C y denotemos por P el conjunto de los polos de
f. Supongamos que:
(a) f admite un nimero finito de polos reales simples, es decir,

RNP={ay,...,as}

con a; polo simple de f.
(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(c) Existen constantes K >0, M >0 yp > 1 tales que

K
If(2)] < Wa Vze H, |z| > M.

FEntonces
o0

/ f(x)dx = 2mi Z Res(f,z) + mi zs:Res(f, a;).
j=1

o zeInt(H)NP
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Figura 10.3: Camino que evita los polos reales

Demostracion. La demostracion es andloga a la del teorema 10.2.1 tomando ahora un camino que evita los polos
reales tal como se ilustra en la figura 10.3.

Por el teorema de los residuos, tenemos que para R suficientemente grande y € > 0 pequeio:

fla)de +) / f(z)dz+/f(z)dz:2m' > Res(f,2), (10.3)
Cr

I(R.e) I=1e (e z€Int(H)NP
donde )
I(R,e) = [-R,R]\ | J]a; — ¢,a; + <[,
j=1

el camino C;(¢) es el arco de semicircunferencia parametrizado por 7;(t) = a; +e!™ ¢ € [0,7] y Cr es el
arco de semicircunferencia parametrizado por v(#) = Re'®, 6 € [0, 7]. Por la proposicion 10.2.4

lim / f(2)dz = —miRes(f, a;),

e—0

Cj(e)

y por el mismo argumento que en el teorema 10.2.1,

R—oo

lim f(z)dz =0.
!

Luego, haciendo ¢ — 0 y R — oo en (10.3), se deduce que

o0

/ f(x)dm—m‘iRes(ﬁ a;) + 0 =2mi Z Res(f, 2),
o j=1

z€Int(H)NP

de donde se sigue el resultado. O

Una consecuencia de este tltimo resultado es el siguiente:

Corolario 10.2.6. Sean p,q dos polinomios primos entre si tales que los ceros de q sobre el eje real, de existir,
son simples, y se tiene ademds
grado(q) > grado(p) + 2.

FEntonces

7%dmz2m 3 )>0Res<§,z>+7riq( 3 Res<p,a).

) q(z)=0, I'm(z a)=0, a€R q
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Por otra parte, cuando se trata de evaluar integrales impropias de la forma
oo
/ f(z) cos szdx
—o0

o bien

/ f(x) sen sxdx

para s > 0 en general no es posible aplicar directamente los resultados anteriores a las funciones f(z)cossz y
f(2) sen sz respectivamente pues estas suelen no satisfacer la condicion de decaimiento.

Esto se debe a que, por ejemplo, si explicitamos cos sz en términos de exponenciales

1 —sy+isx SY—1isx
(e +e )

2
vemos que cuando R — oo, las coordenadas imaginarias y de los puntos z = x + iy € Cr donde Cp es el arco
de semicircunferencia considerado anteriormente (ver figuras 10.1 y 10.3), divergen a co y en consecuencia el
término e®¥ si s > 0 crece exponencialmente. Luego, para que f(z) cos sz satisfaga la condicion de decaimiento,
la funcion f(z) debe decaer a 0 méas rapido que una exponencial, lo que deja fuera a todas las funciones racionales
que se obtienen como cuocientes de polinomios.

1 152 —1isz
cossz:i(e +e %) =

Notemos que este inconveniente es consecuencia del término e™**?

e'LS

que aparece en cos sz, pues el otro término
Z = ¢7SYTST o5 muy favorable ya que decae exponencialmente a 0 cuando y — oo.

Por otra parte, si en lugar de considerar f(z)cossz (resp. f(z)sensz), tomamos f(z)e**, que para una gran
variedad de funciones f(z) si satisface la condicion de decaimiento necesaria para que la integral de f(z)e's*
sobre C'i tienda a 0 gracias al buen comportameinto de e*°#, entonces podemos calcular

o0
/ f(z)eda,
lo que resuelve el problema original pues
/ f(z)e" dx = / f(zx) cos sxdx + i / f(z) sen sxdzx.

Maés precisamente, tenemos el siguiente resultado

Teorema 10.2.7. Sea f : C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto de los polos de
f. Supongamos que:

(a) f no tiene polos en R, es decir, RN P = .

(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.

(c) Existen constantes K >0, M >0 y p > 0 tales que

K
Entonces, para todo s > 0 se tiene
lim /f(z)eiszdz =0, (10.4)

donce Cg es el arco de semicircunferencia parametrizado por v(0) = Re, 6 € [0,7], y en consecuencia

/ f(x)e"*"dx = 2mi Z Res(e™* f(2), w).

welnt(H)NP
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Demostracion. Una vez verificado (10.4), la demostracion es esencialmente la misma que la del teorema 10.2.1.
Para probar (10.4), comencemos por acotar la integral para R > M:

/f(z)eiszdz = /e”Rewf(Rew)RiewdH
R

0

T

isRe™ £
< /|e -RdeH
0
™ 5
_ KR —sRsen0 _ 2KR —sRsen0
= ﬁ/e d9 = Rp /6 d9
0 0
Por otra parte, sabemos que
sen 6 S z 0<o< ™
0 — - =2’

y por lo tanto

VE)

IN

/ f(2)e"**dz T e 040
R

~me |2sR° T,
_ QKRL [1 _SR]
RP 2sR
K
<.
~ sRp
Como p > 0, se deduce (10.4). 0

Observacion. En el teorema anterior basta con p > 0, a diferencia del teorema 10.2.1 que requiere p > 1. Esto
se debe a que el buen decaimiento aportado por el término correspondiente a e*** permite ser menos restrictivo
sobre la funcion f(z).

Corolario 10.2.8. Sean p,q dos polinomios primos entre st tales que q no tiene ceros reales y ademds se tiene

grado(q) > grado(p) + 1. (10.5)

Entonces para todo s > 0 se tiene

/ p(@) et dy = 2mi Z Res <p(z) e, w> )

oo q(x) q(w)=0, Im(w)>0 q(z)
Ejemplo 10.2.9. Dado s > 0, calcular

COS ST
/ o an , a>0
Solucién Definamos h : C — C mediante N
hz) =
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Notemos que h es de la forma
h(z) = @eisz
q(2)
con p(z) = 1y q(z) = 2% + a®. Los ceros de ¢(z) son simples y estan dados por {ai,—ai} ¢ R. Ademas,
grado(q) =2 > 0+ 1 = grado(p) + 1. Luego, se satisfacen las hipotesis del corolario 10.2.8 y por lo tanto, para
el caso s > 0 se tiene

oo oo
1 .
h(x)dr = — - "
[ e = [ s
— 00 — 00
e % T _
= 2miRes(h, ai) = 2mi—— = —e™°%,
2a1 a
pues .
ezsza e—Sll
Res(h,ai) = — = —.
( ) 2a1 2a1
El caso s = 0 se puede calcular directamente
oo
/ 1 d 1 ¢ (:c) ’00 T
———dx = — arc - = —.
2+ a? a &\ oo @
— 00
En conclusién, para todo s > 0 se tiene
s ST
e T
———dx = —e~ %%
/ 2 + a? a
—o00
Por lo tanto
o0
COS ST T
/ ———dr = —e %
22 + q? a
— 00
y ademas
o0
sen sx
——dz = 0.
/ 2 + q?
— 00

Notemos que esta ultima identidad es inmediata pues se trata del valor principal de una integral impropia de
—o0 a 0o de un integrando dado por una funciéon impar. O

Para finalizar, enunciemos los resultados anéalogos al teorema 10.2.5 y al corolario 10.2.6:

Teorema 10.2.10. Sea f :C — C una funcion meromorfa en C y denotemos por P el conjunto de los polos de
f- Supongamos que:
(a) f admite un nimero finito de polos reales simples, es decir,

RNP={a,...,as}

con a; polo simple de f.
(b) f admite un nimero finito de polos en Int(H), es decir, Int(H) N P es un conjunto finito.
(¢) Existen constantes K >0, M >0 yp > 0 tales que

K
If(2)] < W, Vz € H, |z| > M.

Entonces para todo s > 0 se tiene:

/ f(x)e"™*dx = 2mi Z Res(f(2)e"? w) + i i Res(f(2)e"*, a;).
—o0 j=1

welnt(H)NP
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Corolario 10.2.11. Sean p,q dos polinomios primos entre si tales que los ceros de q sobre el eje real, de existir,
son simples, y se tiene ademds
grado(q) > grado(p) + 1.

Entonces para todo s > 0 se tiene:

oo q(w)=0, Im(w)>0 q(z

10.3. Ejercicios

1. Pruebe que:

27
2

a) b/aerceosﬁ = a2ﬂ;17 a>1.
i cos? 30 l—a+a®

%) 0/1—2acos29+a2d0:7T l—a ’ O<a<l
2

c) /%d@ = 2%(—1)”%, n > 0 es un entero y a > 0.
oTr/2 0
—x/2

2. Calcule ,
con a € (0,1).

3. Pruebe que:

oo

) dx 27
a — = —.
1+ac6 3
oo
rsens T _a
$2+a2 56 ,cona > 0.

0

A
¢) /Mdm = —6_)\(1, donde Ae Ry a>0.

2 + a? 2a
o0
Inx T i
i+ xQ n+1 = nZ, paran =0y n =1 (considere ambos casos separadamente).
0

senx ™

— 2B = (1—e" 0.

6) /x(xg_’_ag) £ 2a2( e )7a>
0
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4. Sea D ={x+iy:x >0,y >0}y f:D CC — C continua en D y holomorfa en D. Suponga que existe
una constante M > 0 tal que |f(z)| < M/|z|? para todo z € D, |z| > 1.

a) Pruebe que para todo 6 € [0,7/2] se tiene
/f(x)dx = / f(e?x)dz.
0 0
b) Utilice lo anterior con f(z) = exp(iz)/(1 + 2)? y @ = 7/2 para demostrar que

T cos(x) ooexp(—av)
_— _— = 1

/(1+x)2dx+/ gy dz

0

0

o0
dx
2100 1 1
0

5. Calcule

6. Demuestre que
oo

/ x™ do — s
z"+1 " nsen[r(m+1)/n]’
0

donde m y n son enteros positivos distintos de cero tales que n — m > 2. Indicacién: puede ser util
considerar un camino como el de la figura 10.4.

Iy 2

27 /n

Figura 10.4: Camino cerrado
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Capitulo 11

Funciones armoénicas de dos variables
reales

11.1. Definiciéon

Sea f = u + iv una funcién holomorfa en un dominio 2 C C. Sabemos que entonces u,v € C*°(2) y que, mas
ain, deben satisfacer las condiciones de Cauchy-Riemann

ou Ov Ou ov

En consecuencia,

0%u 9%v 0%u 8%v
= en

@:&vay’ dy2  Oydx

Como, en virtud de la continuidad de las derivadas de orden superior, las derivadas cruzadas de v son iguales,
deducimos que

%u  Ou
%4‘67?;2:0 €en Q

Definiendo el operador Laplaciano, denotado por A, aplicado a una funciéon w = w(z,y) de clase C? mediante

p P Pu
02 oy?’

concluimos que u satisface la ecuacion de Laplace sobre 2:
Au=0 en Q.
Toda funcién de clase C%(Q) que satisface esta ecuacion se dice que es una funcion armdnica en €.
De manera anéloga a lo realizado con u, se deduce que v también es armoénica en 2. Asi, hemos probado:

Proposicion 11.1.1. Si f = u+iv es holomorfa en un dominio ) entonces u y v son funciones armdnicas en
Q, es decir,
Au=Av=0 enQ.

137
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11.2. Funciones armoénicas conjugadas

Dos funciones u = u(x,y) y v = v(x, y) se dicen armdnicas conjugadas en un dominio 2 si la funciéon de variable
compleja f(2) = u(z,y) + iv(x,y) es holomorfa en Q. En otros términos, u,v € C?(Q) se dicen armoénicas
conjugadas ssi u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann (11.1), y en particular se tiene Au = Av =0
en Q. Notemos que a posteriori dos funciones armonicas conjugadas son suaves: u,v € C(€).

Un problema que surge inmediatamente es la determinaciéon de una funcién armonica v que sea conjugada a
una funciéon armoénica u dada.

Ejemplo 11.2.1. Consideremos la funcién u(z,y) = zy. Es directo verificar que u es arménica en R2. De la
segunda ecuacion en (11.1), deducimos que si u admite una funcién armonica conjugada v = v(z,y), ésta debe
satisfacer

o ou_
or  dy
Luego v(z,y) = —2%/2 + g(y), para alguna funcién y +— g(y) por determinar. Para encontrar g(y), imponemos

la primera ecuacion en (11.1):

y = Ou _ v *g(fﬁJrg(y)) =4'(y),

T ox oy Oy 2
de donde concluimos que g(y) = y?/2 + C para una constante C' € R. De esta forma
1
v@y) =35@*—2*) +C CEeR. (11.2)

Es facil verificar que, efectivamente, esta tltima funcién es armoénica en R? y, méas atn, es conjugada a u =
zy para cada valor de C' € R. Tomando por ejemplo C' = 0, vemos que la funcién holomorfa f = u + v
correspondiente es f(z) = xy + i3 (y? — 2%) = =1 (2izy + 2% —y?) = —122. O

El método empleado en el ejemplo 11.2.1 es general: para encontrar funciones conjugadas a una funcion u que es
armonica en todo R, basta con “integrar” las condiciones de Cauchy-Riemann. Sin embargo, cuando el dominio
Q no es todo el plano, puede pasar que no exista una funcién conjugada si no asuminos una hipdtesis adicional
sobre la naturaleza del dominio. Para ilustrar esto ultimo, consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11.2.2. Sea Q@ = D(0,2) \ {0} = {2z € C|0 < |z| < 2} y consideremos

u(z,y) = log(z* + y?)
Es directo verificar que u es armoénica en 2. En efecto, derivando se obtiene que para todo (x,y) # (0,0):

ou 2z ou 2y

or 22 +y? Oy 22+ y?
y asi

Pu 22 +y?) — 42?2y —2?)

Oxr2 - (m2+y2)2 - (m2+y2)

mientras que

Pu 2 —y?)  0%u

i e
Luego, Au =0 en Q.
Supongamos que u admite una funciéon arménica conjugada v = v(x,y) en , y definamos la funcion auxiliar
¢ : [0,27] — R mediante

©(t) = v(cost,sent).
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Como cos?t +sen?t = 1 y v esta definida en Q = D(0,2) \ {0}, la funciéon ¢ estd bien definida. Se tiene que

»(0) = v(1,0) = p(2). (11.3)

Ademas, ¢ es diferenciable con

0 0
o(t) = —v(cos t,sent)(—sent) + —v(cos t,sent)cost,0 <t < 2w

or dy
Como u y v satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann, deducimos que también se tiene que
ou ou

p(t) = ———I(cost,sent)(—sent)+ —(cost,sent)cost

o) = 5 )(=sent) + == (cost, sen)
- 2sen?t n 2cos?t
~ cos?t+sen2t  cos2t+sen2t
= 2.

Integrando, tenemos que para todo t € [0, 27]
p(t) = ¢(0) + 2t,

luego ¢(27) = ©(0) + 2 > ¢(0), lo que es imposible en virtud de (11.3). La contradiccion proviene de suponer
que v admite una funcién armonica conjugada en €.

En conclusion, u(z,y) = log(z? + y?) es armoénica en D(0,2) pero no existe una funcién v tal que f = u + iv
sea holomorfa en D(0,2)\ {0}. O

El problema con el ejemplo 11.2.2 es que el dominio D(0,2) \ {0} tiene un “hoyo”. Recordemos que un abierto
no vacio 2 C C se dice simplemente conezo si es conexo y si todo camino cerrado contenido en ) no encierra
puntos fuera de €.

Teorema 11.2.3. Sea u una funcion armdnica en un dominio simplemente conexo ). Entonces existe una
funcion v armdénica conjugada de u en Q.

Demostracion. Sea (g, yo) € £ un punto arbitrario que permanecera fijo. Definamos para todo (z,y) € Q

(z,y)
ou Ou .
vaw) = [ (g g (1.4
(wo,y0)

(z,y)
donde / representa la integral sobre un camino cualquiera que va desde (9, o) a (z,y).
(z0,y0)

Un camino que une (2g,y0) v (z,y) siempre existe en virtud de la conexidad de Q. La funciéon dada por (11.4)
esta bien definida pues el valor de la integral no depende del camino escogido. En efecto, si I'y y I's son dos
caminos que unen (g, %) v (z,y) entonces I' = T'; U (I'3) ™ es un camino cerrado, el cual solo encierra puntos
de © (pues 2 es simplemente conexo). Podemos entonces aplicar el teorema de Green en el plano para deducir
que si D C € es la regiéon encerrada por I' entonces

ou 8u 0 8u 0 ou
I S — A = 11.
f( e // 550 = (g ldedy = / udzdy = 0, (11.5)
I

donde la tltima integral se anula pues el integrando es idénticamente 0 (recordemos que u es armoénica en ).
Como, con abuso de notacion, se tiene

f= = l=]

TU(l2)— s (I2)- o I
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ou Ou L ou Ou .
[Copa o= [Cog o

Ty Iy

de (11.5) se deduce que

lo que prueba nuestra afirmacion.

La funcién v definida por (11.4) es continua. Mas atn, utilizando caminos adecuados, se tiene

5 ( hy) (@, (z+h,y) P ) h

v o v+ h,y)—v 1 u u dF — 1 du

7z ™Y = jm, e Y- / "oy or) T i 5 5 gy (7t
(@,y) 0

Como las derivadas parciales de u son continuas, se deduce que

v Ju
%(xay) - _iy(xay)v

que es justamente la segunda de las condiciones de Cauchy-Riemann (11.1). Similarmente, se prueba que el par
u, v satisface la primera condiciéon en (11.1). Por lo tanto, v € C%(Q) (pues u lo es) y se deduce que f = u + iv
es holomorfa en €, lo que prueba el resultado. O

La formula integral (11.4) proporciona una herramienta ttil para encontrar una funciéon conjugada v de una
funciéon armonica u en un simplemente conexo.

Ejemplo 11.2.1 (continuacién). Consideremos la funciéon v = xy, que es arménica en R2. Tomemos (g, yo) =
(0,0) y definamos

(z,y)
ola,y) = / (—a'da’ + o dy).

(0,0)

Notemos que v(0,0) = 0. Como podemos escoger el camino de (0,0) a (z,y), tomamos aquel mas simple para
la integracion. En este caso, como el dominio para u es todo el plano y el integrando es un polinomio en las
coordenadas cartesianas, tomamos el camino como la union de dos segmentos de recta, el primero que une (0, 0)
con (z,0) (parametrizado por #(z') = (2/,0),2’ € [0,z]) y el segundo que une (z,0) con (z,y) (parametrizado
por 7(y') = (z,y'),y" € [0,y]). Asi

xT

Y
2 _
v(x,y)=/—x’dx’+/y’dy’ %+%—y 21: ,
0 0

que 1o es otra cosa que la funcion obtenida en (11.2) con C' = 0. O

11.3. Propiedad de la media y féormula integral de Poisson

Podemos utilizar la teoria de funciones holomorfas para deducir propiedades de las funciones arménicas. Un
ejemplo interesante lo constituye el siguiente resultado.
Proposicion 11.3.1. Sea u € C%(Q) una funcion armdnica en un abierto  no vacio. Sea (xo,y0) € Ly p >0

tal que D((x0,Y0),p) C Q2. Entonces, para todo R € (0, p),

1 2m
w(zo,Y0) = o / u(xg + Rcosb,yo + Rsen6)do. (11.6)
0
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Demostracion. En virtud del teorema 11.2.3, u admite una funcion armoénica conjugada v en el disco D((xg, o), p),
que evidentemente es simplemente conexo. Dado 0 < R < p, podemos aplicar el teorema 8.1.1 a f(z) =
u(x,y) + iv(z,y) para deducir de la formula de Cauchy (8.1) con p = 2o = zg + iyo que

27 1 27
flzo+ Re™) . o 1 ”
f(z0) 2wt Jo Re? e 2m Jo f(z0 + ReT)do,
o equivalentemente
1

U(J?O, ?JO) + iU(l‘o, yO) -

2
— / [u(z0 + Re') + iv(zo + Re'))dh.
21 0

Igualando las partes reales en esta ecuaciéon, obtenemos (11.6). O

La ecuacion (11.6) asegura que el valor de la funcion armoénica u en el punto zp = (xg,yo) es igual a la media
de los valores que toma sobre la circunferencia de centro (zg,yo) y radio R. En realidad, la formula integral de
Cauchy (8.1) proporciona mas informacién pues permite evaluar la funcién holomorfa en todo punto interior
al disco D(zp, R). Tomemos u como en el enunciado de la proposicion 11.3.1, y sea R € (0,p) v f = u+ v
holomorfa en D(zg, p). De (8.1) se deduce que para todo z € D(zg, R)

1 f(w)

. dw.
270 Jop(zo,r) W — 7

f(z) =

Utilizando notacion polar z = zp + re? (con r < R), w = 2y + Re’® de modo tal que dw = Rie*®dg, y
f(r,0) = f(z0 + re'®) (analogo para f(R,¢)), podemos escribir
L 27 f(R¢) .
0) = — ~ " _Rie'®d
1(r.9) 2mi Jo Re'® — rei? Riedg
1 [ f(R¢) Re ™ —re”

= — Re“f’d
2 J, Re? —rei? Re—id — re—if ¢

1 (%" f(R.¢)(R® —rRe@"?)
2 Jo R?2+41r2—2rRcos(¢ —0)

Escribiendo f(r,6) = u(r,0) + iv(r,0) e igualando las partes reales, obtenemos

1 [ u(R,$)(R?> —rRcos(¢p — 0)) + v(R, ¢)rRsen(¢p — 0)
o / R2? 4+ r2 —2rRcos(¢ — 0)

u(r,0) = do.
El inconveniente de esta ultima formula es que en el integrando aparece la funciéon armoénica conjugada de u.
Para tener una formula donde sélo intervenga explicitamente u, procedemos como sigue. Comencemos por notar
que podemos factorizar el denominador del integrando como

R%? 4+ 72 —2rRcos(¢ — 0) = (re'® — Re?)(re” " — Re™ ).
Entonces, sumando y restando 72,

LT SROUE ) 1T SR )P - RO

f(r,0) = 21 Jo  R2+ 12 —2rRcos(¢ — 0) 2r Jo R?+41r2—2rRcos(¢ —0)

de.

Pero 72 — rRe’?=9 = (re=%¢ — Re~"¥)re’®, y en consecuencia

2m _ i(p— 9) 27 )
/ f2(R ¢2) (7" TR@ ¢ / qu 2) el¢d¢ — lf\ f(w)/\dw,
o R2+712—2rRcos(¢— 9 Rei® — (R?/r)ei? t JoD(z0,R) W T 2

donde Z = zy + (R?/r)e’®. Como [Z — 29| = r < R, deducimos que |z — zo| > R. Luego, la funcién h(w) = f(i”zz

es holomorfa en D(zo,|Z — 29|) 2 D(z0, R) y, en virtud del teorema 7.3.3 de Cauchy-Goursat, deducimos qtlfe

% f(w)Adw =0.
8D(z0,R) W — %
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Recapitulando, hemos probado que

dg,

_ LT fROR )
f(r,0) = %/0 R2 + 72 —2rRcos(¢p — 6)

de donde se deduce que
L (" u(R §) (R —r?)
u(r,0) = 21 Jo  R2+ 12 —2rRcos(¢ —0) 49,

que se conoce como formula integral de Poisson. Notemos que cuando r = 0, se recupera (11.6).

11.4. Ejercicios

1. Verifique que las siguientes funciones son armoénicas en todo IR? y encuentre funciones arménicas conju-
gadas para cada una de ellas:

a) u(z,y) = 2% — P

b) u(x,y) = 2° — 1023y? + 5ay?.

¢) u(z,y) = e®cosy + 3 — 3xy® + 2y.
d) u(z,y) = e"cosy + e¥ cosx + xy.

2. Suponga que u = u(z,y) y v = v(x, y) son dos funciones armonicas conjugadas en un dominio 2. Demuestre
que las siguientes funciones son armoénicas en 2:

a) f(z,y) = u(z, y)o(z,y).
b) g(x,y) = @Y cosv(x,y).
¢) h(z,y) = cosu(z,y)senhv(z,y).

3. Calcule el valor de la integral f027r cos(sen 6) cosh(cos 0)df.
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Capitulo 12

Ecuaciones lineales de segundo orden

12.1. Ecuaciones parabdlicas y fenémenos de difusiéon

12.1.1. Conduccion del calor en una barra unidimensional

Consideraremos el problema de la difusion de calor en una barra delgada que se encuentra perfectamente aislada
por su superficie lateral.

Si la barra es lo suficientemente delgada como para suponer que la temperatura es constante sobre cualquier
seccion transversal, el estado del sistema esta descrito por una funcion escalar u = u(t, ), la cual proporciona
el valor de la temperatura de la barra al instante ¢ y en la posicién longitudinal x.

Supondremos que u(t, z) y todas las otras funciones que utilizaremos son tan regulares como sea necesario para
que ciertas expresiones que involucran sus derivadas estén bien definidas.

Es bien sabido que, en un cuerpo térmicamente conductor, el calor fluye desde las zonas de mayor temperatura
hacia las de menor temperatura. Mas atan, de acuerdo a la ley de Fourier, la rapidez a la cual el calor fluye
entre zonas contiguas es proporcional a la diferencia de temperaturas por unidad de longitud, y el factor de
proporcionalidad depende de las propiedades conductoras del cuerpo en cuestion.

Asi, en el instante ¢, la rapidez con que el calor @ fluye desde un punto x hacia uno a su derecha, digamos x + dx
con éx < 1, puede aproximarse por

dQ u(t,z) — u(t,x + dz)

dt k() dx ’
donde k = k(x) > 0 es un coeficiente de conductividad térmica que depende del material del cual esta hecho la
barra. En el limite se obtiene

dQ _
dt

= —k(x)=—(t,x).

(2) 52 (t,2)
Notemos que d@/dt > 0 cuando g—Z(t, x) < 0. Esto es consistente pues si g—g(t, x) < 0 entonces la temperatura
es (localmente) decreciente, de modo que su valor es menor a la derecha del punto z, y por lo tanto el calor
fluye hacia la derecha. Analogamente, si %(L x) > 0 entonces el valor de la temperatura es mayor a la derecha

del punto z, y por lo tanto el calor fluye hacia la izquierda, esto es, dQ/dt < 0.

k(:c)( ~ lim u(t, z + dx) — u(t, :z:)) ou

6x—0 ox

Sea (z1,x2), con x1 < x2, un intervalo de observacion correspondiente a una secciéon longitudinal de la barra.
Sea (t1,t2), con t; < tg, un intervalo correspondiente a un lapso de tiempo. Como la barra esta térmicamente
aislada por su superficie lateral, el intercambio de calor sblo ocurre a través de los puntos extremos x; y o
del intervalo (z1, z2). En virtud de lo anterior, la cantidad neta de calor @1 que entra a la secciéon (1, z2) en el
lapso (¢1,t2) esta dada por

du

Q1= /t 2[—k($1)%(t7‘”1) +h(z2) o (t,x2)ldt.

145
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Pero, usando el teorema fundamental del calculo, podemos escribir

ou

k(xg)%(t,zg) - k(xl)%(t,xl) _ / %{k(w)%(t,x) dx,

1

Q1—/t1 /T2 0 (,a?)}dxdt.

Al interior de la barra puede haber una fuente de calor, cuya tasa de producciéon de calor por unidad de tiempo
y de longitud esta dada por una funcion F' = F'(t,x). Por lo tanto, la cantidad neta de calor producida en el
segmento (z1,x2) durante el lapso (¢1,t2) esta dada por

tz T2
Q2 = / / F(t,z)dxdt.
t1 1

Por otra parte, la cantidad de calor que entra al segmento (x1,x2), junto con el que se produce en su interior,
provocard un cambio en la distribuciéon de temperatura sobre dicho segmento en el lapso de tiempo que va de
t; a to. La cantidad de calor por unidad de longitud necesaria para un cambio du = u(te,z) — u(t1,z) de la
temperatura en el punto x estd dada por

y en consecuencia

c(@)lu(te, ) — ulty, )],

donde el factor de proporcionalidad ¢ = c(x) > 0 es la capacidad calorifica especifica'. Luego, la cantidad de
calor total necesaria para el cambio de temperatura en el segmento (x1,x2) es

Qo= [ eulte) —uttrar = [ etw) [ e ymas,

1 1 t1

y éste debe ser igual a la cantidad neta de calor que entra y que se produce en el segmento (z1,x2) durante el
lapso (t1,t2), esto es,

Q3 = Q1 + Qa.

Maés explicitamente,

/t2/ i (b )dadt = /tt/ [61: ( @) + P :c)] dzdt.

De la arbitrariedad de los puntos x; < x5 y t; < to, un argumento clasico de localizaciéon? permite concluir que
u = u(t, ) necesariamente satisface la ecuacion en derivadas parciales

ou 0 ou

@) Gy = g [H@) g, ] + Flt2)

Si la barra es de material homogéneo, es decir, k(x) = k y ¢(x) = ¢ se obtiene
w = oizg + f(t,2), (12.1)

donde o = k/e¢, f = F/c, y, con el fin de simplificar la notacion, hemos utilizado las notaciones

Ju 0%u
Ut = —, Ugpy — @

ot’

Al coeficiente « > 0 se le llama difusividad térmica del material.

1Densidad de capacidad calorifica por unidad de longitud.
2Por ejemplo, considere t2 y x2 como variables y derive la expresién con respecto a ta y x2 sucesivamente, “eliminando" asi la
integral temporal primero y la espacial después.
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12.1.2. Conduccién del calor en un cuerpo

En esta seccion deduciremos la ecuaciéon del calor en el caso general de un material ocupando una cierta region
Q) C R3, que suponemos abierta y no vacia. Denotemos por u(t,z,y, z) la temperatura del material en el punto
(z,9,2) € Qy el tiempo ¢. Supondremos que la funcion

uw:[0,T] xQ—R
es suficientemente regular.

Un modelo sencillo pero valido en muchas situaciones, conocido como la ley de Fourier, supone que la cantidad
de calor 6Q) que atraviesa un elemento de superficie d A orientada segin el campo de normales 7, en un lapso
de tiempo dt viene dado por

0@ _  kvu-noA
ot
donde
du
Vu = ou ,
o
oz

es decir Vu es el gradiente de u con respecto a las variables espaciales. k£ > 0 denota el coeficiente de conduccion
térmica del material. Observemos que dado que k es positivo, el calor fluye de zonas de alta temperatura a zonas
de baja temperatura, pues —Vu es la direccion de maximo descenso de la funcion u.

DIBUJO?

Sea w CC , es decir, w = w U dw C €, y realicemos un balance de calor en esta zona, suponiendo inicialmente
que no hay fuentes de calor dentro del cuerpo. De acuerdo a la ley de Fourier, la cantidad de calor que fluye a
través de la frontera de w hacia el exterior (flujo neto de calor que sale de w) viene dado por

@:7//kVu-ﬁdA
5t
Ow
:—//kawdg,

Ow
- / kVu - dS.
Ow

Por otra parte existe una relacion entre la cantidad de calor ¢ almacenada en en elemento de volumen §V y la
temperatura en esta region:

y haciendo §t — 0

qg=-cupdV,

donde ¢ es el calor especifico y p es la densidad del material. Derivando con respecto a t se deduce que la
variacion de la cantidad de calor por unidad de tiempo en 6V es

9 _  Ou
o o

De este modo la variaciéon de calor almacenado en w por unidad de tiempo es

// —dV = /// —dV

Si no hay fuentes de calor en €2 entonces la variaciéon de calor en w por unidad de tiempo es igual a la cantidad
de calor que entra en w por unidad de tiempo. De lo anterior se obtiene

// cpa—dV //kVu ds.

oV.
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Por el teorema de la divergencia de Gauss

/ / kVu-dS = / div(kVu) dV,

Ow w

// (cp% - div(kVu)) dv = 0.

w
Esto dltimo es valido para todo w CC €2. Por un argumento de localizacion, si todas las funciones en el integrando
son continuas, se concluye

y se deduce que

cp% —div(kVu) =0 sobre [0,T] x Q,

que es la ecuacion del calor para un cuerpo general. Si el cuerpo es homogéneo, es decir ¢(x, y, 2) = ¢q, p(z,y,2) =
po v k(z,y,2) = ko entonces

8u k() .
_— — d = U.
Gt opo iv(Vu) =0
Definiendo o = C(’fgo y recordando que
2 2 2
diV(Vu):Auzau Ou | Ou

R _|_ - —-—,
0x2 = 0Oy? * 022
llegamos a la ecuacién del calor para un cuerpo homogéneo

% —alAu=0 sobre [0,7T] x £, (12.2)

donde a > 0 es una constante. Aqui A el operador Laplaciano con respecto a las variables espaciales.

La ecuacién del calor se complementa con condiciones de borde adicionales, que seran explicitadas en la sec-
cion 12.4.

Cuando en el interior del cuerpo hay fuentes distribuidas generadoras de calor, esto suele modelarse mediante
una funcién densidad por unidad de volumen

f:00,T] xQ— R,
(t7x7y’ Z) - f(t, $7y7 Z)7

de modo que el calor instantaneo generado en una subregion w C €2 esta dado por

[l renave.

Suponiendo que f es continua y retomando lo que se hizo anteriormente, se deduce que

pc@ —div(kVu) = f en[0,T] x Q,

ot
en el caso general no homogéneo. En el caso homogéneo
0
X _a u:L en [0,T] x Q.
ot CopPo

12.1.3. Expansiéon de un gas en un medio is6tropo y homogéneo

Supongamos que una gas ocupa una region porosa 2 C R? en la cual se mueve de puntos de alta concentracién
a baja concentracion, proceso que se denomina difusion. Denotemos por u(t, z,y, z) la concentracion del gas en
el instante ¢t y el punto (x,y, z). Entonces bajo la ley de Nernst y suponiendo que el material es homogéneo e
isotropico, se puede verificar que u satisface

u; = a?Au en Q, (12.3)

donde a es una constante. La ley de Nernst es analoga a la ley de Fourier para la conducciéon de calor.
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12.2. Ecuaciones hiperboélicas y fenémenos oscilatorios

12.2.1. Oscilaciones de una cuerda

Consideremos una cuerda elastica de longitud L sometida a una cierta tensiéon y cuyo movimiento se confina a
un plano. Modelaremos la cuerda como una curva y por simplicidad supondremos que ésta se puede representar
en cada instante ¢ como el grafo de una funcion u(t,-) : [0, L] — R, es decir, v es una funcion de dos variables

w:[0,7] x [0,L] — R.

Con el objeto de simplificar la derivacion de la ecuacion que satisface u haremos los siguientes supuestos:

1. las oscilaciones de la cuerda son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,
2. la cuerda esta sometida a una tension cuya componente horizontal 7 > 0 es constante y uniforme
3. las fuerzas de friccion pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacién despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la gravedad.

Dado x € (0,L) y éx > 0 denotemos por « el dngulo entre la cuerda y el eje x en el punto (z,u(x)) y por
o' el angulo en (z + dx,u(x + dz)). Llamemos 71 a la tension de la cuerda en (z,u(x)) y 72 a la tension en
(x + dz,u(x + dz)). Realicemos un balance de fuerza en el segmento de cuerda correspondiente a (x,x + dz).
Como suponemos que el movimiento de la cuerda es vertical no hay aceleracion horizontal, es decir

Ticosa =Tocosa’ =T. (12.4)

Por otro lado, en la direccion vertical

0%u
Tesina’ — mysina = pdl —,
ot2

donde p es la densidad lineal de masa de la cuerda, que supondremos constantes, y §l es la longitud de ésta
entre x y x + dx. Dividiendo ambos lados por 7 y utilizando (12.4) obtenemos

52
tana’ — tana = 551 8—;; (12.5)

Pero tana = %\m y tana’ = %\mﬂgm, por lo que, dividiendo la ecuacién anterior por éx y haciendo dz — 0
encontramos

u  pou

0x2 T o2’
donde hemos utilizado % — 1 cuando dx — 1. Si se quiere incorporar el efecto de fuerzas externas, de manera
analoga se puede verificar que u satisface

Ugy = gy + F(t, 1), (12.6)
donde ¢ = \/% >0, F(t,x) = Lf(x,t) y f(,t) es la densidad lineal de fuerzas externas.

Las condiciones adicionales naturales para complementar esta ecuacién son de dos tipos:

1. Condiciones iniciales en un instante ¢ = 0 que describen la posicion y velocidad de la cuerda en cada punto
x € [0, L]. Es decir,
u(0,2) = up(x) VY €[0,L],

u(0,2) = vo(z) Vax €l0,L].
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2. Condiciones de borde sobre los puntos 0 y L.
Observemos que a diferencia de las ecuaciones parabolicas, desde un punto de vista fisico al menos, es necesario

en las ecuaciones hiperbélicas imponer condiciones iniciales sobre u y u;.

Las condiciones de borde deben reflejar las condiciones fisicas a las que esta sujeta la cuerda y pueden ser de
varios tipos. Por ejemplo, una condicién de borde de la forma

u(t,0) =0 Vte[0,T]
quiere decir que el extremo x = 0 de la cuerda esta fijo a una altura 0. Otro ejemplo es
ug(¢,0) =0 Vte[0,T] (12.7)

que significa que el extremo & = 0 esta libre. En efecto, retomando (12.5) con 2z = 0 y si suponemos que la
componente vertical de la fuerza neta en x = 0 vale cero, vemos que

82
msena’ = pdl au

ot?
Usando que 12 sena’ ~ Tg—;ﬂéx y haciendo dx — 0 resulta (12.7).
Una tercera posibilidad es

u(t, 0) = %uz(t, 0) Viel0,T] (12.8)

que modela la situacién en que el extremo x = 0 esta sujeto a un resorte de constante elastica k = h7. En esta
situacion

82
Tosen« — (fuerza ejercida por el resorte en z = 0) = p 4l 8—;,
es decir
0%u
Tosen o — ku|y—o = p ol EToR

Nuevamente, haciendo 0z — 0 encontramos (12.8)

12.2.2. Oscilaciones de una membrana

El caso de las oscilaciones de una membrana es muy similar al de las oscilaciones de una cuerda. Veamos
brevemente como encontrar la EDP en esta situacion.

La membrana se modela como una superficie en R3 y por simplicidad supondremos que esta superficie se puede
representar mediante una funcién
u(t,z,y) : [0,T] x Q = R,

de modo tal que en cada instante ¢ la membrana corresponde a la superficie parametrizada por (z,y) — u(t, x,y).
Nuevamente suponemos

1. las oscilaciones de la membrana son pequenas y cada punto de ésta se mueve verticalmente,
2. la membrana est4 sometida a una tension superficial 7 > 0 constante y uniforme
3. las fuerzas de friccién pueden ser despreciadas,

4. en una primera aproximacién despreciaremos el efecto de fuerzas externas como la gravedad.
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Sean (x,y) € Qy dx > 0, oy > 0. Estudiemos las fuerzas que acttian sobre la porcion de la membrana sobre
el cuadrado [z, + dz] x [y,y + dy]. Haciendo un balance de las fuerzas verticales y utilizando las mismas
aproximaciones que en la secciéon 12.2.1 podemos escribir

(contribucion de las aristas paralelas al eje z) = 7z <8u _Ou )
Oy ly+sy  Oyly

ou

xT

(contribucion de las aristas paralelas al eje y) = 7y <

ox

ou
z+ox ox

)

donde p es la densidad superficial de masa. Dividiendo por dzdy y haciendo dx — 0 y dy — 0 encontramos

Luego por la ley de Newton

0%y Ou ou ou
sy S = o (24 Y gy (22
POroY oz =T z((’?y y+oy Oy y)+T y(ax

Ju
r+ox ox

gy = 2 (Ugp + Uyy) = AAu
donde ¢ = \/7% Y Au = uyy + uyy es el Laplaciano de u con respecto a las coordenadas espaciales.
Si hay fuerzas externas actuando en la membrana, anidlogamente se encuentra
ug = 2 Au+ F(t,z,y) (12.9)

donde F(t,z,y) = % ft,z,y) y f(t,z,y) es la densidad superficial de fuerzas externas actuando sobre la mem-
brana.

12.2.3. Vibraciones longitudinales de una barra

Consideremos una barra delgada de un material elastico de longitud L y supongamos que el origen esta ubicado
en uno de los extremos. Las deformaciones longitudinales de esta barra las describimos mediante una funcion
u:[0,L] x [0,7] — R de modo tal que si una particula que ocupa inicialmente (en una situaciéon de equilibrio)
la posicion x € [0, L], en el instante ¢ se sitia en = + u(x,t).

Modelando la barra como una familia de N resortes con masas y constantes elasticas idénticas, y luego con-
siderando N — o0, es posible deducir que u satisface la siguiente EDP

Ut = C2uw$ +f($,t) S (O7L)a te (OaT)7

donde ¢ > 0 depende de las propiedades de la barra (densidad de masa y constante elastica), y f es (excepto
por una constante) una densidad lineal de fuerzas externas.

12.3. Ecuaciones elipticas y fenémenos estacionarios

12.3.1. Membrana en reposo

Retomando la seccién 12.2.2, si la membrana esta en reposo de (12.9) vemos que la funcién u : © € R? — R

debe satisfacer la ecuacion
Au+ F(z,y) =0 en (12.10)

que se conoce como la ecuacion de Poisson.

En el caso particular cuando F' = 0, se obtiene la ecuacion de Laplace
Au=0 en . (12.11)

Una funcion que es solucion de la ecuacion de Laplace se dice una funciéon armonica.
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12.3.2. Potencial de campo eléctrico

En esta seccion escribiremos & = (x1,x2,23), ¥ = (y1,y2,y3). El campo eléctrico generado por una cantidad
finita de cargas g; con ubicadas en los puntos ¥; viene dada por

@ T
P e A /8
)= 2 ey TE— I

donde g¢ la permitividad del vacio.

Es facil verificar que VxE=0 y por lo tanto existe una funcién escalar ¢ : R? — IR tal que
E= —Vo.

Cuando las cargas se distribuyen continuamente de acuerdo a una densidad volumétrica p(%) el campo eléctrico
en un punto ¥ cualquiera se puede escribir

d 12.12
E@) 47T€0/// "D =g 37 v (12.12)

Para dar sentido a esta integral supondremos que p : R?> — IR es una funcién continua y que p(7) = 0 si
|7l > Ro, donde Ry > 0 es una constante. Notemos que se trata de una integral impropia pero convergente (el
integrando se indefine en i = ).

El campo eléctrico (12.12) también proviene de un potencial, es decir,
E=-V¢. (12.13)

Mas atn, se puede dar una formula ezplicita para ¢
di.
" 4nmeg /// y||

Sea w C IR3 un conjunto abierto acotado no vacio cuya frontera Ow es una superficie regular. Queremos calcular
el flujo de F a través de dw, es decir

[ s ff (it s
Ow
_ 1 7 . .
=5z [l 79 // TF—gp 5@ | 4
B3

Utilizando apropiadamente el teorema de Gauss se puede probar que

// r—1 ‘5—:_,) A siyew
17— 3 10 sigéw.

] #-as=2 | o

ow

Por lo tanto

Aplicando el teorema de la divergencia al campo E y recordando (12.13) obtenemos

[//ﬁﬁdvi)[//pdvo
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// (A¢+ ;Op> dv = 0.

w

es decir

Como lo anterior se tiene para todo w, se concluye que el integrando debe ser nulo, es decir

—A¢p = ip. (12.14)
€0

Notemos que esta ecuacion es una Poisson (12.10) y en ausencia de carga ésta tltima queda como
Ap=0
la cual resulta ser una ecuacion de Laplace (12.11).

Hemos visto que estas dos tultimas ecuaciones modelan diversos sistemas fisicos. Lo que diferencia un problema
de otro es el significado fisico de las variables y las condiciones iniciales y de bordexs, tema a tratar en la
siguiente seccion.

12.4. Condiciones iniciales y de borde

En esta seccion veremos como complementar las ecuaciones en derivadas parciales antes mencionadas, es decir,
daremos condiciones que definen y caracterizan los problemas.

En todos los ejemplos anteriores, la situacion fisica se describe mediante una variable de estado o funcién u que
puede ser escalar o vectorial y que depende de variables espaciales x € Q C R™ (n = 1,2 0 3) y en algunos casos
u depende de una variable adicional ¢ que se interpreta como el tiempo. Este es el caso en los problemas que
llamamos de evoluciéon como las ecuaciones parabélicas de la seccién 12.1 y las hiperbdlicas de seccion 12.2. En
esta situacion supondremos que t € [tg, T1.

Las EDP’s se complementan basicamente con dos tipos de condiciones adicionales:

= Condiciones de borde
Estas condiciones aparecen tanto en problemas de evoluciéon como en ecuaciones estacionarias. Hay diversas

alternativas segun el sistema fisico que se esté modelando.

e Condicion de borde tipo Dirichlet

Supongamos, para fijar ideas, que 2 C R? y denotemos por 91 la frontera de este conjunto. De esta
forma, en el caso en que u no depende de ¢ la condicién de borde de tipo Dirichlet viene dada por

u(z,y,2) = g(z,y,2) para todo (z,y,z) € 0§
y si u depende de t
u(t,x,y,z) = g(x,y,z) paratodo (x,y,z) € 9N y todo t € [ty, T,
donde

g:02 — R es una funcién conocida

En el caso més general g puede depender del tiempo.
e Condiciones de borde de tipo Neumann
Las condiciones de este tipo se caracterizan por venir representadas de la forma

ou

= t..
Vu-n aﬁ(,)

= h(-) sobre 9Q Vit € [ty, T

donde 7 representa la normal exterior a  y donde h: 9Q — R es una funcién conocida (dato). En
un caso mas general h puede depender del tiempo.
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e Condiciones mixtas

Esta clase de condiciones vienen caracterizadas por combinaciones de condiciones del tipo Dirichlet
y Neumann sobre porciones de la frontera.

= Condiciones iniciales

En lo que respecta a las condiciones iniciales, éstas tienen sentido sélo en problemas de evolucién y se dan
en un instante ¢ con el objeto de describir el campo tratado (campo de temperaturas, campo eléctrico,
etc.) en o sobre todo 2. La condicién inicial viene tipicamente dada por algo del tipo

u(tmx,y,z) = uo(x,y,z) V(x,y,z) € Qv

donde ug : 2 — R es dato.

Cabe destacar que habra que imponer tantas condiciones iniciales como el orden de la derivada temporal
de u en la ecuacién, es decir, si en la ecuacién que describe el proceso estudiado aparece la segunda
derivada temporal de u, se tendra que imponer dos condiciones iniciales. Una de estas sera como la antes
mencionada y la segunda usualmente tendra relaciéon con la primera derivada temporal de la funcién en
el instante tg, por ejemplo

ou
a(t()a:myvz) = UO($7yvz) V(x,y,z) €

y asi sucesivamente, donde la funcién vy es dato.

Por ejemplo, en el caso de la conducciéon del calor en una regién €2 de R? (ver la seccion12.1.2), donde u
representa la distribuciéon de temperaturas, la condicién de borde tipo Dirichlet corresponde al caso en que esta
distribucién se conoce sobre la frontera del dominio. Por otro lado, en la condicién de borde tipo Neumann es el
flujo de calor puntual el que constituye un dato. Méas precisamente, recordemos que el flujo de calor por unidad
de area y tiempo esta dado por

kv = k2%~ g,
on

donde h : 92 — R es una funcién conocida y k representa la conductividad térmica.

12.5. Otras ecuaciones de la fisica

1. Ecuacion de Navier-Stokes

En dindmica de fluidos, las ecuaciones de Navier-Stokes son un conjunto no lineal de ecuaciones en
derivadas parciales que rigen el movimiento del fluido en cuestion. Estas se encuentran considerando
la masa, el momentum y balances de energia para un elemento de volumen infinitesimal en movimiento,
sobre el cual se pueden producir tensiones tangenciales (debido a la viscosidad).

Sea u(x,y, z,t) el campo de velocidades del fluido y p(z,y, z,t) la presion. Luego la ecuacion para fluidos
compresibles viene dada por

Di - e (=
D Sy ne 59 (99
P p Vp+p u—|—3V Vi
donde p es el coeficiente de viscosidad del fluido, F' es la densidad volumétrica de fuerzas externas (por
ejemplo la gravedad), p es la densidad y %1; es la aceleracion del elemento de fluido, también conocida
como derivada material, la cual viene expresada por
Di  0u
- _ 2= i V)i,
Dt =g T@ V)

—

o por componentes, escribiendo @ = (uy, uz, us), la componente i-ésima de (@ - V)4 viene dada por

N Gul aul aul
[(u~V)uL—u1 5 U e .
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En los fluidos incompresibles, la ecuacion de continuidad es V - u = 0, y, por consiguiente la ecuacion

anterior se reduce a
—ﬁ— F—V_'pﬁ—uA“
= .
p Dt p

2. Ecuacion de Schriédinger para una particula

En mecéanica cuantica existe lo que se denomina la dualidad ente ondas y particulas. La descripcién de
una particula viene dada por una funcion de onda W(7,t) que tiene valores en los nimeros complejos, es
decir U(7,t) € C y |WU(F,t)|* = (7, t)¥(F,t) se interpreta como la funciéon densidad de probabilidad de
encontrar la particula en la posicion 7 en el instante ¢.

De la teoria de la mecanica cuantica se deduce que la funcién ¥ debe satisfacer la siguiente ecuaciéon en
derivadas parciales

2
m%f( t) = (—thA;—k vm) W(F,t) (12.15)

donde it = 5= con h la constante de Planck, m es la masa de la particula y V' es una funcién que representa
el potenc1al al cual esta sometido la particula. El Laplaciano en esta ecuacion es solamente con respecto a
las variables espaciales y por eso la notacion Az. Usualmente esta ecuaciéon se acompana de la condicion

(probabilistica)
// U (F, 6 dF = 1.
RS

Notemos que (12.15) representa un sistema de dos ecuaciones reales en derivadas parciales, siendo las
incognitas las partes real e imaginaria de W.

3. Ecuaciones de Maxwell

En la teoria de electromagnetlsmo existen cuatro ecuaciones fundamentales que permiten visualizar lo
que sucede con el campo eléctrico E el vector desplazamiento D el flujo eléctrico J y el campo magnético
B. Estas ecuaciones son las ecuaciones de Maxwell, las cuales son

V-D = 0
V-B 0
. . 0B
E+-— =0
V x +8t
VxB =

- 0D

donde pg es una constante (la permeabilidad del vacio). Estas ecuaciones suelen complementarse con leyes
constitutivas para formar lo que se denomina un sistema cerrado de ecuaciones.

Cada una de estas ecuaciones entrega informacion sobre los campos tratados, por ejemplo de la tercera
ecuacion se puede concluir que B genera E (de donde se deduce la ley de induccion). De este set también

se puede concluir que las lineas de campo magnético son cerradas, el flujo de B es conservativo y asi
sucesivamente.

12.6. Principio de superposicion

Recordemos brevemente la nocion del principio de superposicion para ecuaciones diferenciales ordinarias (E.D.O.).
Consideremos una E.D.O. lineal descrita por

Ly =0 en un intervalo I = (a,b)
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donde L : C™(I,R) — C(I,R) es un operador diferencial lineal de orden n. El principio de superposicion dice
que: “Toda combinacién lineal finita de soluciones de una E.D.O. lineal homogénea, es también solucién”, es
decir

Ve, ca €R, Vi, y2 € Ker(L) = c1y1 + coye € Ker(L)

o también
Ly =0Yi=1,2,...n = L (Z;,) =0
=1

La nocién de operadores diferenciales lineales es facilmente extendible al caso de operadores actuando sobre
funciones de varias variables, es decir sobre funciones u : R™ — R. Por ejemplo consideremos el operador L = A
(Laplaciano) que actta L : C*(R") — C(R") mediante Lu = Au. En este contexto se amplia la teorfa y se
puede demostrar que el principio de superposiciéon es también valido para las E.D.P.’s lineales.

Al igual que en ecuaciones diferenciales ordinarias las soluciones de una EDP lineal no homogénea se pueden
descomponer en una solucién de la homogénea y una soluciéon particular.

12.7. La ecuacién de superficies minimas

En esta seccion presentamos una deduccion de la ecuacidén de superficies minimas como un ejemplo de una
ecuaciéon no lineal.

La ecuacion (12.10) que modela una membrana en reposo se dedujo suponiendo que las deformaciones son
pequenas. Es interesante estudiar la ecuacion resultante sin hacer esta hipotesis, lo que por simplicidad haremos
en el caso que no hay fuerzas externas. Supondremos que la membrana es elastica, que estd en equilibrio de
fuerzas y esta sometida a una tensién 7" que es constante. Con el fin de utilizar esta informacién imaginamos que
“cortamos” una parte de la membrana, obteniendo una (pequena) superficie S cuya frontera 9S es una curva
cerrada en R3. Denotemos por 7 el vector tangente a S y por # el vector normal unitario a S orientado en
direccion del eje z. Dado que (z,y) — u(t, z,y) parametriza S, podemos escribir

_ Ou

fn =

_5%
~ oy
Tl |~

donde

=1 (297 (28
n|| = — —) .

or dy
Orientemos 7 de modo que sea consistente con la orientacion de S para el teorema de Stokes. De este modo el
vector

T XN,

apunta fuera de S, es perpendicular a 7 y tangente a la membrana. Sobre S actia una fuerza a lo largo de 95
ejercida por el complemento de ésta que viene dada por

T(7 X ).
De este modo, la fuerza neta sobre S que le ejerce el resto de la membrana es

—

F:/ T (7 x 7) dr.
oS

Sea é un vector (constante) unitario en R?. Entonces

ﬁé:T/ (%xﬁ)~édr:T/ (i x &) - 7 dr.
a8 a8
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Empleando el teorema de Stokes y la notacion

9
0z
se tiene
F é:T//[ﬁx(nxe)} ﬁdA:T//W &) — (V-n)é) - ndA
S S
:—T//(ﬁ n)(é-n)dA = —Té //(ﬁ-ﬁ)ﬁdA.z
Luego

ﬁ:-T//(ﬁﬁ)ﬁdA.

S

Pensando en §S como una pequena superficie en torno a punto (zo, yo, 20) de area 0 A, escribamos como JF la
fuerza ejercida por el resto de la membrana sobre 45, esto es

OF = —T(V - )i 6 A+ o(6A).
Si no hay fuerzas externas actuando sobre la membrana, como ésta esta en reposo la ley Newton establece que
SF=0

y por lo anterior .
—T(V-n)ndA+o(6A) =0.

Dividiendo por dA y haciendo § A — 0 obtenemos

-T(V-n)n=0
Recordemos que u no depende de z, por lo que
x 1/1+u§+u§ Y 1/1+u§+u§
donde
ou ou
Uy = —, Uy = —.
Oz Y oy

Luego la ecuaciéon para u queda

N T N RN
O ,/1—|—u§.+u§ dy ,/1+u§—|—u§

Esta ecuacion se conoce también como la ecuacion de superficies minimas.

=0. (12.16)

La relaciéon entre la ecuacion (12.16) y la ecuacion de Laplace (12.11) es que bajo la hipotesis de pequenias

deformaciones, se puede aproximar /1 + u2 + u2 por 1, y en este caso (12.16) se reduce a

Au = 0.
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Capitulo 13

Separacion de variables y series de Fourier

13.1. Ejemplo modelo: ecuacién del calor

Consideremos el problema de difusion de calor en una barra delgada de longitud L > 0, compuesta por un
material homogéneo e isoétropo de coeficiente de difusividad térmica o > 0, y que se encuentra perfectamente
aislada por su superficie lateral, y sin fuentes de calor externas actuando dentro de la barra, es decir f(z) =0
en (12.1). Tal como se dedujo en la seccion 12.1.1, la EDP que modela esta situacion es

U = Qg 0O0<xz <L, t>0. (13.1)

La incégnita v = u(t, x) es la temperatura al instante ¢ y en la posicién x sobre la barra. Si suponemos que sus
extremos se mantienen a temperatura constante igual a 0, entonces u satisface la condicién de borde de tipo
Dirichlet homogéneo

u(t,0) =u(t,L)=0 t>0. (13.2)

Consideraremos ademés la condicién inicial
w(0,2) = f(z) 0<z<L. (13.3)

Para resolver (13.1) bajo (13.2) y (13.3), aplicaremos el método de separacion de variables, el que describiremos
detalladamente a continuacion.

13.1.1. Primera etapa: separar variables

El método se inicia buscando soluciones no triviales de (13.1) que sean de la forma
Ult,z) =T(t) X (x). (13.4)

Se introducen asi dos nuevas incognitas, T'(t) y X (z), y por lo tanto necesitaremos dos ecuaciones para deter-
minarlas. Sustituyendo (13.4) en (13.1), obtenemos

T )X (z) =aTt)X"(z) 0<az<L,t>0. (13.5)

Como so6lo nos interesan soluciones no triviales, se requiere que X (z¢) # 0 para algin z¢ € (0, L). Deducimos
de (13.5) que para todo t > 0 se tiene
T'(t) = a\T(t),

donde
B X (SUO)

A= X(o)

159
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Similarmente, para todo x € (0, L) se tiene
X"(z) = XX (),

donde

_ T'(to)
> o (to)

y to > 0 es tal que T'(tp) # 0. En consecuencia, si ahora tomamos cualquier par (¢,z) tal que T'(t) # 0 y
X (x) # 0, lo anterior conduce a
) _  X"(z)

=«

Tt ~ “X(2)

aAl = = )\Qa

donde la segunda igualdad proviene de (13.5).

De este modo, se deduce que T'(t) y X(z) satisfacen, respectivamente, las siguientes ecuaciones diferenciales
ordinarias:

T'(t)+aXT(t) = 0, t>0,
X"z)+ XX (x) = 0, 0<z<L,

para una constante A € R.
Dado un valor para el parametro A, se deduce de (13.6) que
T(t) = Ce M

para una constante C' € R, la cual es no nula pues buscamos soluciones no triviales.

Por otra parte, como aplicacién de la teoria general de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, sabemos
que la solucion general de la ecuacion de segundo orden (13.6) se expresa como una combinacion lineal de dos
funciones fundamentales, cuya forma depende del signo de A. Mas precisamente, como el polinomio caracteristico
asociado a (13.6) esta dado por p(m) = m? + A, y éste tiene como raices! mj o = /=X € C, obtenemos que:

= Si A <0 entonces my 2 = v —X\ € R, luego la solucion general de (13.6) esta dada por
X(l‘) = C1€mw + 026—\/:%, 017 CQ € R.

= Si A =0 entonces m = 0 es raiz de multiplicidad 2, y en consecuencia

X(:L') =Ci + CQ.’E, Cl,CQ € R.

= Si A > 0 entonces m; o = +ivV/\ y por lo tanto

X(xz) = Cy cos VAz + Cy sen ﬁ:z:, C1,Cy € R.

Observacion 13.1.1. Cuando A # 0, una forma de evitar tener que considerar los casos A < 0 y A > 0 por
separado comnsiste en utilizar la funcién exponencial compleja cuando corresponda. En efecto, supongamos que
A > 0. Entonces se tiene
X(z) = CjcosVAz+ CysenvVz
= OV e VAT) )2 4 Cy(—i) (e — e VAT) 2
= (C) —iCy) /26N 4 (C) +iCy) [2e V"
_ 64lei\/X:c + 52671‘\/&1:.

1 Aqui utilizamos la raiz cuadrada en el cuerpo de los complejos.
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Como ivVA = v/=1vVX = V=X, de lo anterior deducimos que podemos escribir la soluciéon general de la forma
X(z) = CreV = 4 Cpe= VA2,
donde los coeficientes C, Cy vienen dados por

C1,CeR,siA<0
C1,C€C,siA>0

y los coeficientes complejos C7 y Cs son uno el conjugado del otro. O

Sustituyendo las expresiones asi obtenidas para T(t) y X(z) en (13.4), se construyen soluciones de (13.1) en
variables separadas que son de la forma

Ux(t,z) = e M (CreV ™ + Che™ V72, (13.6)
cuando? X # 0 , mientras que para A = 0 se tiene

Up(t,z) = C1 + Cox.

Notemos que tenemos dos tipos de grados de libertad: el primero asociado al pardmetro A; el segundo, a los
coeficientes C1, Cy. Como veremos més adelante, esta suerte de “indeterminaciéon"de la solucién, que se debe a
que hasta ahora solo hemos utilizado la ecuaciéon (13.1), nos permitird imponer la condicion de borde (13.2) y
la inicial (13.3) a combinaciones lineales de soluciones de este tipo.

13.1.2. Segunda etapa: imponer condiciones de borde

A continuacion buscaremos soluciones no triviales de (13.1) en variables separadas que satisfagan la condicion
de borde (13.2). Esto restringira los valores admisibles para A a un subconjunto numerable de R.

En primer lugar, observamos que si A es el parametro introducido anteriormente entonces el caso A = 0 queda
descartado. En efecto, tomando Up(t,x) = C; + Cox, deducimos de Uy(t,0) = 0 que C; = 0, lo que junto con
Uo(t, L) = 0 implica que Cy = 0, obteniendo asi la solucién trivial.

Busquemos entonces A # 0 de modo tal que exista una funcion Uy de la forma (13.6), que no sea idénticamente
nula y que satisfaga

Ux(t,0) = Ux(t, L) =0, V¢t > 0.

De Uy (t,0) = 0 deducimos que
€_a>‘t(C1 +C3) =0, Vt >0,

y, como e~ > (), se tiene
CQ = —Cl.
Luego, para alguna constante C' € C (mas aun C' es un imaginario puro, pues C; y Cy eran uno el conjugado
del otro y Oy = —C3), que se supone no nula®, tenemos
Us(t,z) = Ce™ N (eV A% — em VAT, (13.7)

e imponiendo U, (¢, L) = 0, obtenemos
VAL eV — (13.8)

2Cuando A > 0, utilizamos la funcién exponencial compleja y coeficientes complejos.
3Recordemos que nos interesan soluciones no triviales.
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Esta ultima relacion debe interpretarse como una ecuacion para A debido a que L > 0 es un dato del problema.
Recordando que consideramos la funcién exponencial de variable compleja cuando A > 0 y recordando su
periodicidad, (13.8) conduce a

eVTAL = VAL o 2VEAL | o 9/ TN = i2kn, k€ 2
e A= (kr/L)?, ke 2.

Como nos interesa A # 0 y ademas las soluciones para k y —k coinciden, basta que k recorra todos los enteros
positivos para obtener todos los valores posibles para A, esto es

M = (kn/L)?, k€ N'\ {0}, (13.9)
y tenemos que las soluciones en variables separadas correspondientes (13.7) son de la forma

Us, (t, ) = Cke—a(kn/L)zt [eikﬂz/L _ e—ikmc/L}
= Cpe /L)ty sen(kma /L)
= Ap®i(t, ),
como Ay, := 2iCy, el cual pertenece a R pues Cy es un imaginario puro, se tiene
Dy (t,x) = e—a(km/L)%t sen(kmx/L). (13.10)

La figura 13.1 ilustra los casos k = 1 y k = 2. Hemos obtenido asi una familia {®(t,2)}rean o1 de soluciones
fundamentales de la ecuacion (13.1) que satisfacen la condicion de borde (13.2).

En la tercera etapa del método, veremos como imponer la condicién inicial (13.3).

Observacion 13.1.2. Antes de continuar, es interesante observar que lo realizado aqui puede interpretarse
como la resolucion de un problema de valores propios del tipo Sturm-Liouville. En efecto, a partir de lo realizado
en la primera etapa del método, deducimos que para que la solucion en variables separadas (13.4), supuesta no
trivial, satisfaga la condicion de borde (13.2) se requiere que

—X"(x)=XX(x), 0<z <L,
{ X(0) = X(L) =0,

para algin A € R. Definiendo el operador diferencial lineal

A: V — C([o, L))
2
;oo oap=-21

da?

sobre el espacio vectorial V = {f € C%(0, L)NC([0, L)) | f(0) = f(L) = 0}, el problema anterior puede escribirse
AX = MX. Los escalares A\, dados por (13.9) son los valores propios del operador A, mientras que los espacios
propios correspondientes son unidimensionales y estan generados por las funciones propias Xy (z) = sen(knz/L).
O

13.1.3. Tercera etapa: imponer la condicién inicial

Consideremos ahora la condicion inicial (13.3). Para motivar lo que sigue, comencemos por el caso en que

f(z) = Asen(komz/L) (13.11)
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t>0 t>0

Figura 13.1: Dos soluciones fundamentales de la ecuaciéon del calor

para algin par de constantes A € Ry kg € N'\ {0}. Dado que la k-ésima solucién fundamental (13.10) satisface
®4(0,2) = sen(kmwz/L), entonces es directo ver que la solucion de (13.1)-(13.3) correspondiente a (13.11) es

u(t,z) = ADy, (t,x) = Ae—okom/L)t sen(komz/L).

Maés generalmente, si

m

flx) = Z A;sen(k;mx /L)

=1

para ciertas constantes Aq,..., A, ERy0< k <k; <...<k,, entonces la solucion buscada es

u(t,z) = ZA%I)/W (t,z) = ZAie_o‘(k”/L)zt sen(k;mx/L).
i=1

i=1

En efecto, de acuerdo al principio de superposicién (ver seccion 12.6), la linealidad de (13.1) implica que cualquier
combinacion lineal de soluciones es también solucion de (13.1). Ademas, como cada solucion fundamental sat-
isface la condicion de borde (13.2), sus combinaciones lineales también la satisfacen:

m

u(t,0) = Z A;®p, (t,0) = Z Age—ekim /L)t sen(0) =0,
i=1

i=1

u(t,L) = ZAi‘I)ki (t,L) = ZAie_a(k”/L)zt sen(k;m) = 0.
i=1 i=1

Finalmente, es directo verificar que w(0,z) = f(z).

. Que ocurre para una condicion inicial correspondiente a una funcion f(x) mas general? Por ejemplo, como
proceder si f(x) no tiene descomposiciéon como suma finita de senos y cosenos, como la funcién siguiente
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La idea es escribir f(z) de la forma

flz) = Z Ayg sen(kmwx/L) (13.12)

k=1

y tomar como soluciéon de nuestro problema a la funcién
oo oo 2
u(t,x) = Z Ap®i(t,x) = Z Ape™Fm/ L son (ke /L)
k=1 k=1

Surgen varias preguntas

1. {Cuéndo es posible descomponer una funcién f(x) como en (13.12)7
2. ;Coémo se obtienen los coeficientes Ay?

3. (Es valido el principio de superposicién para combinaciones lineales infinitas?

El objetivo de la siguiente seccién es mostrar que todas estas preguntas pueden responderse afirmativamente.

13.2. Series de Fourier

Sea f : [—¢,£] — R una funcion continua (basta continua por trozos). El método de separacion de variables
descrito en la seccién anterior conduce de forma natural a la siguiente pregunta: ;Podemos expresar f como una
combinacion lineal (eventualmente, como una serie infinita) de funciones sinusoidales? Diremos que f admite
un desarrollo en serie de Fourier en [—£,{] si existen escalares ag, ay, ... y b1.ba, ... tales que

flx) = % + i {a" cos (n—gI) + b, sen (?)} , Vo € [—4,4]

3
Il
-

— % + NEI—I&-looiv: {an cos (n—;m) + b, sen (?)} , Vo €[4, (]

Supongamos que esta igualdad es valida. ;Como se obtienen los coeficientes en términos de f(x)? Para responder
a ésto, veamos primero la serie de Fourier en forma compleja. Recordemos que

eai + efozi
cos = ——

sen o =
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Luego si f(z) admite un desarrollo en serie de Fourier, entonces podemos reescribir este desarrollo como

o0
a 1 . inwx 1 . —inntx
flx) = 50 + Z:l [*(an —iby)e U + i(a" + by )e !
" (13.13)

donde Cp = % y
L, —ib,) sik>1
Ok_{ ;(an—i—ibn) sik<-—1

ikgmx

t e

Para determinar los coeficientes complejos, fijamos kg € N, multiplicamos la ecuacién (13.13) por e~
integramos en el intervalo [—¢, ¢] para obtener

ikgma

¢ _ 00 e
/ f(z)e™ g = Z C’k/ e T e T da
—¢ -t

k=—o00

o0 ¢
=20Cy, + Z Ck/ e

k=—o0 —¢
k#ko

i(k—kg)mwa
- dx

pero notemos que para k # kg

L
= O’
—£

¢ —i(k—kg)mx E _i(k—kg)mx
e £ = —— ¢ [
iy l(k - ko)’l‘r

donde hemos usado la 2mi-periodicidad de la exponencial compleja, y por lo tanto
1 [f —ikgmé
Cro = — e ¢ d
o= g7 [ 1O
Ahora podemos regresar a los coeficientes reales. Primero, es claro que

1 Z
ag = 2Cy = Z/ f(z)dx
—t

Si n > 1 entonces:

y en consecuencia

an =2R(Cy,) = E/Z f(z)cos (?)dw
—¢

b, = —2Im(C,) = 2/2 f(x)sen (?)dm

Observemos que de las relaciones de ortogonalidad

¢
inte _ immaz 0 sin#m
/e t et dr= ]
20 sin=m

-2
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se deducen las correspondientes relaciones

e .
Ik sen(@) sen(mmp)dx _J0 Sf n#m
) 14 14 ¢ sin=m

COS(@)COS(—)dx = .
{ sin=m

mnx 0 sin#m
¢ L

sen(ﬂ) cos(w)dac =0 Vn,meN

j
)

Recapitulando, si f es expresable en serie de Fourier entonces

flz) = i [1 / é f(ﬁ)e“”wdﬁl et
20 ),

k=—o0

+

2 if(é)sen (mf) df] sen (”Z‘”)}

Aunque supusimos que f es continua, en realidad basta que sea integrable para que los coeficientes de Fourier
estén bien definidos. Dada una funcion f integrable en [—¢, ¢], definamos

a > nnx nnx
S¢(z) = 50 + Z an, cos(T) + b, sen(T),
n=1

donde los coeficientes se calculan como antes. En general, no se tiene que f(z) = Sy(z), Vo € [—4, (). Desde ya
para tener esta propiedad es necesario que f(¢) = f(—¥), esto es la 2¢-periodicidad de f.

Sin embargo se pueden demostrar las siguientes propiedades:

Sea

N
a T nwx
Sn(z) = ?0 + E CLnCOST +bnsen7
n=1

la serie de Fourier truncada al orden N para f : [-£,¢] — R.

¢
Propiedad 1. Si f es de cuadrado integrable ( [ f2(¢)dt < c0), y en particular si f es acotada, se tiene Sy — f
—

en media cuadratica:

¢
/[f(t) — Sy(®)]?dt -0 cuando N — oc.
Ze

Propiedad 2. Si f es derivable en [—/,¢], es decir continua en [—/,¢], derivable en | — ¢, ([, derivable a la
derecha en —/¢ y a la izquierda en ¢, entonces Sy converge puntualmente hacia f, salvo en los extremos 4/

cuando f(¢) # f(—¥), es decir
f@) = Si@) vael-b
Sy = S;(~0) = 5[(0) + F(-0)]
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Propiedad 3. Si f es derivable en [—¢,¢] y f(¢) = f(—¢) entonces f = Sy en [—¢, (]. Si ademas [’ es de cuadrado
integrable la convergencia de Sy hacia f es uniforme.

Corolario. Si f : R — R es 2¢-periodica de clase C! entonces f = Sy en R y Sy converge uniformemente hacia
I
Observaciéon 13.2.1. Dadas dos funciones f, g : [—¢,¢] — C definimos

v
(g = / | f@)gla)da

Notemos, que dada la definicién anterior, se cumple que

l
. f)p = / J@)f @y

¥/
- / F(@)2dz > 0.
i,

De esta forma tiene sentido definir

[fllez = A/ {Fs ez

' 1/2
( / |f<w>2dx]> .
",

En el caso de la exponencial compleja de la serie de Fourier

p 1/2
ikmax iknx —ikmx
Hek |lez = (/ e T e dm)
—¢
=V2

Luego, los coeficientes de Fourier (en su forma compleja) vienen dados por

1 ikra
Cy = o <f e ¢ >
e e N e

y por lo tanto, la descomposicion de f viene dada por

zknr:L
o0 ikmx
§ < € > et

1k7r:r
ez lle™ e e

Uc-frT

n=1

Ademas, se tiene que para k # j

ikmx ijra ¢ ikmx ijTE
<el,ef>:/eéefdx
02 ¢
¢ i(k—j)mx
:/ e ¢ dx
—L

:07

donde la dltima igualdad se obtiene gracias a la periodicidad de la funcién exponencial compleja.

Notemos la analogia con R™ al momento de descomponer un vector & en una base ortogonal {ej,...,e,}

7= En: <{f7 6k> €k
k=1

llexll Nexll
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donde la base cumple
(ex,ej) =0, Vk #j.

Asi, la serie de Fourier de f ,en forma compleja, se puede interpretar como una descomposicién en una base
ortogonal de la funcion exponencial.

Observacion importante

Sig:[—¢,¢ — R es una funcién impar, entonces:

V4
JECEE
ey,

g(x )dw+/g g9(— dw+/g( )dx

0
-/«

9(— )dx—i—/g /Z )dz =0
0

O\N L\o

luego:

(1) Si f es par entonces f( )sen(27t) es impar de donde b, =0, Vn > 1.

Luego Sy(x) = @ + Z Qi COS "
n=1

nnt

(2) Si f es impar entonces f(t)cos("7") es impar de donde a,, = 0, Vn > 1.

o0
Luego Sy(z) = ) by, sen “7E.
n=1

En el primer caso f admite un desarrollo en términos de s6lo cosenos, mientras que en el segundo aparecen sélo
Senos.

Ejemplo. Desarrollo en serie de Fourier de f(z) = x en [—m,7]. Como f es impar a, = 0 ¥n € N, de donde
S¢(x) = Y bnsennx y los coeficientes b, vienen dados por
n>1

™ T

1 1 1 2
bn:f/xsennx dx:f—fcosnm|iw+7/1—Cosnxdm:—f(—l)"
v T n ™ n n

2 -2
b1 =2,b — b by = —
1 y 02 = 3 = 3 4 )

Es decir

En particular, se deduce

lo que se puede escribir

Ejemplo. Serie de Fourier de f(z) = 22 en [~1,1]
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1
Como f es par entonces [ f(z)sennmadz = 0, lo que implica que b,, = 0.
-1

Luego Sy(z) = %4 + ) a, cos(nmz) donde

n=1

1

2

ag :/xde: 3
21

y
1
ay = /x2 cos(nmz)dz
—1
1
2
_ gsen(nmx) _ 7/xsen(mra:)dl‘
ni ., nm
21
2 ' 1
_ 22 | _zeosloma)| / cos(nma)
nmw nm -1 nr
21
es decir
an = ()2 [cos n + cos(—n7)] = ()2 (=1)"

En consecuencia

1 4 1 1 1 1
12 = 3 + 2|~ cos(mx) + 7 cos(2mx) — 9 cos(3mx) + 6 cos(4drx) — % cos(bmx) + ... .

Un corolario interesante de la formula anterior es

=i 2ty 1
3 n2 49 16 25 7
es decir
>
n:1n2_6'

13.3. Aplicacién a la resolucién de EDPs

El método de separaciéon de variables consiste en encontrar la solucién u de una EDP como superposiciéon de
soluciones elementales Uy de la ecuacion, es decir u = Y agUy. Los coeficientes ay se ajustan de manera que u
satisfaga las condiciones de borde y/o iniciales.

13.3.1. Ecuacién del calor en una barra finita: condiciones de borde de tipo Dirich-
let

Retomemos la ecuacion del calor para el caso de una barra finita:

(EC) Up = Qg t>0,0<a <
(CB) u(0,z) = f(x) 0<x <Y
(cn u(t,0) =u(t,€) =0 t>0

donde a > 0.
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<«
HN
L

Proponemos buscar soluciones elementales en variables separadas: U (¢, z) = T'(¢) X (x)

T'(t) X" (z) W _ X cte

EC) T'(t)X(z) = aT(z)X" = e)

(BC) TOX(@)=aT@X"0 = 5 = Fg #1000 |y 0 e
indep. de x indep. de t

Se obtienen de este modo las siguientes E.D.Os:
T(t) = aeM
X (z) = be"VMoT eV az
Luego
Ult,z) = a-eM[be™V AMew 4 cev A/aa”]

Notemos que la constante a puede ser absorbida en «y; es por eso que la podemos suprimir de la familia de
soluciones U (¢, x). Examinemos ahora la condicion de borde en x = 0

(CB) wu(t,0)=0 Vt>0
Evaluando, se obtiene b + ¢ = 0 equivalentemente ¢ = —b. Luego
U(t,z)="b- eVMaw _ o=/Maz| it
Analogamente a lo anterior, hemos absorbido en ay la constante b.
Incorporemos al analisis la otra condicion de borde (en x = /)
(CB) wu(t,t)=0 WVt

N al _ e~ Aol

Evaluando, se obtiene e , es decir

€2g / )\/aé — 1
Resolviendo

2V ol = 2kmi keZ

> Q>
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Finalmente, obtenemos

Ult,z) = [ 77 — e T o)e CF )™ = 9jgen %e*“(%)%

Donde la constante 2i es absorbida en «y,.

De esta forma, se obtiene que para cada k € Z se tiene la soluciéon elemental

k T
Uk(t, ) = sen (7) emaE)%

Nota: Como U_(t,z) = —Ui(t,x) basta considerar el conjunto de soluciones elementales tales Uy (t,x); k =
1,2,3,... (k€ N)

Cada funcién Uy, satisface (EC) y (CB), de modo que Y o, Uy (¢, ) también. Solo nos queda ajustar las constantes
ay, de manera de satisfacer (CI). Postulamos

oo
k‘ﬂx 70[(ki)2t
= E akseHTe €
k=1

Para ¢t = 0 se debe tener

> k
flz) = Qi sen %
k=1
por lo cual ay, corresponde al coeficiente de Fourier de la extension impar f D[4, —
= f(z) xz€]|0,/
i - [f@ zcpd
—f(z) xe[-40]
0
2
a = /f sen —dw— Z/f sen —dm
0

En conclusién
|2 e k k
= Z 7 / f(&)sen %gdf sen %e‘“(’%)zt
k=1 s

Notemos que u(t,z) — 0 cuando t — oo y que las frecuencias més altas decaen mas rapidamente.

13.3.2. Ecuacién del calor en una barra finita. Condiciones de borde de tipo Neu-
mann

Analicemos el ejemplo anterior con condicién de borde tipo Neumann:

(EC) Uy = QUggy t>00<z</
(CB) ugy(t,0) = ug(t,£)=0 t>0
(CI) w(0,2) = f(x) O<a <t
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| borde aislado, flujo de calor 0

/

T

HN
-,

=

~

Soluciones elementales: Se obtienen de la misma forma que en el caso anterior

Ut,z) = T()X (@) = ... = M [aeVMow 4 be‘\/Wx}

(CB) ug(t,0)=0 Vt>0

Evaluando en z = 0 se obtiene a\/j — b\ﬁ =0, lo que equivale a A = 0 o bien a = b.
En el primer caso U, = cte = 1, y en el segundo se tiene:

EY _Jx
Uz, t) =a-eM {e\/:ere ot
Como se ha hecho en casos anteriores absorbemos a en «j. Veamos ahora qué pasa con la condicién en x = £

(CB) Uy(t,0)=0 Vt>0

) P
Val |

de donde A = 0 (ya visto) o bien eV&l = e=V2! Desarrollando esto ltimo llegamos a

2
)\:_a<lmr) ke Z

Evaluando en z = ¢ se obtiene

14

Encontramos asi, dado k € Z, la solucién elemental asociada a ese k que se escribe

Uk(t>$) = [ek;{ix +e_ k;’”x] _a(kTﬂ)zt = COS Lgxe_a(k%)Qt,

donde el factor 2 producido por el coseno es absorbido en forma clasica.
Aplicando el principio de superposicion podemos concluir que

T) = Zak cos ]m;fme_o‘(%ﬂ)zt /f 7(1{ kgx —a(kz)2
k=1

Para esto altimo hubo que extender f de forma par sobre [—£, ¢].
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13.3.3. Ecuacion del calor en barra finita. Condiciones mixtas

Veamos la ecuacion del calor en el caso con condiciones mixtas, es decir Dirichlet en un extremo y Neumann en
el otro:

(EC) Uy = QUze t>0,0<2<l
(CI) u(0,z) = f(x) O<z</{
(CB) w(t,0) = 0 t>0 temperatura fija
ug(t,€) = —Pu(t,f) t>0 extremo semi-aislado

u =0
extremo semi aislado
] =20
radiacion de calor
proporcional al salto
de temperatura
z =0

Como antes se obtiene U(t,z) = e |aeVN % 4 be™V VM} y la (CB) u(t,0) =0 ¢ > 0 implica a+b =0 de

modo que nos reducimos a
U(t,;t) _ e)\t[ey/)\/ax . 67\/)\/04:1:]

La (CB) en el extremo semi-abierto se escribe

\/X{e Mat 4 o=/Aat]| _ _me./x/ae_e— ,\/az]
@

Supongamos que A < 0 (ya que es el Gnico caso interesante de analizar, pues los otros casos entregan soluciones

triviales) y definamos iy = \/g . Tras el desarrollo correspondiente de las exponenciales se llega a
24 cos ul = —PBrisen pl
o equivalentemente, tomando y = puf.

cosy = —fseny

IS

o bien

_¥ tany
s
Esta ecuacion trascendente entrega una familia de soluciones numerables, digamos {y; };io la cual se puede

encontrar mediante métodos numéricos. Estas se pueden representar como las intersecciones de los graficos de

las funciones —% con tany (lo que se puede apreciar en el siguiente grafico).

GRAFICO

Como yy # km, los coeficientes ay no corresponden a los coeficientes de Fourier clésicos, pero para encontrarlos
se razona de manera anéloga. En efecto

u(t,z) = ZakUk(t,a:) Vi>0, 0<z</?
k=0
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en particular

u(0,2) = f(z) = Y oxUs(0,2)
k=0

con

Uk) (t’ x) — eyi/l2at [eyk/fx _ e—yk/£$:|

Asi
o0
Zak {eyk/h _ e—yk/h}
k=0

Como % =, /2 Ak ge tiene yy € C, y el problema se reduce a encontrar los coeficientes oy, de modo que

k
E o sen ——

/
k=0

Ahora, multiplicando por sen % e integrando sobre [0, ¢] (donde supondremos que el intercambio de la sumatoria
con la integral es valido) se obtiene

/f sen =— J dzx Z/ aksenﬂsen—dac

Ahora notemos que

¢
/Oseny%sen 7 =0 Vk#j

y por lo tanto

¢ ¢
/ F(z)sen X0 gy = Oéj/ sen? %% gy
0 t 0 t

C—

f(z)sen ¥=dx

O[j = 7
[ sen? L dx
0
Demostracion.
Sea k # j; entonces se tiene que
‘ z L
/ YT YT sen(ye —y;) 5 sen(ye +95)7
sen —— sen =—dxr = —
J ¢ 20ye —yi)/t 20k +y5)/L |
_ ¢t [sen Yr —y5)  sen(yy + y])}
21w~y Yk +y;
14 [sen Y COSY; — COSYp SENY;  Sen Yy COS Y, + COS Y Sen y; ]
2 Yk — Yj Yk + Yj
1 {yk COS Yk COSY;j — Y; COS YR COSY,; Yk COS Yk COSY;j + Y, COS Y COS y]}
B Yk — Yj Yk + Yj

1
S
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u=f(z) ¢ z

Figura 13.2: Dominio semi-infinito para la ecuacion de Laplace

13.3.4. Ecuacién de Laplace en banda semi-infinita.

En esta seccién consideramos la ecuaciéon de Laplace

(EC) 0 = Upgtuy y>0, 0<z</{
(CB) u(0,y) = ull,y)=0 y>0

u(z,0) = f(z) O<z<{

u(z,00) = 0 O0<z</

en una regiéon como se muestra a continuacion Soluciones elementales: Las suponemos en variables separadas
U(z,y) = X ()Y (y)
Se tiene X" (2)Y (y) + X ()Y (y)” = 0. Dividiendo por XY se obtiene
X// YI/

X :77:A:Ct€.

Esto nos conduce a dos E.D.O’s, una para X y otra para Y que resolvemos para llegar a

X(z) = aeV>™ + beVA®
Y (y) = ceV=N + deV v

Utilizando la condiciéon de borde
U(0,y) =0 Wy
obtenemos a + b = 0, de donde
X(x) = VAT _ o=V
Por otro lado
Ult,y)=0 Wy

VAL = VA 2V = 1. De esto tltimo se desprende que

Evaluando se tiene e que resulta equivalente a e

N =2%kmi keZ

- k)
B 4
Podemos entonces reescribir las expresiones de X (z) y de Y (y), modulo una constante

X(z) = sen 272
Y(y) = c-e'TV4d-e ' TY

Asi
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Figura 13.3: Cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro libre

De la condicién
U(z,00) =0
se desprende que ¢ = 0, pues de otro modo la solucion diverge, cosa que no es aceptable desde el punto de vista

de la fisica. Tenemos que Vk € Z

Up(z,y) = e~ 7 sen k%x

Luego, en virtud del principio de superposicion, la solucién tiene la forma

—kny  kmT
u(m,y):Zake T sen—

(oo}
Ahora bien u(z,0) = f(z) = 3 agsen ¥2% 1o que nos permite expresar los coeficientes ay, como
k=1

Z k
=7 [ H@sen i
0

Finalmente, obtenemos una férmula explicita para la solucién

N\M

u(z, /f d{ e*k”y/esenkL;

Ejercicio. Resolver la ecuacién de ondas de una cuerda de largo ¢ con un extremo fijo y el otro libre.

13.3.5. Oscilaciones en una membrana rectangular

Consideremos una membrana rectangular. Como se vio en la seccion 12.3.1 la ecuacion que modela esta situacion
es

(EO) upr = 7 (Ugy + Uyy) en R C R
(CB) u=0 sobre OR
(CI)  w(0,z,y) = f(z,y) en R

ue(0,2,y) = g(x,y) en R
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donde la region viene dada por R = [0, a] x [0, b].

Como antes, separamos variables: U(t,z,y) = T(t) X (2)Y (y). Reemplazando, llegamos a
T'XY =~¥*[TX"Y + TXY"].

Dividiendo por XY T se obtiene

T// X// Yl/
== Q{XJFY] O<zr<a,0<y<bteRy

Como la igualdad anterior es cierta para cualquier valor que tomen las variables z,y y ¢, se tiene:

T//
T = o
X//
x - &
Y//
v =

donde Ky, K7 y K>, constantes, para las cuales ademas se satisface la relacion Ky = '}/2(K1 + K>).

Escribimos las soluciones de las E.D.O’s correspondientes

T(t) = ape¥Eol + bye™ VEo!
X(x) = alemz + blef‘/Kiw
Y(y) = azemy + er—\/Kiy

Impongamos las condiciones de borde

u(t,0,y) =0 Vt>0,Vy € [0,b]
Evaluando obtenemos a; 4+ b; = 0. Por otra parte

u(t,a,y) =0 Vt>0,Yy € [0,
Luego, podemos escribir eVEia — e_m“, que equivale a

24/ Kla:2k17ri, kheZ

1 2
K, = — (ﬂ)
a

Desarrollando ésto ultimo obtenemos
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Llegamos a una expresion para X

k
X (x) = sen <(117Tz> ki€ Z

Analogamente, utilizando las condiciones

CB:u(t,z,0) = 0 Vt>0,Yze]|0,a
u(t,z,b) = 0 Vt>0,Vx € [0,a]

obtenemos una expresion para Y

Y (y) = sen (Ty) ko € 2

Ko =7*(K1 + K3) = —+*n* [(%)2 + (%)2]

Podemos con esto escribir una solucién elemental. En este caso queda parametrizada por ki v ko.

Se tiene ademés

k17TZL' kgﬂ'y
[k by SEN W, oot + By ko COS W, ko ]

b

EB\° [k \?
Wkiky = VT ; + F

Aplicando el principio de superposicion, escribimos la solucion general

Uk, k., = sen

donde

> ]ﬂl’ﬂ'.’b k27Ty
u(t,xz,y) = E sen —— sen —= [k, ky SEN W, iyt + By ke COS Wy ko U]
k}l,kzzl

Los coeficientes ok, ky ¥ Bryks S€ ajustan de modo de reproducir las condiciones iniciales (CI):

kimx ko

kik2

De este modo

a

b
4 k k
Briks = —//f(:ay)sen 172 sen 27rydydx
00

ab a b

Para la otra condicién

kimx komy
u(0,2,y) = Z Oty oy Why kp SCTL— = S€N — = = 9(x,y)
K1ko

Y el coeficiente ay,k, queda entonces determinado por

a b
4 k k
Ak by = //g(x,y) sen e sen 27Tydydx
abwy, k., a b
0
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)
b u=0
u=20 u =T = cte
N\
u=0 a X

Figura 13.4: Dominio rectangular para la ecuacién de Laplace

13.3.6. Ecuacion de Laplace en un rectangulo

Analicemos ahora el caso de una membrana rectangular en régimen estacionario, es decir

(L) Upp+uyy, = 0 0<z<a,0<y<bd
(CB) wu(z,0) = wu(z,b)=0 0<z<a
u(0,y) = 0 O<y<b
u(a,y) = T 0<y<b,
donde T es una constante.
Separando variables se obtiene YTH = —)g(// = )\ = cte. Esto conduce a dos EDO’s cuyas soluciones son

Y = aeYM  be~VAz
X = ceVA 4 de—V A

donde a, b, ¢ y d son constantes a determinar. Imponemos la condicion de borde u(z,0) = 0, la cual nos entrega
a+ b= 0. Luego

Y(y)=a (eﬁy - e*ﬁy)
Utilizando ahora u(0,y) = 0, se obtiene ¢ + d = 0, con lo que se concluye que

X(z)=c (e‘ﬁ)‘w — eﬁx)

Ocupando u(z,b) = 0, se tiene que 2V — 1, lo que nos lleva a una ecuacién para A

Vb = 2ki
(5
b

k
Y (y) = 2aisen %

Asi, se encuentra que

k
X (x) = 2¢senh %
Luego, escribimos la solucion elemental

k k
Uy (z,y) = senh % sen %
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Aplicando el principio de superposicion

S k k
u(z,y) = Z ay senh %x sen %y
k=1

Luego, para calcular las constantes «, definimos T' mediante

T T O<y<bd
-T —-b<y<o,

es decir,j es la extension impar de la funcion que vale la constante T sobre el intervalo (0,b). Notar que el
valor de T" en 0 no es relevante.

Gracias a la condicién de borde

S k k
u(a,y) =T = Zak senh% sen %,
k=1
el coeficiente de Fourier oy, viene dado por
k 2T / k 2T
Qg senh% = [ sen %d = H[l —(-1)"
0
Finalmente obtenemos
> 4T Y
= h((k—1)— 2k —1)—=
u@y) =3 (2k — 1)msenh[(2k — D)ma/0)] (( )7 ) sen (< )5 )

k=1

13.3.7. Ecuacion de ondas. Cuerda finita.

Las oscilaciones de una cuerda elastica vienen descritas por la ecuaciéon

Ut — QPUgy =0 O<z<t, t>0
u(t,0) =u(t,¢) =0 t>0
u(0,z) = f(x) O<z<? (EO)
ut(0,2) = g(z) O<z<?

T// X//
? = 0627 =cte =\
De este modo, una vez mas aparecen dos E.D.O’s
T" = \T
X"=2%X

cuyas respectivas soluciones son

T(t) = aeV™ + be= VM
X(z) = ceVAz/a 4 ge=Via/a
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Imponiendo las condiciones de borde

u(t,0) =0=X(0)=0=c+d=0.
u(t, ?) :0:>X(€):0:>eﬁe/a—e_’\e/°‘:0:62\5@/0‘:1

De donde

WMo =2%kri ke Z

ﬁ:alzmkez

Escribimos la solucién elemental

ak7rt7, _ ak-rrtz akrxi _ akrnxzi
Ur(t,a) = [ + be ]~c~[e o —e

2isen(kz’)

Reemplazando y absorbiendo constantes, llegamos a

knt - knt k
Up(t,a) = dcos 220 4 psen 2570 | gen 1T , keN
¢ ¢ L
Por el principio de superposicion
- kmt, k
u(t, x) Zakcos —|—b;€ a;}sen$

=1
es solucién de la ecuacion.

Tenemos dos familias de constantes que determinar: a; y bg. Para las primeras utilizamos la condicién inicial

sobre u
o0
kmx

u(0,z) = f(z) = ay sen ——
k=1 ¢

¢
/ ) sen kﬂ-—xdx
0

que corresponde al coeficiente de Fourier de la extension impar de f(z).

y obtenemos

\’\\l\)

Para encontrar by debemos imponemos la condicién sobre wuy:

ui(0,2) = g(x)

lo que equivale a
o0

Z b okm senlm—x
o ¢
k=1

akﬂ)

De esta relacion observamos que (bk debe ser el coeficiente de Fourier de la extension impar de g, y

deducimos que

‘
k
k:T/g senﬂdx
0
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Capitulo 14

La transformada de Fourier

14.1. Definicién y el teorema de inversiéon

Sea f: R — R una funcién continua. Es posible demostrar que en este caso, dado ¢ > 0, se tiene que para todo

€ [—¢, 1]
)= i 3 Gt = 3 e

k=—o0

donde
1/t _jkme
c,czf/ FO)e " de, Cpec.
20 J_,

i, Qué ocurre cuando £ — 4007

Reescribamos lo anterior de la siguiente manera

f(x)= ze/f N Edy  ae [~ 1)

k=—o0

Definimos

Gou(s /f )e ==V dy.

De esta forma, f se escribe

@)= 3 0(0)7
217rk°° g“(kz){(kﬂ)ﬁ kg

Esta ultima expresién puede verse como la suma de Riemann de la funcién g, ¢ sobre (—oo,c0) con un paso
A = F. Es claro que si £ — oo entonces el paso de la particion A = 7 tiende a cero y que

9u.0(8) = gu(s /f )e = v)sdy.

Bajo ciertas condiciones se puede argumentar entonces que las sumas de Riemann de g, o convergen a la integral
[ g(s) ds. De este modo deducimos que

1

flx) = %/_OO 9z(s)ds donde g.(s / f(y)et®=sqdy (14.1)

183
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Observacion 14.1.1. Lo anterior no se hizo rigurosamente pues las sumas de Riemann corresponden a funciones
que dependen de [ y no a una funcién fija, sin embargo, dado que g,; — g, cuando | — oo, este “paso al
limite” si se puede justificar de manera rigurosa.

Asi, tenemos que:
1 oo o0 .
- i(z—y)s
f@ =5 [ [ swetraas

= % _Z eis [/_O; f(y)e_iysdy] ds

1 R 1 e .
- s | _ — —1ysd d 14.2
m/_me {m/_mﬂy)e b ds (142)
Definicion 14.1.2. Sea f: R — C una funcion integrable (i.e [~ _|f(y)|dy < 00).

[e.°]

Se define la Transformada de Fourier de la funcion f como

ffR—=C
(14.3)

£ 1 > —iys
s fls) = m/oo Fly)evdy

Notacion. T'f(s), f(s), Ff(s)
Motivados por la formula (14.2) definimos lo que denominamos la antitransformada de una funciéon g como sigue

Definicion 14.1.3. Sea g: R — C una funcion integrable

Se define as? la Antitransformada de Fourier de g como
g R—C

x— g(z) = L /00 g(s)e'™ds (14.4)

Notacion. T 1g(z), g(z), Flg(x)

Teorema 14.1.4 (de inversiéon). Sea f: R — C una funcion integrable (y por lo tanto posee transformada de

Fourier) y supongamos ademds que Tf = f: R — C es integrable. Entonces se tiene que si f es continua:

flz) = T7Y(TF)(2) = (=)

fo)= o= [ | [ rweeayas (14.5)

Corolario 14.1.5. Si f,g: R — C son continuas e integrables, y f = g, entonces f = g.

es decir

Observaciéon. T y T~! son lineales. Esto se desprende directamente de la linealidad de la integral.

14.2. Propiedades fundamentales

14.2.1. La transformada de una derivada

Proposicion 14.2.1. Sea f: R — C una funcidn integrable con derivada f': R — C también integrable (o sea
I vy f' poseen transformada de Fourier). Entonces

fr(s) = isf(s) (14.6)
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Proposicion 14.2.2. Sea f: R — C una funcion integrable, k veces derivable, tal que f*): R — C también es
integrable, es decir f, f', f",...., f*) poseen transformada de Fourier. Entonces

FB@)(s) = (is)" 1)
Ejemplo 14.2.3 (Resolucion de una EDO). Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria:
3y + 2y +y = f(z), (14.7)
donde f(x) es una funcion conocida.
Aplicamos transformada de Fourier
3y" +2y + 7= f(s)
(=3s% 4 2is + 1)ji(s) = f(s)

y concluimos que

e
—3s2+2is+1
Aplicando antitransformada

_ f(s)
=7
(—352 + 2is + 1)
— 1 /OO eism f(S) s
Vor J_o —3s2 4+ 2is+1

Para una funcion f = f(z) particular se hace el calculo explicito de esta integral cuando sea posible.

(14.8)

Observacion 14.2.4. Notar que de la teoria de EDOs lineales sabemos que el espacio de las soluciones de
(14.7) es de dimensidon 2. En otras palabras, en la solucion (14.8) faltan dos constantes libres. ;Puede explicar
esto?

14.2.2. FEl teorema de convolucion

Definicion 14.2.5. Dadas f,g integrables, definimos el producto de convolucion de f y g mediante

o= [ " o — ygly)dy = / " gl — ) f(y)dy

— 00

Teorema 14.2.6 (de convolucion). Sean f,g: R — C funciones integrables. Entonces se cumple que
Fxg(s) = f(s)g(s)V2r (14.9)

o bien en forma inversa

T (F(s)a() @) = (f *0)(w) 7= (14.10)
Demostracion.
Fea) = / T e x g)(y)dy
1

-+ /_ i e—isy /_ O; Fly — &)g(€)dedy
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Aplicando el teorema de Fubini para intercambiar el orden de integraciéon se obtiene

—

Frats) = o= [ ealo) [ et - ayae

V27 f(s)

= V21 f(s)j(s)

14.2.3. Propiedades de la transformada de Fourier

» Linealidad

= Crecimiento en espacio

» Crecimiento en frecuencia

= Modulacion

(e cosCuwoz) () = 51f(s = wo) + (s + o)
(e senue)(s) = o (s +w0) = (s — wo)]

= Cambio de escala

= Inversion del espacio (o del tiempo)

= Convolucion

» Derivacion

de esto ultimo se deduce que

14.3. Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplo 14.3.1. Calcular la transformada de Fourier de

2

flz)=e*
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Tenemos que f(x) es integrable mas ain ffooo f(z)dz = /7 y es una funcion positiva. Por definicion

2

f(s) = \/%[ e " e S dy

1 e isy2_ s2
= —/ e @3 Ty
V2T J oo
e / e
V2T J oo
Llamemos I a la integral I = ffooo e@+%)°dz. Para calcularla consideremos el siguiente camino (ver figura 14.1)

y la funciéon definida en el plano complejo f(z) = e™*
holomorfas. Entonces

e~ @) gy,

2 . e, .
la cual es holomorfa por ser composicion de funciones

4
2 2
0:7{ e *dz= E / e % dz.
Cr i=17/C%k

iR
Ck i3
~R+i$ i 2 R+i3
Ch Ch
C
-R R R

—

Figura 14.1: Camino de integraciéon para calcular e—**

Para cada uno de los segmentos de este camino tenemos:

1.
2 —R csh\2
/ e % dz :/ e~ @+i3)" gy
el R
R 2
= f/ e~ (@Hi5)" gy
-R
2.
2 0 R+1 2
/ e dz=/ e~ (FRAW) gy
C% 3
= —z’/§ e_(_R+iy)2dy
0
3.
2 R 2
/ e ? dz:/ e " dx
3 R
4.
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Notemos que

s

/ e_z2dz —|—/ e_zgdz = z’/i e—(R+iy)2 _ e—(—R+iy)2dy
Cc? c4 0

R R
5 ) .
— e ® / ey’ {eﬂzRy — elzRy] dy
0

. 3
=2¢ F° / eV’ sen(2Ry)dy.
0

Esta dltima igualdad implica que

2 2
‘/ e ” dz+/ e ? dz
Ch Ch

Tomando limite cuando R — oo en fCR e=*"dz se deduce que
oo isn2 o0 2
—/ e~ (@+3) dac—f—/ e dr=0
— 00 — 00

o i5\2 o0 2
I :/ e~ (3 gy :/ e " dr = /.
-0

—00

s

2
< 2e—F’ / eyzdy Bzoo g,
0

y por lo tanto

En consecuencia

52

N e 1 1 2
f(s)zmlzﬁe .

Proposicion 14.3.2. Sia € R\ {0} y g(z) = f(azx) entonces

) (14.11)

Demostracion.

Haciendo el cambio de variables y = ax

—is¥ 1
e af(y);dy

NajY

O

I
5~
3
I
g 3

| 2= =l
5%
B
| .

e e e f(y)dy sia>0
FeTafly)dy sia<0

—

_ f(i) sia>0
B %f(g) sia<0
=

B Observaciéon. Tomando a = % y f(z) = e~ tenemos

M)

x

g(@) = flaz) = e %7
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y luego

Algunas transformadas de Fourier se resumen en la tabla 14.3.

f(z) f(x)
1 e x>0 11
0 z2<0 V2m 14is

—alz| 2__a
2 e ,a>0 \/:a2+s2

2
_ 1 _ s
3 e:“,a>0 \ﬁleme
us —al|s
i a>0 \656

5| J=k lel<a e
0 Jz|>a To®

Cuadro 14.1: Algunas transformadas de Fourier

14.4. Aplicacién a la resolucién de EDPs

La transformada de Fourier es utilizable para ecuaciones en que una o més variables se mueven sobre dominios
infinitos como R o [0, 00). Ilustremos el método a través de algunos ejemplos.

14.4.1. Ecuacion del calor en una barra infinita

Consideremos la ecuacion del calor en una barra infinita

(EC) Uy = QUgy t>0,—c0<z<00
(cI u(0,z) = f(x) —o00o<x <00
(CB) i lu(t,z)|de <oco  t>0

o0
La condicion [ |f(z)|dz < oo tiene una doble finalidad. Por un lado nos garantiza que u(t, -) posee transformada
— 00
de Fourier, pero también dice que “u(t, —oco) = u(t, 00) = 07, es decir, sirve como condicion de borde en infinito.
Aplicando T'F en la variable x a la ecuacion EC' se obtiene

2

Ur = QUgy = —S-0U

Ahora bien
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de modo que

gﬂ(t, s) = —s2adi(t, s).

ot

Esto conduce a
u(t,s) = u(0, 8)6_52"‘t = f(s)e‘szat

y de aqui

1 7 . ~
u(t,z) = T / e”se’szo‘tf(s)ds.

Usando la férmula de la convoluciéon y le hecho que T‘l(e‘szo‘t) = \/%6_362/ 4ot deducimos que

Definamos

que se conoce como la funcion de Green de la ecuacion (EC). Vemos entonces que

oo

ult, z) = / Gtz — ) f(y)dy.

Ejercicio. Probar u(t,z) = 5= ? ? F(€) cos(s(€ — x))e = *tdeds

Interpretacion: Notemos que
0 siz>0
lim G(t,z) = { b

t—0+ +oo siz =0
iPareciera que G(0, ) esta mal definido !

Sin embargo, observemos que

oo

/ G(t,x)de =1 Vt>0.

Asi G(0, ) puede interpretarse como la funcion §(-) de Dirac. Notemos ademés que:

oG _ et/ 1
ot \Arat |4at? 2t

67m2/4at 22
- 2atv4Arat [215 a a}
oG z e~ /dat
ox " 2at /Aral
N F
2at o Ot

0%x 2atvV4Amat
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de modo tal que G(¢,x) puede interpretarse como la solucion de

(EC) U = QUgy
(CI) u(0,2) = d(x)

Asimismo vy (x,t) = G(t,z — y) f(y) puede verse como soluciéon de

(EC) U = Qlgg
€1 u0z) = @=-y)f(y)

oo
es decir [ f(y)G(t,x — y)dy es solucion de

(EC)  w = s
€D uo) = /Oof(wé(x—y)dy:f(x)
Formalmente: B
1) Q/f txy)dy]of(y)%f dy—a/f AT

8$2/f —y)dy

(2) hm/f G(t,z —y)dy = f(x).

t—0

Lo que verifica (EC) y (CI).

14.4.2. FEcuacion del calor en una barra semi-infinita. Condicion en el extremo de
tipo Dirichlet

Consideremos ahora el siguiente problema:
Ut = QUzy t>0,2>0
u(0,2) = f(z) >0 (14.12)
u(t,0) =0 t>0

Para resolver este problema es ttil la nocion de extension par de una funcion w : [0, 00) — IR (que por simplicidad
seguimos denotando por w : R — R)

w(z) = {w(x) x>0

—w(—z) =<0

Notar w es continua en R si y solo si w es continua en [0,00) y w(0) = 0.

Supongamos que u es solucion de (14.12) y definamos v como la extension impar de u con respecto a la variable
x, es decir

v(t,z) =

{u(t,x) x>0

—u(t,—z) <0
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La funcién v(t, ) satisface

Vt = QUgy

v(0,z) = f(x).

Por otro lado, si resolvemos la ecuacién para v y encontramos una soluciéon impar, como las soluciones de esta
ecuacion son continuas se tiene v(¢,0) = 0, V¢ > 0 y en consecuencia restringiendo v a [0,00) obtenemos la
solucién del problema original.

Notemos que f es impar de modo que

o

o) 0
7 —18 . 1 e*is _ _ e*is
fs) = / F(©)e Eds—m[o/ ) fd£+/ F(—€)edg]

5~
3

[ee) 0
- / F(€)e " de + / F(&)eSde]
0 o0

™

o~ 3

= = o e
—_——

0 —2isen(sf)

- ;;; 0/ F(€) sen(s€)dg

Reemplazando se obtiene
0o A L 1 0o . . oo
o(t,z) = ST M f(S)ds = — [ e eI [ f(€)isen(s€)dE]ds

J e

F(€) sen(s€)[—i cos sz + sen(sz)]e ™ *dsd¢

SR

> —3 Q‘ .

(&) sen(s€) sen(sx)e‘s2°‘tdsdf

I
EREN)
0\8 ‘
St g —

y notemos finalmente que v es impar con respecto a la variable z.

14.4.3. Ecuacion del calor en una barra semi-infinita. Condicién de Neumann

El problema es analogo al anterior, excepto por la condicién de borde:

Ut = AUz, t>0,2>0
u(0,2) = f(z) x>0
ou

5y (t0) =0 t>0

(14.13)

Para tratar este problema conviene utilizar la nocién de extension par de una funciéon w : [0,00) — R, que
denotamos por w : R — R

_ {w(x) x>0

w(—z) z<0.
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w resulta ser continua si y s6lo si w es continua. Ademas w es derivable en 0 si y s6lo w es derivable en 0
(utilizando la definicién de derivada con limite lateral) y % =0.

Si u es solucion de (14.13) y se define v(¢, z) como

ot 7) = {v(t,x) x>0

v(t,—z) =<0
entonces v(t, x) satisface

Vg = OUgg t>0,—oc0o< <00

v(0,7) = f(z) —oo <z <o

Por otro lado, si resolvemos la ecuacién para v y encontramos que v es par, derivable y que %(t, 0) = 0, entonces
tenemos la solucion de (14.13) (restringiendo v a [0, 00)).

Ejercicio. Probar que

o(t,z) =

SIS

//f(f) cos(s¢) cos(sz)e ™ “dsde.
00

14.4.4. Problema de Dirichlet en un semiplano

En esta seccién consideramos el problema

U'pr+uyy:0 y>0,—c0o< <o
u(z,0) = f(r) —oco<z<o0 (14.14)
u(z,00) =0 —00< T < 00

Aplicando T'F en la variable x se obtiene
Uy + Uyy =0

y por lo tanto

Usando las condiciones de borde

a(s,0) = f(s)=al(s) + b(s) A )
R B a(s) =0 s>0 = a(s,y) = f(s)e Y
i(s,00) = 0= bs)=0 s<0

de donde

17 .
u(z,y) = 7\/% / e””se_y(s)f(s)ds

Usando el Teorema de la convolucién y el hecho que A(e=*I¥) = \/g y2+¢z2 resulta

oo

_ L [ R A R B N Y
u(xay)_m/f(x Z)\/;yQ_’_szZ— / ’7Ty2+22 (x Z)dZ

— 00



194 CAPITULO 14. LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definamos

a2l v
Sy a2’

G(z,y)

que se le llama funcion de Green de asociada al problema del semiplano.

Resulta -
u(ey) = [G(y) * f](x) = / f(& = 2)G(z,y)dz = / F(2)G (& — 2. y)dz (14.15)

Ejercicio. Probar que

0 x#£0
1) lim G(z,y) =
) lim (z,y) {ﬂo 0

2) 7 G(z,y)dz = 1

PG PG

522 "o 0

3)

Interpretar G como solucion de (14.14) con condicién de borde u(x,y) = 6(z), e interpretar formula (14.15).



Capitulo 15

Topicos adicionales en EDPs

15.1. Propiedad de la media para funciones armoénicas

Consideremos un conjunto abierto Q@ C R™ y u: 2 — R una funcién armonica en €2, es decir
ueC*Q), Au=0 enQ.
Dado un punto p € 2 la bola
Br(p) ={z € R": |z —p| < R}
esté contenida en € si R > 0 es suficientemente pequeno.

Definamos la funcién

1
r)=—— u(z) dA(x), rel0,R
£(r) /BB,@ (r)dA(z),  re[0,R)

oy

donde o, es el area del manto de la esfera de radio 1 en R™ y a,,v”~ ! corresponde al area del manto de la esfera
de radio r. La cantidad f(r) es el promedio de la funcién u sobre la esfera con centro p y radio 7.

Nuestro objetivo es calcular la derivada de f, y para tal efecto conviene introducir un cambio de variables

1
flr)= 7/ w(p + ry) dA(y).
)= gt [, o 1 024G
Entonces
df d 1
= (r)= —— dA
= -~ /6 o) u(p +ry) dA(y)
1 d
= — —u(p+ry) dA(y
an Jop o) dr ( ) dA(y)
1
=— Vu(p +ry) -y dA(y)
An JoB,(0)
1
= — Vu(p+ry) - ndA(y)
Qn JoB,(0)

ya que sobre la superficie B;(0) se tiene 7(y) = y. Por lo tanto, cambiando de variables nuevamente

T = | %4
dr )

195
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ya que u es armonica. Luego f es constante y para averiguar cudl es esta constante observemos que

1

ayrn—1

[f(r) = u(p)| =

| tute) - u(p) data)
aBr(p)
< méx |u(z) —u(p)| — 0 cuando r — 0,
x€B(p)
debido a la continuidad de u.
Hemos probado asi

Teorema 15.1.1. Sea Q C R™ un conjunto abierto y u:  — R una funcidn armdnica. Entonces sip € Q y
Br(p) C Q se tiene

1
u(p) = — / udA, VY0<r <R,
ant™ ™ Jop, ()
Y
u(p) = r / udV, Y0<r<R.
onr™ Br(p)

La segunda igualdad se deduce de multiplicar la primera por r"~! e integrar. Observemos que la primera de

estas formulas dice que si u es armonica entonces u(p) es igual al promedio de u sobre la esfera 0B, (p) y la
segunda afirma que u(p) es igual al promedio de u sobre la bola B,.(p).

15.2. Principio del maximo para funciones armoénicas

Teorema 15.2.1. Sea Q2 C R™ un conjunto abierto, conexo y sea u: Q0 — R una funcion armdnica no constante.
Entonces u no alcanza su mdzimo ni su minimo en Q.

Demostracion. Supongamos que u alcanza su maximo en €2, es decir, que existe xg €  tal que
u(z) <wulxg) Vo e Q.

Consideremos R > 0 tal que Bgr(xg) C 2. Entonces para todo 0 < r < R por la féormula de la media deducimos

que
1

0= I
(a7 ol

/ (u(zo) — u(z)) dA(z).
9B, (x0)

Pero por hipotesis u(zg) — u(x) > 0 para todo z € 9B, (x) por lo que u(xg) — u(zr) = 0 para todo = € IB,(xo)
(si u(xo) — u(z) > 0 para algin punto x € 9B, (z¢) la integral resultaria positiva.)

Esto muestra que u(z) = u(zo) para todo x € Bgr(zo). Veamos ahora que u(z) = u(zg) para todo z € Q.
Recordemos que dado T € €2 como 2 es conexo existe un camino < continuo que une xy con T y que esta
contenido en ). Utilizando el hecho que 2 es abierto y el camino v es compacto se puede encontrar una
secuencia finita de puntos z1, xa, 23,...,Z, = T en vy R > 0, tales que las bolas Br(xg) & = 0,1,...,m
estan contenidas en Q y xp41 € Br(xy) para k= 0,1,...,m — 1. Hemos probado que u(z) = u(xg) para todo
x € Bp,(zo) y luego u(x1) = u(zo) = méxq u. Repitiendo el argumento anterior se encuentra que u(x) = u(x)
para todo « € Br(x1), y por induccion se prueba que w(Z) = u(xg). Luego u es constante en 2, lo cual es una
contradiccion.

Mediante una demostracion analoga se prueba que uw no puede alcanzar su minimo en ). O

Corolario 15.2.2. Supongamos que Q@ C R"™ es abierto, conexo y acotado y que u : Q — R es continua y
armonica en ). Entonces

MAax u = MAaxuy
Q Q

min v = min u.
Q

Recordemos que € denota la adherencia de .
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Demostracion. Bajo las hipotesis de este corolario, el maximo de u se alcanza en algin punto xo € €. Si zg €
por el teorema anterior u es constante y (15.2) es cierto. Si zg € 092 vemos que (15.2) también vale. O

El teorema 15.2.1 es més fuerte que el corolario 15.2.2, ya que mientras este ultimo resultado dice que si u es
armonica entonces u siempre alcanza un maximo en 2, el teorema afirma que si el maximo se llegara a alcanzar
dentro de € entonces w seria constante. Por este motivo al primero de estos resultados se le llama el principio
del maximo fuerte, mientras que al segundo se le dice principio del maximo débil.

15.3. Principio del maximo para la ecuaciéon del calor

Consideramos la ecuacion del calor en una region 2 C R"™ abierta y acotada. En realidad, la regiéon donde se
plantea la ecuacion del calor es
Qr =(0,T) x Q,

donde T > 0.

Supondremos que u = u(t,z) esta definida para (t,2) € Q1 y que u es una funcién continua en Q, y C?(Qr).
Diremos que u satisface la ecuacion del calor si

w(t, ) = Au(t,z) Y(t,z) € Qr =(0,T) x Q. (15.1)

Definamos
I'r = ({0} x Q) U ([0,T] x 99).

Intuitivamente Q1 es un cilindro no uniforme con base igual a Q2 y altura T, y I'r es una parte de la frontera
de Q1 que corresponde a la base y el manto lateral (sin incluir la “tapa” superior).

Teorema 15.3.1. Sea u : Qp — R una funcion continua tal que u € C*(Qr) que satisface la ecuacion del
calor (15.1) en Qr. Entonces

MAX U = MAX U, (15.2)
Qr I'r

min v = minu.
Qr Ir

Observacion. Este teorema se conoce como el principio del mdximo débil para la ecuacion del calor y establece
que el maximo de u siempre se alcanza en algin punto de I'r. En otras palabras el comportamiento de u sélo
toma en cuenta los valores de esta funcion en I'r, es decir los valores en el instante inicial (¢ = 0) y los valores
en el borde de 2 para todo ¢ € (0,7"). Esto concuerda con la nociéon de que la variable ¢ representa el tiempo, y
que lo que ocurre en el tiempo ¢t = T viene descrito por la condiciones del problema.

Demostracion. Probaremos que si 0 < S < T entonces

mMAax u = Max u.
Qs Ls

La conclusién se obtiene luego haciendo S T.Supongamos que méxas u se alcanza en un punto (¢g, o) que
no pertenece a I's. Entonces, gracias a las condiciones necesarias de optimalidad sabemos que V u(to,zo) = 0,
la matriz Hessiana VZu(to, 7o) es semi-definida negativa y u;(tg, ) > 0. Tomando la traza de VZu(zg) vemos
que Au(ty,xo) < 0, por lo que

Ut(to, xo) - Au(to,xo) Z 0.

Esto no es suficiente para una demostracion pero solo falta un pequefio truco. En efecto, consideremos € > 0 y
la funcién
o(t, ) = u(t, x) + el|=|*
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v es continua en Qg y por lo tanto méxas v se alcanza, digamos en (t1,21) € Qg. Si (t1,71) no pertenece a I's
repitiendo el argumento anterior podemos afirmar que Av(ty,x1) < 0y ve(t1,21) > 0, por lo que

ve(t1, x1) — Av(ty,z1) > 0.
Pero un céalculo directo muestra que
ve(ty, 1) — Av(ty, 1) = ue(ty, 1) — Au(ty, 21) — 2ne = —2ne < 0,
lo que es una contradiccion. Hemos probado que necesariamente (¢1,z1) € I'g, por lo que

méx  (u(t,z) +¢||z)|?) = max (u(t,z)+e||z]|?).
(s (ulto) +elel?) = mex () + <lel)

De aqui se deduce

méx u(t,z) < méx (u(t,z)+elz)®) < ( mAax u(t,x)) —l—s( max ||x||2)
(t,2)EQg (t,z)€el's (t,z)€el's (t,z)el's

y haciendo € — 0 obtenemos
méx  u(t,z) < max u(t,z).
(t,x)e@s (t,z)€Ts

La desigualdad méx wu(t,r) > méx u(t,x) es siempre cierta dado que I's C Q4. Esto prueba (15.2). O
(t,x)€Qg (t,z)el's

15.4. Unicidad para la ecuaciéon de Laplace y el calor

Teorema 15.4.1. Sea Q una region abierta y acotada en R™, y sean f : Q@ — R y ¢ : 0Q — R funciones.
Entonces existe a lo mds una funcion u en C(2) N C%(Q) solucion de

Au=f en(
u=¢ sobre 0f).

Demostracion. Si uy, us son dos soluciones del problema anterior, entonces u = u; — ug satisface Au = 0 en
y u = 0 sobre 99Q. Es decir u es armoénica en ) y por el principio del méximo (corolario 15.2.2) se deduce que
u=0en . O

Teorema 15.4.2. Sea Q una region abierta y acotada en R™, y sean f: (0,T) x Q2 =R, ¢ : (0,T) x 90 - R

y up : 2 — R funciones. Entonces existe a lo mds una funcion u en C([0,T] x Q) N C%((0,T) x Q) solucion de

u—Au=7f en(0,T)xQ
u=¢ sobre (0,T) x 00
w(0,) =ug en Q.

La demostracién es una aplicacién directa del teorema 15.3.1.

Ejercicio.

De una demostracion del teorema de unicidad para la ecuacion de Laplace (teorema 15.4.1) bajo la hipotesis
que uy, uz son soluciones de clase C1(Q) N C?(Q) de

Au=f en(
u =@ sobre 0f,

utilizando el siguiente esquema
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a) Pruebe la siguiente formula: si u, v € C*(2) N C?(£2) entonces

ou
Auv = —v —/ VuVu, 15.3
/Q a0 On Q ( )

donde n es el vector unitario normal a la frontera de 2.

Indicacién: utilice el teorema de la divergencia con el campo vectorial vVu.

b) Pruebe que siu € C1(Q)NC?(Q) y Au=0en Qy u = 0 sobre S entonces aplicando la férmula anterior
se deduce que Vu = 0 en 2 y concluya.

Ejercicio. Pruebe el principio del maximo débil (corolario 15.2.2) en el siguiente caso: si u € C1(2) N C%(Q)

satisface
{ Au>0 en(

u <0 sobre 01,

entonces
u <0 en (.

Siga los siguientes pasos:

a) Construya una funcién p : R — R de clase C? con la siguientes propiedades

i) p(t) = 0 para todo t < 0,
ii) p(t) > 0 para todo t > 0.

b) Aplique la formula (15.3) a v = pou y deduzca que si z € Q y u(x) > 0 entonces Vu(z) = 0.

¢) Podemos suponer que €2 es conexo. Supongamos que existe un punto x €  con u(z) > 0 y sea v un
camino diferenciable con (t) € Q para t € (0,1], v(0) = z¢p € IN y (1) = x. Sea t; el ultimo t donde
u(y(t)) = 0, en otras palabras
t; =sup{t € [0,1] : u((t)) = 0}

Observe que u(y(t1)) = 0 y por la parte anterior £u(y(t)) = 0 para todo t € (t1,1). Concluya.

Ejercicio. Para la ecuacién del calor también es posible probar el teorema de unicidad y el principio del
méximo débil integrando por partes. Para el teorema de unicidad puede proceder del siguiente modo: suponga
que u € C([0,T] x Q) NC?((0,T) x Q) satisface

up—Au=0 en (0,T)x
u=0 sobre (0,T) x 02
u(0,) =wug en Q.

Defina
B0 = [ 1Valt, )

y pruebe que
d

%E(t) = 72/Qut(t,«)2 <0.

(V se refiere solo a las variables espaciales.) Deduzca que si ug = 0 entonces Vu(t, ) = 0 y concluya.
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