Control 3 MA26B Matematicas Aplicadas

Semestre 2004-2
11 de noviembre de 2004

Profesores: J. Davila

Problema 1. a) (3 ptos.) Sea f : R — R una funcién C', periédica de perfodo 27 y considere su serie de
Fourier compleja

o0
S¢(z) = Z cne'™®.
n=—oo
Muestre que f es par si y solo si ¢, € R Vn, y que f es impar si y solo si ¢g =0y ¢, = id, con d, € R

Vn # 0.
b) Encuentre las series de Fourier de las funciones siguientes en el intervalo que se indica:
i) sen®(z) —w <z <, (Ipto.) ii)|sen(z)] —= <z <m(lpto.).
00 "
Utilice la tltima para calcular > % (1 pto.).
n=1
Indicacion: para i) utilice la férmula cos(kx) + isen(kx) = (cos(z) + isin(x))*.

Problema 2. Considere la ecuaciéon de Laplace con condiciones de borde tipo Neumann en el cuadrado
(0,7) x (0,7):

Au=0 O<z<m O0<y<m
@(0 )=0 %( )=0 0<y<
ax ’y77 8x7r’y7 y Tr

*
%(x,w):o O<z<mw ®)
%(I,O):f(z) O<z<mw

a) (4 ptos.) Suponiendo que wu es solucién del problema anterior, encuéntrela por el método de separacién de
variables. ;Se puede determinar u de manera tnica?

b) (1 pto.) Muestre que si hay solucién de (*) entonces [ f(x)dx = 0.

1

¢) (1 pto.) Encuentre una solucién explicita en el caso f(x) = cos?(x) — 3.

Problema 3. a) (1 pto.) Utilizando el hecho que la transformada de

muestre que
a® — az? P —als
(22 + a2)? (s) = \/;a|s|e alsl,

Indicacidn: derive con respecto a a > 0 bajo la integral en la definicién de

(a > 0 constante) es \/Te Il

__a _
a?+x2

Para una funcién u(xz,y) de clase C* se define A%u = A(Au).
b) (1 pto.) Muestre que para u de clase C* se tiene AU = Uy + 2Ugayy + Uyyyy-
c) (5 ptos.) Resuelva la ecuacién
A%y =0 —oco<z<o0,y>0
u(z,0) = f(z) —o0o<z< o0, ylirgou(:v,y)zo —00 << 00
ou

8—y(x,0):g(ac) —oo <z <00

suponiendo que f y ¢ son integrables y que para cada y > 0 u(-,y) y g—;‘(-,y) son integrables. Exprese la
solucién en la forma

oo

u(z, ) = / " Al — w.y) f(w) dw + / Bz — w, y)g(w) dw

— 00

encontrando las funciones A y B explicitamente.

TIEMPO: 3 HORAS.
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1. Considere la ecuacién de Laplace con condiciones de borde tipo Neumann en el cuadrado (0,7) x (0, 7):

Au=0 O<z<mO<y<mw
@(Oy):O %(ﬂ'y):O O<y<m
ox "’ oo

*
g—Z(%ﬂ:O O<z<m ()
ou
6—y($70):f(117) O<z<m

a)(4 ptos) Suponiendo que u es solucién del problema anterior, encuentrela por el método de separacién de
variables. ;Se puede determinar u de manera tnica?
b) (1 pto) Muestre que si hay solucién de (*) entonces [ f(z)dz = 0.

¢) (1 pto) Encuentre una solucién explicita para f(z) = cos?(z) — 3.

Solucién. Por separacién de variables colocamos U(z,y) = X (2)Y (y) y tenemos que

XI/ YI/

_——— = A

X Y
con A real. Asi obtenemos el sistema:

X"=XX y Y'=-)\Y. (0,5ptos.)
Caso A = 0:
X(x)=ax+b, Yy =cy+d

Entonces

U(z,y) =aY(y) v Uy(z,y) =cX(x)
si Uz(0,y) = 0 implica a =0, Uy(z,7) = 0 implica ¢ = 0 y U(m,y) = 0 se satisface en forma automatica.

Esto implica que
U(z,y) = bd = constante.

Caso A # 0:
X(z) = aeV>® + befﬁz, Y(y) = ceV™N 4 de= VY

entonces

Us(2,y) = VAae" ™ —be VA)Y(y) y Uylz,y) = V=A(ceV ™ — de™V M) X (2)

si Uz(0,y) = 0 implica a = b por otro lado Uy(z,7) = 0 implica d = ce?VTAT,

La condicién Uy (7, y) = 0 implica
2V,

Si A > 0 entonces no hay solucion. Pero para A < 0 tenemos

eQ\/XTr _ eZTrkz



conk=1,2,..asi \= —k? para k =1,2...
Analisis total de casos de lambda (1.50 pto).

Entonces uniendo los casos y reemplazando el valor de lambda, la soluciones fundamentales se escriben como
Un(z,y) = X (2)Y (y) = cos(kz) (e + ™9y £ =0,1,2,...

Entonces por principio de superposicion

u(w,y) =Y ox cos(ka)(e® + ") (0,5ptos).
k=0

Ahora vamos a imponer u,(z,0) = f(z).
uy(x,y) = Z ok cos(kx) (e — ek(m—v))
k=1
donde eliminamos k¥ = 0. Evalunado en y = 0
uy(x,0) = Zakkcos(kx)(l — k™),
k=1
Pero para f par en [—7, 7| la serie es de la forma
Sp(x) =Y ax cos(kx)
k=0

Entonces igualando las series Sy y f tenemos ag =0y para k =1,2....

2 T

ar = k(1 — M) gy = —/ f(z) cos(kz) dx
T Jo

lo que implica que

- ax .
u(x, y) = Z mCOS(k!E)(ka + 6k<2 U)) =+ 20(0 (1,25pt0$)
k=1

La solucién no queda determinda en forma unica, ay puede ser elegido en forma arbitraria. (0.25 pto)
Parte b) (1 pto) Dos formas. Como ag = 0 entonces se tiene la propiedad.

Tambien integrando término a término la serie Sy(z).

/0 f(ﬂ?)d:c = ;ak/o Cos(k:z:) de =0

usando [ cos(kx) dx = sen(kxz)/k|] =0 para k =1,2,3, ...

¢) Para f(z) = cos?(x) — 3 la serie de fourier se escribe como
1
flx)=Sy(z) = 3 cos(2x) (0,5ptos)
usando que cos(2z) = 2cos?(z) — 1. Entonces ag = 1/2 y ap = 0 para k # 2. La solucion queda entonces

cos(2z)(e? 4 227V 4 2qy. (0,5ptos)

1
u(z,y) = m
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