
Gúıa de ejercicios # 2 - MA26B Matemáticas Aplicadas

Variable Compleja

Semestre 2007-2

Profesor: J. Dávila

Auxiliar: Miguel Concha

Derivación

1. Estudie en qué puntos del plano complejo son derivables las siguientes funciones:

i)f(z) = z̄, ii)f(z) = ex(cos y−i sen y), iii)f(z) = e−x(cos y−i sen y), iv)f(z) = (z3+1)e−y(cos y+i sen y),

y calcule su derivada (z = x+ iy).

2. a) Sea g : C→ C, g = u+ iv holomorfa en Ω ⊂ C, pruebe que ∆u = ∆v = 0 en Ω.

b) Dados u(x, y) = x sin(x) cosh(y) − y cos(x) sinh(y), encuentre v : R2 → R tal que la función f = u + iv
satisface las condiciones de Cauchy-Riemann.

3. Sea f : Ω ⊂ C→ R. Pruebe que si f es diferenciable en z0 ∈ Ω entonces f ′(z0) = 0.

4. Sean Ω ⊂ C un abierto conexo por caminos y f : Ω → C una función holomorfa. Pruebe que si |f | es
constante, entonces f también lo es. Diga por qué es importante que Ω sea conexo.

5. Dado λ en C definimos pλ : C \ {0} −→ C mediante:

pλ(z) = exp(λ log(z)), z 6= 0

(i) Muestre que pi(i) = e−
π
2 y que para todo k ∈ Z, pk(z) = zk.

(ii) Dado λ = α+ iβ, pruebe que para todo t > 0 real

pλ(t) = tα[cos(β log(t)) + i sen(β log(t))]

(iii) Dados λ, µ en C, verifique que pλ+µ(z) = pλ(z) · pµ(z). Determine además el dominio donde pλ es
holomorfa y pruebe que:

(pλ)
′
(z) = λpλ−1(z)

6. Pruebe que la función f(z) = u(x, y) + iv(x, y), donde z = x, iy, definida por:

f(z) =

{
x3(1+i)−y3(1−i)

x2+y2 z 6= 0
0 z = 0

es continua y satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en el origen, aunque f ′(0) no existe.

7. Si definimos la función f : C −→ C por f(0) = 0 y f(z) = x3y(y−ix)
x6+y2 para z 6= 0, pruebe que

ĺımz→0
f(z)−f(0)

z , z −→ 0 existe sobre cualquier camino radial, pero no cuando z −→ 0 por cualquier
camino.

8. Si f(z) es una función de clase C2(C), pruebe que(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
log |f ′(z)| = 0.
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Si |f ′(z)| es el producto de una función de x y una función de y muestre que

f ′(z) = exp(αz2 + βz + γ),

donde α, β y γ son constantes complejas.

Series de potencia

9. Determine la expanción en serie de potencias de la función f(z) = 1
z2+1 en torno a z = 1.

10. Sea Sn(z) = z + 2z2 + 3z3 + ...+ nzn, Tn(z) = z + z2 + z3 + ...+ zn.

a) Mostrar que Sn(z) = Tn(z)−nzn+1

1−z .

b) Determine el radio de convergencia de la serie
∞∑
n=1

nzn y usando (a) calcule la suma de dicha serie.

11. Determine los radios de convergencia de las series siguientes:

i)
+∞∑
n=1

(log(n))2xn, ii)
+∞∑
n=0

(
n

n+ 1

)n2

xn.

12. Sabiendo que el radio de convergencia de la serie
+∞∑
n=0

cn(z− z0)n es R (donde 0 ≤ R ≤ +∞), estudia los

radios de convergencia de:

i)
+∞∑
n=0

c2n(z − z0)n, ii)
+∞∑
n=0

ckn(z − z0)n, iii)
+∞∑
n=0

cn(z − z0)2n, iv)
+∞∑
n=0

cn(z − z0)kn.

13. Pruebe que la función

f(z) = 1 +
∞∑
n=1

a(a− 1) · · · (a− n+ 1)
n!

zn

es holomorfa en |z| < 1 y que su derivada es af(z)/(1 + z). Deduzca de aqúı que f(z) = (1 + z)a.

Integración

14. Calcule directamente∫
[0,z0]

Re(z) dz,
∫

[0,z0]

Im(z) dz,
∫
|z|=2

dz

z2 + 1
,

∫
|z|=1

z̄n dz.

15. Calcule
∫
γ

|z|
|R−z|2 |dz| donde γ es la circunferencia de radio r, 0 < r < R, y centro el origen.

Indicación: Pruebe previamente que si 0 ≤ r < R, se tiene:

1
R2 − 2rR cos(t) + r2

=
1

R2 − r2

(
1 + 2

∞∑
n=1

( r
R

)n
cos(nt)

)

y use que
+∞∑
n=1

ρn converge a ρ
1−ρ uniformemente en |ρ| ≤ a, para todo 0 < a < 1.

16. Dada la función f(z), holomorfa en |z − a| < R; pruebe que, si 0 < r < R,

f ′(a) =
1
πr

2π∫
0

P (θ)e−iθdθ,
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donde P (θ) es la parte real de f(a+ reiθ).

17. Considere la integral,

J(R) =
∫

C(R)

z3 + z̄

(
1 +

1
|z|2

)
dz,

donde C(R) es el borde del ćırculo de radio R, recorrido en sentido antihorario. Escribiendo z = Reiz, evalúe
la integral y muestre que

ĺım
R→∞

J(R)
R2

= 0

18. Usando la representación integral de f (n)(a) dada por la fórmula de Cauchy, pruebe que(
xn

n!

)2

=
1

2πi

∫
C

xnexz

n!zn+1
dz,

donde C es cualquier curva cerrada que encierra el origen. De aqúı pruebe que

∞∑
n=0

(
xn

n!

)2

=
1

2π

2π∫
0

e2x cos θdθ.

Residuos

19. Calcule los residuos, de existir, de las siguientes funciones en torno a z = 0

1. cotg(z)

2. sen(z)−z
z4

3. log(cos(z))
z(1−cos(z))

4. cos(z)
z2

5. exp( 1
z )z3

20. Considere la función

f(z) =
ez

(z2 + 1) (z − i) (z2 − 2z + 2)

a) Determine los polos de f , el orden de cada uno de ellos y calcule el valor de los correspondientes residuos.

b) Sea R > 0 y CR la circunferencia de radio R y centro en el origen recorrida en sentido antihorario.
Determine los valores de R tal que la integral

I(R) =
∫
CR

f(z)dz

existe y calcule su valor en función de R.

21. Encuentre las singularidades, y de qué tipo son, de la función 1
z(ez−1) . Muestre que, si 0 < |z| < 2π, la

función puede ser expresada en la forma

1
z2
− 1

2z
+ a0 + a2z

2 + a4z
4 + . . .
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y encuentre los valores de a0 y a2.

22.

a) Muestre que,
2π∫
0

1
a2 sin2(θ) + b2 cos2(θ)

dθ = −
∫
γ

f(z)dz

en donde f(z) = 4iz
(b2−a2)z4+2(b2+a2)z2+(b2−a2) y γ es el ćıruclo unitario recorrido en sentido antihorario.

b) Muestre que los polos de f son:

z = ±
√
a+ b

a− b
,±
√
a− b
a+ b

y que para a 6= b y a, b > 0 los polos son simples. Determine los polos que quedan al interior de la curva y
el valor de la integral.

23. Calcule
∫∞
0

1
1+x2n dx para n ∈ N y n ≥ 2.

Indicación: Considere el camino desde el origen a R, luego a Rei
π
n y luego de vuelta al origen.

24. Calcule, a través del mismo camino del problema anterior y para todo entero n ≥ 2 y 0 < 1 + α < n, la
siguient integral:

∞∫
0

xα

1 + x2n
dx.

25. Pruebe que para a > 0:

∞∫
0

1
(x2 + a2)

(
log2(x) + π2

)dx =
π

2a
(

(log(a))2 + (π2 )2
) − 1

1 + a2
.

Ind.: considere f(z) = 1
(z2+a2) log(z) donde log(z) es la rama principal del logaritmo, definida por

log(reiθ) = log r + iθ r > 0, θ ∈ (−π, π],

y el camino γR,ε,δ de la figura:
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Hacer primero ε→ 0, luego δ → 0, R→∞.

26. Sea

I(α) =

∞∫
0

xα

(1 + x)3
dx

donde α ∈ [0, 1].

a) Utilizando métodos reales determine para qué valores de α la integral converge . Además calcule I(0) e
I(1) (con métodos reales).

b) Muestre que si 0 < α < 1 entonces

I(α) =
πα (1− α)
2 sen(πα)

y que I(α) es continua en α = 1 y α = 0.

Ind.: considere la integral compleja: ∫
γR,ε,δ

zα

(1 + z)3
dz

donde zα se define como (
reiθ

)α
= rαeiθα r > 0, θ ∈ [0, 2π)

y resulta anaĺıtica en C− [0,∞), y γR,ε,δ es el camino de la figura:

27.

a) Sean g y h funciones anaĺıticas en z0 tales que g(z0) = 0, g′(z0) 6= 0 y h(z0) = h′(z0) = h′′(z0) y h′′′(z0) 6= 0.
Muestre que g

h tiene un polo de segundo orden en z0, con:

Res
( g
h
, z0

)
=

3g′′(z0)
h′′′(z0)

− 3g′(z0)hiv(z0)
2 (h′′′(z0))2

b) Sean r y s funciones anaĺıticas en 0 tales que r(0) 6= 0 y s(0) = s′(0) = 0 y s′′(0) 6= 0. Muestre que:

Res
(r
s
, 0
)

=
6r′(0)s′′(0)− 2r(0)s′′′(0)

3 (s′′(0))2
.
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28. Pruebe que a) ∫ ∞
0

cos(λx)
x2 + a2

dx =
π

2a
e−λa

donde λ ≥ 0 y a > 0.

b) ∫ ∞
0

sin(x)
x (x2 + a2)

dx =
π

2a2

(
1− e−a

)
donde a > 0.

c) ∫ 2π

0

cos(θ)
a+ b cos(θ)

dθ =
2π(1− a(a2 − b2)−1/2)

b
si 0 < b < a

d) Calcule para 1 > |a| > 0 :
2π∫
0

1
(1 + a cos(θ))2

dθ.

29. Pruebe que:

∞∑
n=−∞

(−1)n

(n+ a)2
=
π2 cos(πa)
sin2(πa)

donde a ∈ R \ Z.

Hint: Considere la función f(z) = π cosec(πz)

(z+a)2
integrada en el camino ΓN correspondiente al borde del cuadrado

con vértices
(
N + 1

2

)
(±i± 1).

30. a) Calcule ∫ 2π

0

sin2(t)
5− 4 cos(t)

dt

b) Demuestre que: ∫ ∞
−∞

1
(x2 + 4)2

dx =
π

16∫ ∞
0

1
x2 + 4

dx =
π

4
.

31. Pruebe que ∫ ∞
−∞

eλxsech(x) dx = πsec(λπ/2)

donde λ ∈ C satisface −1 < Re(λ) < 1. Ind.: considere f(z) = eλzsech(z) y el rectángulo cerrado de vértices
−c, c, c+ iπ,−c+ iπ donce c→ +∞.

32. Considere el borde del cuadrado CN de vértices:

(N +
1
2

)(−1− i), (N +
1
2

)(1− i), (N +
1
2

)(1 + i), (N +
1
2

)(−1 + i),
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con N ∈ N.

a) Considere la función f(z) = π cot(πz)
z2 . Indique donde f es holomorfa, encuentre sus polos y determine los

órdenes correspondientes.

b) Calcule los residuos de los polos de f .

c) Calculando
∮
∂CN

f(z)dz concluya que
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

33. Integrando en un cuadrado cuyas esquinas son ±N, ±N + 2Ni, donde N es un entero, y haciendo
N −→∞, pruebe que

∞∫
0

1
(1 + x2) cosh( 1

2πx)
dx = log 2.

34. Integrando π sen(az)
z3 sen(πz) sobre un contorno adecuado, pruebe que:

1
13
− 1

33
+

1
53
− 1

73
+ . . . =

π3

32
.

35. Calcular ∫ ∞
−∞

cos(x)
x− i

dx.

Ind.: usando cos(x) = 1
2 (eix+e−ix) descomponer la integral en dos términos. Calcular uno de ellos integrando

en un semi-ćırculo en Im(z) ≥ 0 y el otro integrando en un semi-ćırculo en Im(z) ≤ 0.

Liouville

36. Sea f : C→ C anaĺıtica tal que

|f(z)| ≤ C(1 + |z|4) ∀z ∈ C.

Probar que f es un polinomio de grado menor o igual que 4.
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