El teorema de la divergencia de
Gauss
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El operador divergencia

Consideremos un camgo = (F}, Fy, F3) de clase
C'. Se define la divergencia como

—

divF =

OF;

OF,

OF3

ox

oy

0z
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El teorema de la divergencia o de Gauss

Sea? C R’ un abierto acotado tal que su frontéX@
sea una union finita de superficies regulares.

SeaF un campaC? definido en unan vecindad @k
Entonces

// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
oS Q

donde cada superficie @€ esta orientada segun la
normal exterior d).

Observacionds? es automaticamente orientable.
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El caso de un rectangulo

Supongamos qu& = |a, b] x |c, d] X |e, f].
Entonces

///ddeV /// {aFl OF %ZS} dz dy dzx

Consideremos el ultimo término. Usando el teorema
fundamental del calculo:

/// dzdydaz—//Fga:yf)dydaz
[ B

El teorema de la diveraencia de Gauss — p. 4




La integral

/ab/chs(fﬁ»yaf)d?/de

puede verse como la integral de flujo

b pd
// Fg(a:,y,f)dyda::// F-hdS
a Je Ssup

dondeS;,, es la “cara superior”:
Ssup =1(x,y,2) ra<x<bc<ly<dz=f}
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Similarmente

b pd
—//Fg(a:,y,e)dyda::// F-nd
a C Sznf

dondeS;, ;s es la “cara inferior”. (Notar el signo “-").
Luego

/
///8F dzdyda:—// FndS+// F-hdS.
Ssup Sinf
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Un calculo analogo muestra que

I OF ,
/// I dedydaz—// FndS+// F-ndsS.
zzq Sder

dondes;., y Sq4r SON las caras izquierda y derecha
respectivamente, y

///aFldzdydaz—// FndS+// F-ndsS.

dondeS,,.:, Spes: COrresponden a la cara anterior y
posterior.
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Tomando en cuenta que
() = Ssup U Sinf U Sz'zq U Sder U Samf U Spost

se deduce que

b pd pf . .
/ / / divF dz dy dxr = // F-ndS.
a C e o0
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div es Invariante bajo rotaciones de los ejes

Escribamod:’ = (Fy, Fy, F3) = > | Fie; donde
e1, €2, es forman la base canoénica @&.

Consideremos una base ortonormgalys, v; deRR?.
Entonces

donde
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Introduzcamos el cambio de variables- Ry donde

_5131_ _yl_
T = |29 R = [01702703] Y= 1Y2
| L3 ] | Y3_
(R esde3 x 3)

Entonces en las variablesy usando la base,, v, v5
el campo se puede expresar como

Z F Nz ) <ﬁ(Ry)7 U’i>
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Con la notacion

se tiene
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)<§£,ek>

3 3
3 (z Ry R
j=1 k=1 \i=1

j=1 k=1

vaqueR'R =1 = RR'.
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Version local del teorema de la divergencia

Se tiene que para cualquigy € Q existe unk > 0
(pequeno, que depende dg tal que:

si I’ es un camp@'’ que se anula fuera d8x(z)
entonces

// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
oS Q

El teorema de la diveraencia de Gauss — p. 14



El casoxy € 0f

Rotando los ejes podemos suponer que

Usando la definicion de superficie regular y el
teorema de la funcion inversa, exigte> 0 tal que la

superficied2 N Br(xy) es el grafo de funciones
;U —R 1<1<3
es decir

0S¢ N BR(IL‘Q) {(251,332,333) o @1(1’2,1‘3), (332,@‘3) & Ul}
{(z1, 22, 73) : T2 = Ya2(1,73), (T1,73) € Ua}
{

(71, T2, w3) : X3 = Y3(T1,72), (T1,T2) € Us}
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///dwﬁdvsz/ divF dV
Q) QﬂBR(xo)

oFy O0F, OF;
= | | dV.
/ / /QHBR(xO) |:8371 0T 85[‘3

Veamos el dltimo término: se puede elegik » < R
tal que siF' se anula fuera d&.(zy) entonces

F 903 Ty, $2 aF
/ / / Ofy dV = / / / 3 ds daydas
QNBr(zo) 8:1:3 Us J i 0xs3
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F: p3(11,72) 13
/// % aV = // % dxs dridxs
QNBR(zo) O3 Us J 74 0xs3

:// Fy(z1, x2, p3(x1, x2))dr1dzs.
Us

Comoof) N Br(xy) se puede parametrizar por
77(561, 372) — (3717 L2, 903(551, 332)) tenemos

el il G i e

1)
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Luego, siF se anula fuera d8, (z)

// (0,0, F3)-ndS = // F3(x1, 29, @3(21, 22))dx1dws.
o) Us

Se deduce que

F
/// Oy 1y _ // (0,0, F3) - A dS.
QNBr(xo) 83:3 o0
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Similarmente utilizando Ia parametrizacién

(21, x3) = (x1, 2(x1, T3), 3) SE €ncuentra
OF
/// 24V = // (0, Fy,0) - 2 dS.
QNBr(xo) 012 oN
y también

F
/// OF y — // (F},0,0) - 7 dS.
QNBr(zo) 3371 o0

Sumando las formulas anteriores

// ﬁ-ﬁdS:///divﬁdV
o) Q
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El casozx, €

En este caso basta encontrar un c@hae centrar
contenido e} y luego elegirkR > 0 pequeio tal que

BR(CIZ‘Q) g Q . )
Podemos aplicar entonces el calculo en el caso de un
cubo y obtener

///Qdivﬁ///cgdwﬁ//wﬁ-mso

Notar que
// F-ndS=0
o0
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Version global

Tenemos: para cadac () existe unk, > 0 tal que si

F se anula fuera d8y_(x) entonces vale la formula
del teorema de la divergencia.

Usando la compacidad d&(cerrado y acotado)
podemos encontrar una famihaita de puntosy;,
1 <17 < m consusrespectiva®; = R, > 0tales que

» ) se puede cubrir por la unign™ , B (x;),

» Yy para cualquier bol#®y, (x;), si F' se anula fuera
de By, (x;) entonces vale el teorema.
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Para cada bol®p. (x;) podemos encontrar una
funciong; : R® — R, de clase”! tal quer; > 0 en
Bg,(x;) Yy n; se anula fuera de la bola.

Paraz € Q) definamos

7i()

77z(93) — Z;n:1 ﬁ](l’)

Entonces
» n; esC'! en una vecindad de
» 7, se anula fuera d8g, (x;)

s paracualquier € Q: > " ni(z) = 1.
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Consideremos un campode clase”".

Comoy™" mi(x) =1 F =" ()
Cada funciéom, F' es un campa@’'! que se anula fuera

de By, (x;) por lo que podemos aplicar la version local
del teorema de la divergencia

//aQniﬁ-ﬁdS:///gzdiv(ﬁiF)dV

Sumando

//mf;mﬁ%dsz///Qiildiv(mﬁ)dv
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Por lo tanto

//mﬁ-ﬁdS:///ﬂdiv(f;mﬁ)dv
:///de'v(ﬁ)dv
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