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Denotemos u(z,y) = e* Y cos (z — y),v(z,y) = e* Ysen(z —y) de modo que f(z + iy) = u(z,y) +
iv(z,y). Calculemos las derivadas parciales:

% =e* Yeos(x—y)—e* Ysen(x —y) ‘g—Z =—e""Ycos(r—y)+ e’ VYsen (v —y)
% =e* VYsen(zx —y)+e* Yeos(x—y) g—; =—e""Ysgen(r —y) —e* Ycos(xz —y)

Como la funciénes es Frechet-derivable, bastara probar las condiciones de Caucy Rieamman. En este
caso ambas condiciones corresponden a:

cos(z —y) =sen(x —y) =0

Lo cual no es posible. De modo que la funcién no satisface Cauchy Riemman en ningin punto.
Sabemos que por el Teorema de los Residuos se tendrd que el valor de la integral serd 2mi por los
residuos de la funcién encerrados por la curva.

Denotemos f(z) = LR calculemos los polos de f al interior de T'.
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Notemos que hay dos singularidades encerradas por la curva: z = 0 y z = 2. Veremos que 0 es una
singularidad reparable y que 2 es un polo de orden 2.

Notemos que para k € Z se tiene que:
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z—k €272 — 1 ok 2mie?T2 2x

De este modo
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con lo cual 0 es una singularidad reparable.

Por otro lado:
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de modo que 2 es un polo de orden 2.

Calculemos el residuo:
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Bastaria calcular:
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Aplicando L’Hopital
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Luego

Res (f,2) = 5= (4) (— (44 i2))
Con lo cual podemos valorar la integral:
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de modo que:

/ Iz / 5 Sliits)( 5—dcos ()"
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Definamos f(z) = — 4G Z)i

y el valor de la integral se podra calcular por el método de los residuos.
Notemos que:

(o) = i(22—1) i(2%—1) B (22— 1)

C422(52—2(22+1))  422(222-52+4+2) 422(22—-1)(2—-2)

De modo que los polos de f en el interior del disco son sélo dos: z = 0y z = % de orden 2 y 1
respectivamente. Calculemos los residuos:

Para z = %
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Para z = 0:
o i(z2-1)° i(?-1)° 2 2 2
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Asi:
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Finalmente se tiene que:

21
sin? (t) 3. 5 3 5
I g —omi (i i) =a (242
/5—4cos(t) m( g 161> 7T(4+8)
0

(i) Si denotamos por wy, ..., w, las n raices del polinomio z™ + 1 entonces podemos escribir 2" +1 =
n

H (z —w;) de modo que para k =1,...n y para z # wy, se tendrd que:
j=i
2"+ 1 L
= I G-w)

Z — Wg o
J=t,3#k

Y tomando z — wy, y aplicando L’Hopital al lado izquierdo de la igualdad anterior se obtiene
que:

n

nw," ! = H (W, — wjy)

J=i,j#k

como se deseaba probar.



(ii) Para calcular tal integral consideremos la funcién f(z) = 26 y la curva I' que parte en z = 0,
que luego pasa por el punto z = R, luego por z = Re'5 y ﬁnalmente vuelve al origen.

De esto modo:
R

[ [

T

2 % R 102 )
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Por otro lado:
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Ademas los polos de % son los ceros del polinomio 28+1, de modo que para el valor de la integral
sélo aporta aquel cero que se encuetra al interior de la curva T, es decir, z = €*5. Denotemos por
wy, ..., wg los ceros del polinomio 25 4 1 con w, = €'
Des esteo modo
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Finalmente obtenemos que:

0 equivalentemente
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Con lo cual:
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(a) Notemos que
32— 1 N 1 0= 1
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Ademés tenemos que:

1 > 1 >
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a partir de lo cual podemos escribir:
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Su radio de convergencia es 1, pues limsup (n + (=1)")" = lim (n + 1)% =1
n—00 n—00

El radio es e™! pues:

1
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Como f es holomorfa en el plano Complejo se tendra que f admite desarrollo en serie de potencias en
torno a cero cuyo radio de convergencia es co.

De modo que f(z) = >_i2, ay2®, y gracias a la propiedad de f:

Zakzk = f(z)=f(A\2) = Zak(/\z)k = Zak/\kzk
k=0 k=0

Luego igualando término a término (esto se puede ver, por ejemplo, derivando e igualando a cero
sucesivamente) se tendrd que:

Vk € Nag (AF—1) =0 (1)

Si supnemos, por contradiccién, que \F # 1Vk € N, entonces de la ecuacién anterior se concluye que
Vk > 1 a; = 0 es decir, la funcién es constante que contradeciria la hipotesis inicial.

Sea m ahora, el menor de los enteros que satisface A™ = 1 de modo que Yk < m \F # 1.
Con esto se tendrd, mds precisamente que \* =1 < 31> 0tq k =Im

De modo que de la ecuacién (1) se concluye que para todo k que no es multiplo de m (es decir, tal que
AE £ 1) se tiene aj, = 0. Luego

f(Z) =ap + amzm + a2mZ2m + ..+ almzlm..,

y definiendo

o0
k
g(z) = g Crz
Jj=0
con ¢ = ag, se tendrd que g es holomorfa en todo C pues el radio de convergencia de la serie

serd también infinito dado que el mayor punto de acumulacién de los ci’s serd el mismo que el de los
ax’s, de la misma definicién. Asi f(z) = g(z™) como se afirma.



