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1. a)Espirales de MacLaurin. Corresponden a una familia de curvas en el plano que al ser descrita en
coordenadas polares las variables p y 6 satisfacen la relacion

p(6) = alsin (nf)) "
donde @ > 0y n € R\ {0} corresponde al orden de la espiral. Pruebe que la curvatura de una espiral de
MacLaurin de orden n es:
1 n—1
ko) = 2L (sin(n)

a

b) Considere la curva plana I' descrita por la siguiente ecuacién en coordenadas polares

p = a(l—cos(f) a>0,0¢€]l0,2n]
i) Encuentre una parametrizacién para I', grafiquela detalladamente y encuentre sus posibles irregularidades.
ii) Calcule el largo de T

iii) Calcule el trabajo efectuado por el campo vectorial

2x

F = 900/ 2.2
<zy cos(xy)+7x2+y2+l,

2y
2 2,2
2x ycos(zy)+.%'2—|—1y2—i-l>.

al dar una vuelta completa a la curva en el sentido antihorario.

2. Sea I la curva que se encuentra sobre la superficie definida por

dz
aw - -
z(0) = h

donde z y 6 representan las coordenadas cilindricas.
i) Bosqueje la curva y demuestre que 7/k = h\/2, donde 7 y k corresponden a la torsién y curvatura de T
respectivamente.

ii) Considere el campo vectorial F (z,y,2) = (%, %, fz%) Sea I’y la restriccién de I' a 0 € [%, %,], calcule

el trabajo realizado por el campo F al desplazar una particula a través de I'y.
3. Sea S C R? la superficie caracterizada por x2 + y? — 22 = 0,22 + y? — 4y < 0.

i) Encuentre una parametrizacién regular de S y obtenga un campo de normales a S. Bosqueje S en un
grafico.

ii) Calcule la masa y determine el centro de masa de S, asumiendo una densidad superficial de masa dada

por f(z,y,2) = 1/4/1+ 2z.



iii) Calcule el flujo a través de S orientada segin el campo de normales obtenido en i) para el campo

= X v 7
F7¢m:+yzz+¢x2+yzj+k'

4. Calcule la integral

//ﬁ~ﬁd$,

S

donde S es la frontera de la regién sélida limitada por el plano z = 2z y el paraboloide z = 22 + 32, donde
— 3 3
F(z,y,2) = (y — (@ +9?)?, -z (2 +¢?)? 2 + 1), con 7 el vector normal exterior.

5. i) Calcule el flujo del campo vectorial F= xy?i +yz2?) + 222k a través de la superficie del sélido definido
por las ecuaciones: 2 < x2 4+ y2 <4,0<z<5.

ii) Utilice el teorema de Stokes para calcular la integral de trabajo del campo G= (x —y)i+2%yj+ zxk a
lo largo del circulo 22 + y2 = 1, orientado en sentido antihorario.

6. Considere la superficie del toro de centro 0, radio mayor R y radio menor a (a < R). Sea ¥ la porcién
de superficie del toro que se encuentra fuera de la esfera de radio R y centro 0. Bosqueje la superficie ¥ y
calcule su drea. Sea F el campo definido por F= (z,y, 2), calcule el flujo de F através de & segin la normal
exterior al toro.

7. Considere el paraboloide de ecuacién 22 + y? = (h — z), con h > 0 constante y sea II el plano tangente a

la superficie del paraboloide en el punto (0, Vh, O). Demuestre que el area de la porcion del plano contenida
en el cilindro de ecuacién x? + y? = a? es: ma?y/1 — 4h.

8. 1) Sea  un abierto acotado de R?, cuyo borde ¥ es una superficie regular por trozos. Sea F un campo
vectorial de clase C' de R3, tal que

lim r2Hﬁ(f)H -0
Pruebe que
///div(ﬁ)dv) = //F-ﬁdA
R3\Q b

Hint: Use el teorema de la divergencia en B (0,7)\Q con r suficientemente grande.

ii) Sea Q la porcién del casquete esférico de radio R con 0 < z < R/2. Calcule el flujo del campo

—

fz,y,2) = (€Z+y2 cosy + 4z, zsinh (z) +y, 22 +y* — 4z)
a través de la superficie €2 segin la normal exterior.

9. Considere aquella curva sobre la superficie del paraboloide 22 + %% = z, que al ser descrita en coordenadas
cilindricas las variables p > 0 y 6 € [0, 27] satisfacen la ecuacién
d?p
de?

d%p

(0) = p(#) con condiciones iniciales p(0) =1y W(O) =—1.

i) Obtenga una parametrizacién de la curva.

ii) Dado el campo F(z,y,z) = (2(1 + z2)e” ™Y, 22>, 2(1 + x2)e**+¥) considere una particula confinada
a moverse a lo largo de la curva. Calcule el trabajo para llevar la particula de z =1 a zg con 0 < z9 < 1.
i, Cual es el trabajo para llevarla al origen 7



10. Demuestre que si I' es una curva parametrizada en longitud de arco, se cumple que:

(6:/ >< 6://) . 6:/,,
eI

7(s) =

Use la férmula anterior para calcular la torsién de:

7(t) = (cos(t),sen(t),t) t € [0,4n].

11. Calcule el 4rea de la interseccién entre 2% + 4% = a? y 22 + 22 = a?

12. Considere el paraboloide de ecuacién 2% + 42 + z = 4R? con R > 0 y el cilindro 22 + y? = 2Ry. Calcule
la superficie de la porcion del cilindro que queda fuera del paraboloide.

13. Considere el campo F : R3 — R3 definido por:

—

F(z,y,2) = (yz,zz,2y)

y la region Q definida por:
>0 y>0 ze[0,b] 2°+4+9y°=ad?

con a y b constantes dadas, ambas positivas.

i) Evalte las integrales de flujo del campo sobre cada una de las 5 caras de la regién. Haga un bosquejo y
considere la orientacién exterior.

1) Interprete fisicamente los 5 flujos calculados, asi como el flujo total a través de €.

ii) Verifique que V-F=0.

14. Sea 2 C R? un abierto, conexo y acotado de frontera S = 62 regular y orientable por trazos. Sean f y
g funciones continuas conocidas. Demuestre que si u; y ug, funciones de clase C?, satisfacen las propiedades

siguientes:
div(Vu,)(z) = f(x) Vee i=1,2,

Vu; - i(x) = g(x) VeeS =12,
ELTCO c Q;ul(xo) = UQ(I’()),
entonces son iguales en ).
15. Considere el toro de radio mayor R y de radio menor a, donde R > a > 0 son constantes conocidas. Sea

¥ la porcién de superficie de dicho toro que se encuentra fuera de la esfera de ecuacién z2 + 32 + 22 = R2,
la cual orientamos segiin la normal exterior al toro.

i) Demuestre que si F' es un campo continuamente diferenciable en ¥, entonces se satisface:

/ ﬁxﬁﬁdA:%Fde%ﬁdF

b)) Cy Cs

donde C; y Cs son las circunferencias obtenidas de la interseccién del cilindro x2 + y? = d? con los planos

2 2 5 . )
2B 0”2 = WA= v 5y = —2;, ambas orientadas en el sentido

Z = 21y 2 = 2 respectivamente, con d =
contrario a las manecillas del reloj.

i7) Considere el campo F = (=% /p)p + 6 + sin(0) cos®(z0)k, calcule:

//ﬁxﬁ.ﬁdA.
>



16. Utilizando el teorema de Green, probar que el drea de una regién {2 con frontera I' se puede calcular por
la siguiente expresién:

A(Q) = %/F;vdy — ydz.

Aplicar esta férmula para calcular el drea de € que es interior de |z| + |y| = 4 y exterior a 22 + y? = 1.

17. Calcular la circulacién del campo F(z,y, z) = (6212 + cos(22), 2z sen(xz), zy sen(xy) — 223) a lo largo
de C = C; UC, donde C; tiene ecuacién 22 + 22 = 1 con z > 0 y Cy tiene ecuacién z? + y2 =1 con y > 0.

18. Probar que la integral de linea

/ (2% — y2)dx + (y* — zx)dy + (22 — 2y)dz
PQ

es independiente de del camino de integracién entre los puntos P(1,1,1) y Q(2,3,4). Hallar su valor.

19. Una particula se mueve sobre una cierta curva, con velocidad #’, de magnitud constante 1 y curvatura

constante 1. Si se designa por 6(t) al dngulo (0 < 6 < 7) entre los vectores @'(t) y @’(t) en el instante t,

probar que la torsién satisface la ecuacién

[7(@)] = 12" (2)| sin(0(2))-
20. Algo de Matemdtica Aplicada a la Fisica

1.- Sea F un campo de fuerza definido sobre A C R3, es decir, F : A C R3 — R3, acttia sobre una particula
de masa m. Probar que el trabajo para mover la particula desde py hasta p; es igual a

1 . S
W= Sm(nf - 5P)
donde ¥ y ¥ son respectivamente las velocidades en p; y py.

2.- Un fluido se desplaza en el plano XY de modo que cada particula se mueve en linea recta desde el origen.
La velocidad de una particula a la distancia r del origen es ar™ donde a y n son constantes.

(a) Determinar los valores de a y n para los cuales el campo vectorial de velocidad es el gradiente de un
cierto campo escalar.

(b) Hallar una funcién potencial de la velocidad siempre que éste sea el gradiente de algiin campo escalar.

21. Hallar el drea de la superficie del cilindro 22 + 4% = a2, que se encuentra an el interior del cilindro
% + 2% = 2az.

22. Calcule el flujo definido por el campo

F(z,y,2) = (ez siny + zy?z, e” cos z + 2%yz, x)

/1‘2 + y2
a través de la superficie lateral del cilindro de radio 1 y altura 2, de la figura.
Indicacion: Calcule el flujo total que sale del cilindro incluyendo las tapas y usando el teorema de Gauss.

Calcule el flujo que sale a través de las tapas directamente.

23. Un sélido situado en el primer octante estd acotado por los planos: x = 0; y = 0; z = 0 y los cilindros

224y =a% 2?2+ 22 =d? Si fes el campo vectorial definido por

Fla,y, 2) = 2yzi + (z + 3y — 2)j — (22 + 2)k.



Calcule el valor de la integral
/ / V x f-hdS
b
tomada sobre la superficie del sélido orientado segiin la normal exterior.

24. Sea 7 = (z,yzz), r = ||F]| y St = 9 {F € R? : a < r < b} orientada hacia el exterior. Sean F : R> — R3
y f: R — R ambas de clase C! tales que:

) = 1)
(a) Verificar que r2VF(7) = L (r3f(r?)).
(b) Concluir que §y., F - d& = 4r [*£(b%) — a® f(a?)].

Con la misma notacién, sea CT una curva de extremos (0,0,0) y A = (0,0, a) regular por trozos recorrida
desde (0,0,0) hacia A.

(c) Calcular V x F(7).

= a
(d) Verificar que [ F-dif =3 [ f(t)dt.
Cc+ 0

25. Sean u(z,y) y v(z,y) dos funciones escalares de clase C' en R2. Considere los campos vectoriales definidos
por:
’u_}'(x’ Y, Z) = ’LL(LE, y)’z + 'U(.’E, y)j y u_}'l (1’7 Y, Z) = ’U({I}, y)i - U(ZL'7 y)j

(i) Pruebe que @ y w; son ambos conservativos si y sélo si satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann
Ov ou
ox o
v _ _du
- Ox

Decimos que dos funciones u(x,y) y v(x,y) son conjugadas cuando satisfacen las condiciones de Cauchy-
Riemann.

(ii) Pruebe que si u(z,y) y v(z,y) son conjugadas y de clase C? entonces ambas son arménicas, es decir,
Au = Av = 0. Pruebe ademds que Vu - Vv = 0.

(iii) Demuestre que si u(z,y) es armdnica entonces existe una funcién v(zx,y) conjugada de u.

Indicacion: Prueba que el campo definido por

ou ou

1172(1‘73/72) = @(x7y)z - %(xay)j

es conservativo.

26. Calcular el elemento de volumen en coordenadas parabdlicas (e, 7, ¢) con ecuaciones de transformacion:

x = encos(p)
— ensinp)
Lo o
z = 2(1] —&7).

Identifique geométricamente las nuevas coordenadas y justifique el nombre de coordenadas parabdlicas de
este sistema.



