Capitulo 4

Transformada de Laplace

4.1 Introduccién: Transformadas integrales

Definicidn: Se llama transformacion integral a una integral de la forma:

J:ok(x,s)Df(x) filx = F(s)

Si esta integral converge, el resultado es una nueva funciéon F dependiente del pardmetro s. A esta

nueva funcion F se la llama funcidn transformada de la funcién inicial f.

El término k(x,s) se denomina nucleo de la transformacion integral, y sera el que permita distinguir

unos tipos de otros de transformaciones. Los mas importantes son los siguientes:

si k(x,s) =e ™, se obtiene la transformada de Laplace.
Esta transformada puede ser unilateral o bilateral:

- si se define para todo x, es la transformada de Laplace bilateral, y su transformacién integral
es:

‘[';e‘xs OF () dlx

- si se define Unicamente para valores positivos, es decir, f(x)=0 Ox 0, tenemos la
transformada de Laplace unilateral:

[Ce o omx=L{fx} =F(9)

—00

si k(x,s) = e, se obtiene la transformada de Fourier.

La transformacion integral de Fourier es:

[ e orpomx = F{f(x}

Ademas, puesto que la exponencial anterior se puede expresar en forma trigonométrica:

—Xxis -
€ = COS XS —1Sen xs
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Se pueden calcular otras transformaciones:

- transformada de Fourier en coseno de f:
Eosxs Of (x) Celx = Fc{f (x)}
- transformada de Fourier en seno de f:

Een xs [Of (x) Cdlx = FS{ f (x)}

Por altimo, se pueden relacionar ambas transformaciones, de Laplace y Fourier. Para ello, si partimos
de una funcién f tal que f (x) =0 Ox< 0, si calculamos su transformada de Laplace:

L{f () :J:e‘xs O (x) dlx
Si definimos el punto s como s =r +it, el exponencial se puede separar en dos, quedando:

j:oe‘rx & O (x) Caix = F{e ™ f (x)}

4.2 Definicion de transformada de Laplace

Definicion: Sea f:[0,0) — R una funcion. Se define la transformada de Laplace de f (t) como:

L{f (1) :J:e'tsf (t)dt
Siempre que la integral anterior converja uniformemente para algun s.
Esta transformada de Laplace equivale a la nueva funcién F de una transformacién integral:
L{f (0} = F(s)

Definicion: Sea una funcién f:[a,b] — R. Se dice que f es continua a trozos si existe una particion P
del intervalo [a,b] como P ={a =X, <X < <X <L <X =b} , tal que f es continua en cada uno de los

subintervalos de la particién, y ademas existen f(xi*) y f(xi‘) OF 1,...,n.

Ejemplo: la siguiente funcion es continua a trozos:

Definicion: Sea una funcién f:[0,0) — R. Diremos que f es una funcion de orden exponencial o si se
cumple:

f es de orden exponencial o = M, N> 0 / |f ()< MOe™ 0% N
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Teorema de existencia de transformadas de Laplace

Sea f una funcién f:[0,0) — R. Si f es continua a trazos en un intervalo [0, N] con N >0 y ademés
es de orden exponencial o, existe una Unica transformada de Laplace, definida como:

L{f (1) :J:e'tsf (t)dt

El hecho de que esta transformada exista se debe a que la integral anterior converge uniformemente
para algun valor s > 0.

DEMOSTRACION:

La demostracion de la existencia de la transformada de Laplace se traduce aqui en determinar si la
integral converge para algun valor de s. Escribiendo la igualdad anterior:

L{f (1) =J:e's‘f (t)dt

La integral se puede descomponer en dos, situando como punto medio el valor N:

L{r ) = et o =ION et (e +[ e (0t

Puesto que f es continua, la primera integral converge para todo s. Queda, entonces, estudiar la
convergencia de la segunda integral. Para ello, podemos acotar su valor absoluto con la relacion

conocida:
—st —st
|N e f (t)dt sj:|e

Puesto que la exponencial siempre sera positiva. Ademas, como la funcion es de orden exponencial,
podemos acotarla con otra exponencial, de la forma:

J:e_“ Of (t)| cait s_[:e_“ ™ &”

Se puede acotar ahora la nueva integral por otra que deberia ser mayor o igual que ella. Esta nueva
integral es la que tiene como origen 0, en lugar de N:

B (o] e = [ e o o] e

[b(o—s)t 7 M
‘rne_St M ™ < Mre("_s)tdt =M M@——0 =——dime'™™" —15
N 0 Ho-sf o-s%-e

- sio-s>0 - 0>s, laexpresion tiende a infinito, luego no converge.
- sio-s<0 - s>o0,el limite tiende a cero, y por lo tanto la expresion converge, y es igual a:

M
— [Os o
s-0

- sio=s, quedaria la integral J;at, que siempre diverge.

Por lo tanto, se demuestra que existe la transformada de Laplace para cualquier s > 0.
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4.3 Transformadas elementales

Aplicando la definicion de transformada de Laplace, se puede calcular la funcién transformada
correspondiente a cualquier funcion. Las més importantes son las siguientes:

a) f(t)=1
7
L{f )} =L{3 :J:e'“d éb;% ié[ryoe'St—lg

- sis<0, laintegral diverge.

1
si s> 0, la integral converge, y la transformada es: L{1} =—
s

|
by f(t)=e"
(a s)t E]’ 1 0
L f(t) ={e*l = —st at e(a s)tdt _B_D__éime(a—s)t_l
(f() =ofe} =[ e e o =[] o a1
- siaz=s, laintegral diverge.
- sia<s,laintegral converge, y la transformada es: L{e"“} =—
s—-a
[ |

c) f(t)=t"

La transformada integral se resolvera por partes.

-st [T
L{f )} = re "t —E)—D +—[ et
_S q 0
El primer sumando se calcula como:
Etne—st

-1 n_-st
O——0O0=—Ilimte
O-s [ st~
Que se anula para todo s >0 al ser el producto de una funcion acotada (t”) por otra que tiende a cero

(e's‘). En el segundo sumando, la integral no es otra que I __,, con lo que podemos escribir:

n-1?

n nn-1 B _nﬂn—l)D.mEI

n-2 T n-1 1
S S S S

La integral 1, es la misma que calculamos en el apartado anterior, luego:

_nn-1)1.2 1I
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A suvez, laintegral I es la que se obtiene de hacer L{2}, es decir:

[ |
Siempre que s>0y nON. Si nOR, usaremos la funcién gamma:
r(n+1)
Lit"t =
(1} =75
[ |

Esta funcién gamma se define como:

r(p)=(p-1! si pON
r(p)=(p-1)m(p-1) engeneral

d f(@)= e, transformadas de Laplace trigonométricas

con s>ai - |s|>lal

L{f ()} =L{e"} =

s—ai
Este resultado se puede descomponer en su parte real e imaginaria:

1 s+ai S . a
_ _ +i

.72 27 2 2 2
S—al S +a S +a S +a

2

La funcion de partida se puede, a su vez, expresar en forma de seno y coseno:

e =cosat +isenat

Calculando ahora la transformada de Laplace de esta nueva expresion:
L{ea“} = L{cosat +isenat =J: e *(cosat +isenat)dt =J: e ™ cosatdt +ijom e i senatdt

Igualando los resultados, conseguimos las transformadas de Laplace de las funciones seno y coseno:

L{cosat} =
s’ +a’

L{senat} =———;
s*+a

Siempre que se cumpla que [s| > [al.
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e) Transformadas de Laplace de seno y coseno hiperbdlicos.
De un modo similar al anterior, se puede demostrar que las transformadas de Laplace del seno y el

coseno hiperbdlicos son las siguientes:

s
L{coshat} =———;

a
L{senhat} =———

Siempre que sea |s| > [a].

4.4 Propiedades de las transformadas

Las transformadas de Laplace cumplen ciertas propiedades debidas a su naturaleza integral

a) Linealidad
Sean dos transformadas de Laplace de dos funciones:
L{f (0} =F(s)
Lot} =6(9)

Y dos escalares A, [0 K. Se cumple lo siguiente:

LA @ +pm@) =amf f(t) +u ol o) =2 F(s) +u B()
| |

DEMOSTRACION:
Simplemente, desarrollando la expresion anterior, en forma de integrales, se tiene

[ (o m+um) =af e 1 @t +uf e gat
|

Ejemplo: Calcular L{?e_8t +sen5t +4t4} :
5 41

+4—5

L{7e™ +senst +4t} =70f e} +L{sen5t +4 mw{t] “vs i
S S S
O

b) Cambio de escala

Sea una funcion transformada de Laplace L{f (t)} =F(s) yunescalar b 0 K. Se cumple:

1 F[b ! L{f ()
- - S
b H; b
|
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DEMOSTRACION:

L{ (bt} = [ e f (bt)at

0

Haciendo el cambio de variables siguiente:

Queda entonces la integral como:

L{f (bt} :%KB_B;Bf (2)dz :%Fgﬁ

[
c) Traslacion
Sea una funcion transformada de Laplace: L{ f (t)} = F(s). Se cumple:
- et =L{f (t} .y =F(s-a)
DEMOSTRACION:
L{e"t (1) :J:e'“eatf (t)dt :J:e‘(s‘a"f (t)ydt =F (s -a)
[

» Sea la funcion g definida como:

gf(t-a) si t=a

t)y=0
9® o 0 si t<a

Esta funcidn se puede escribir como:
g(t)=f(t-a)(t-a)

Donde la funcién u, llamada funcion escalén, se define como:

L si t=a
u(t-a) =0 )
M si t<a
Y su representacién grafica es:
u(t—a)
1
t
a
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La transformada de Laplace de la funcion g es:

L{ot} = ft-a)ym(t-a) =e™ mF(s) =e™ i f(})

|
DEMOSTRACION:
o} = t(t-a)me-a) =[ e g(t)at
Si expresamos la funcién g como viene en la definicidn, dividiendo la integral en dos intervalos:
_ —st _ —st —st _
L{g(t) _I:e g(t)dt —_[:e 0 at +_[:e f (t —a)dt
Y el primer sumando se anula. Haciendo ahora el cambio:
t-a=z0 t=a z=0 O
O O
dt=dz O t >0 7z - oo[]
Queda lo siguiente:
_ -s(a+z) _ -sa -sz _ -as _ -as
L{g(t) —J:e f(2)dz=e J:e f(ydz=e*mf f(z) =™ F(s)
|
b si 0<t<3
Ejemplo: Calcular la transformada de Laplace de la funcion f (t) = O ) :
M0 si t=>3
Lo Unico que hay que hacer es descomponer la transformada integral en dos integrales:
L{f ) =] e (t)at =fe‘s‘5dt +[ e odt =3[e‘s‘]3 = _5(8_35 -1)
0 0 3 -5 0 S
L]
d) Transformadas de las derivadas
Sean las transformadas de Laplace de la funcién f y su derivada:
L{f 0} =F ()
L{f ()
Se demuestra que la derivada puede calcularse como:
L{f @} =saf f(t) -f(0) =sF(s) -1 (0)
|

Ademas, si existe la transformada de Laplace de la derivada n-ésima de la funcion f, su valor es:
L{t "t} =s" TF(s) -5 (0) ="' (0) —..-F "*(0)
DEMOSTRACION:

Para la primera derivada, tendremos que realizar integracion por partes:
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L{f ) =j:e‘s‘f (Odt=[ef ()] +_[:se's‘f (t)dt

El segundo sumando de la expresidn anterior es s[F(s), con lo que tenemos:

L{f'(t)} =sF(s) +[e‘s‘f(t)]: =s[F(s) +§ime‘s‘f(t) —f(0)§=sEF(s)—f(O)

[ |
Las derivadas segunda y tercera, como referencia, serén:
L{f @} =s0f f(t) —£'(0) =s (s B (s) +f (0)) —f'(0) =s’F(s) s [ (0) —f'(0)
L{t) =snf (1) - £(0) =s 5°F(s) -5 [ (0) —'(0)) =5°F(s) ~s*f (0) s @'(0) ~f"(0)
e) Transformadas de la integral
Sea una transformada de Laplace L{ f (t)} = F(s) y una funcion g tal que:
o(t) = [f (2)0z
La transformada de Laplace de la funcion g es:
Lif(t F
L{g(t)} — & - ﬂ
s s
[ |

DEMOSTRACION:

La derivada de la funcién g es g'(t) = f (t). Si calculamos su transformada de Laplace:
Lo @b ={ f(t) =F(s)
Al mismo tiempo, esta derivada se puede calcular como:
L{g' (0} =s6(s) ~9(0)
Donde G(s) es la transformada de Laplace de la propia funcion g. Igualando ambas ecuaciones queda:
siL{g(t} -9(0) =F(s)
El término g(0) se anula, puesto que:
g(0) :J:f (2)dz =0

Y por lo tanto:
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f) Multiplicacion por potencias de t
Sea una transformada de Laplace L{ f (t)} =F(s).

Se verifica:

n

d
et o} =" {r @) =(4rF 0

Sn

DEMOSTRACION:

Demostraremos la igualdad anterior por induccion. En primer lugar, para n=1, tenemos que

demostrar:
L{tCF (o)} =-F(s)
Para ello, desarrollando la transformada de Laplace:
L{tCF (1) =_[:e‘s‘t OF (t)dt = F(s)
Por otro lado, F(s) se define como:
F(s) =J:e's‘f (t)dt

Derivando esta expresion respecto s, se comprueba la igualdad para n =1:

F'(s) = —J:e‘s‘t OF (t)dt = -L{t OF (1)}

Suponiendo cierta la igualdad para n =k, es decir, tomando como hip6tesis de induccién lo siguiente:

L{t“f @} =(-0"F*(s)
Veremos qué ocurre para n =k +1. Aplicando la definicién:
L{t“ f v =J:e*%kﬂf(0dt

Si derivamos la igualdad de la hipétesis de induccién respecto s tenemos:
d k d —-st k d k k
—Lit f ) =— | e t“ F(t)dt =—(-0)* F™*(s
Hiroh = flert o= (s)

—j: et f (1) =(-1)* F**(s)
—L{tk+1f (t)} :(_1)k F(k+1(s)
L{tk+1f (t)} :(_l)k+1F(k+1(5)

Con lo que queda demostrada la propiedad.
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g) Division por t

f(t
Si existe la transformada de Laplace L{f (t)} =F(s) y existe el limite Iim%, entonces existe la
t-0

transformada de Laplace siguiente:

0f ()0 )
Lgt—g—ﬁz(u)du _f L{f (t)} du

DEMOSTRACION:

f(t)

Sea una funcién g de la forma g(t) = T - t[g(t) = f (t). Podemos calcular la transformada de

Laplace siguiente:

Lt} =y f ()
~G'(s) =F(s)

d
Donde se cumple que G'(s) = d_ L{g(t)} . Integrando a ambos lados de la igualdad:
s

d
-f ot =[Fe© - o) =] Fa
ot} = [Fau

Queda ahora demostrar que el valor de la constante arbitraria A es infinito. Para ello, tomando el
limite de la expresién anterior cuando s — oo se tiene:

limL{g(t) =IAF(u)du =0

S 0o 0

Esta igualdad es nula puesto que en las transformadas de Laplace siempre se cumple:

limL{ f (1)} =o=j:e‘s‘f (t)dt

S0

Asi, para este caso, si la integral se anula es porque los extremos del intervalo de integracion
coinciden, es decir, A =co, con lo que queda demostrada la propiedad.
|

. . . . senx
Ejemplo: Calcular la integral impropia J:—dx.
X

Podemos multiplicar por e™® sin variar el resultado, y luego, haciendo el limite cuando s — 0
obtenemos una transformada de Laplace:

senx _ox SENX . _e SENX - OsenxO
—dx:re —dx=lim| e " ——dx =limLO——0
0 X 0 X 5020 X s-0 [ X a

. . . . - ., osenx .
Para poder aplicar la propiedad anterior es preciso que el limite de la funcion —— exista.
X

Efectivamente:

o senx O . . COSX
lim——=— - L'Hépital - lim—— =1
x-0 X 0 x-0 1
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Podemos por lo tanto aplicar la propiedad anterior:

senx
r—dx = I|mLD—D- I|mrL{sen % du = Ilmr

u+1

sen x o
r—dx = Ilm[arctg u]o =—

Teoremas del valor inicial y valor final
Si existen la transformada de Laplace L{ f (t)} =F(s) y la de su derivada L{ f '(t)} , se verifica:

« teorema del valor inicial (T.v.1.):
I|m f(t)=limsF(s)

S

« teorema del valor final (T.V.F.):
limf(t) = I|ms F(s)

too0
DEMOSTRACION:

Para demostrar los teoremas anteriores, deberemos partir de la transformada de Laplace de la derivada
de la funcion f:

L{f(t) :J:e_Stf'(t)dt =S [F(s) -  (0)

- teorema del valor inicial:

limL{f'(t)} =limsF(s) - f (0)  lims F(s) = f (0) =lim  (t)

|
- teorema del valor final:
limL{f"(t —Ilmre e (t)dt—rf (Dt =lim f (1) -1(0)p
s-0 o-0 Dllmf(t)—llmsEIF(s)
limL{f'(t)} =limsF(s) - f (0) o
|

4.5 Transformada inversa
Si una funcién f es continua a trozos en un intervalo [0,N] y de orden exponencial o, con su
transformada de Laplace de la forma L{ f (t)} =F(s), este L se llama operador directo de Laplace.
Por otro lado, podemaos definir el operador inverso de Laplace de la siguiente forma:
f(t)=L{F (s}

Ejemplo: Dada la transformacion de Laplace siguiente:

L{sen4t} =
s* +16
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Se cumple que:

L0 4 0
L DZ—D:sen4t
Us® +160

O

Todas las propiedades definidas para el operador directo de Laplace se conservan para el inverso, a
excepcion de la transformada de la derivada, que exige que el valor f (0) sea cero:

L™YstF(s)- f(0)} = f'(t) sélosi f(0)=0

La inversa de una transformada de Laplace no tiene por qué ser Unica. De hecho, para funciones que
sean iguales en todo salvo en unos determinados puntos aislados, la transformada es la misma.

Ejemplo: Sean las siguientes funciones:
f (t)=e"

kt

f,(t)=0
(1) a1

si t#2
si t=2

Ambas funciones son claramente distintas. Sin embargo, calculando sus transformadas de Laplace:
Lt} =

1
s—k
1
L{f,(t)} = —
Podemos definir una nueva funcién N, la llamada funcién nula, tal que:
f, (1) = £,(1) + N(1)
Esta funciéon cumple que:

J:N (t)dt =0
En este caso, su valor sera:

oo si t#£2
N(t) = fz(t) - fl(t) :%_em

si t=2
L]
Propiedades de convolucidn
Si existen las transformadas inversas siguientes:
LH{F(s) = (1)
LG} =g(0)
Entonces existe:
L {F(9) (o) = [[1 () Bt -u)du = 1 g
[ ]
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A esta nueva operacion * se la llama producto de convolucidn, y cumple:
flg= g1f

DEMOSTRACION:

En primer lugar demostraremos que existe la transformada inversa del producto de F y G. Para ello,

dadas las siguientes transformadas de Laplace:
F(s)=L{f (1) =J:e_swf (w)dw
G(s)=L{g(t} :J:e‘sz f (2)dz

Hay que demostrar lo siguiente:
F(s)[G(s)=fg

Operando el producto:

F(s) [G(s) :J:e'swf (w)dw Ej: e f (2)dz :J:J: (" f (w)g(2)dwdz

Haciendo ahora el siguiente cambio de variables:

0

0

w=u O
0

z=t-u -u=t-z —u<t -u0otO
0

Jw,z) (1 O O
= = D
Jut) -1 1 0

El producto queda:

J:j;e‘s‘f (W) g(t - u)dudt :j:e‘s‘g;f (U)g(t ~u)duggt = Lﬁ[;f (Wt -wduF= f g

Con lo que se demuestra la igualdad. Para demostrar ahora que fOg= ¢1f , hacemos el cambio:

t—-u=z0O
a
du=-dzg

Queda entonces:

f Og= —ff (t- 2)g(z)dz= J:f (t- 2)g(z)dz= gOf

_ Uee™ O In(s+1)
Ejemplo: Demostrar que Lgr—duaz .
tou s

En primer lugar, definiremos una funcién g como:

-u

g(t):f%du:—Le—du

u
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Con lo que su derivada sera:
-t

e
gt =-—
t

El limite de esta derivada cuando t — 0 no existe:

Lo que nos disuade de intentar resolver el problema aplicando la propiedad de division por t. Sin
embargo, si escribimos:

ty'(t)=—e"

Y aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros, nos queda:

SIS S ] a0)
L{ty ) =L{-e} - 1o} = 5+1~ds(sDL{g<t)} 9(0)) —

En la dltima igualdad, la derivada respecto s de g(0), al no depender g de s, se anula. Con ello,
integrando ambos miembros:

d 1
—sS[G(s) =— - s[G(s) =In(s+1) +A
ds s+1

Aplicando el teorema del valor final:

lim f (t) =limsF(s)

tooo S

lims[G(s) = A
s-0

Al mismo tiempo tenemos, por el teorema del valor final sobre g:

lims[G(s) =limg(t) =0
s-0 too

Igualando ambas expresiones resulta ser A =0. Por lo tanto, la solucion sera:

Uwe™ O In(s+1)
= N =LO —duld=
s[G(s) =In(s +1) — G(s) Lg[m JduE=T
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