4. APLICACION AL ESTUDIO DE VIBRACIONES MECANICAS.

Se trata de estudiar el movimiento de una masa que cuelga del extremo de un muelle.

Se supone que se sitda la masa en reposo,
en posicion de equilibrio.

Se pone el sistema en movimiento , por

ejemplo estirando la masa hacia abajo

una cierta distancia desde la posicién de -~
equilibrio y soltandolaen t=0 con Posicion
una velocidad inicial nula o no, hacia

arriba o hacia abajo.

equilibrio

m

El sistema puede estar en un medio resistente ( por ejemplo agua) que da lugar a una
fuerza de resistencia (podria tratarse también de un amortiguador).

También podrian existir fuerzas exteriores. (Movimiento forzado).

Se sabe , por la Ley de Hooke, que el modulo de la fuerza para producir una elongacion
en un muelle, es directamente proporcional a esa elongacion, para desplazamientos no
demasiados grandes. La constante de proporcionalidad k se llama constante del
muelle. Por tanto el muelle produce sobre la masa una fuerza ( de_recuperacion) de
valor: —k(x +1).

Si la masa esta en reposo en su posicion de equilibrio, es x =0, luego -mg = -kl, es
decir: mg = k.

Por tanto la fuerza de recuperacion para X es: - kx - mq.

4.1 MOVIMIENTO LIBRE NO AMORTIGUADO.

La ecuacion diferencial del mismo sera :
2 2
md—;:mg—kx—mg, esdecir md—2X+kx=0 (5)
dt dt

donde m eslamasay k>0 laconstante del muelle.

La ecuacion caracteristicaes : ms? + k = 0.

Luego s:ii\/K:ii(o con o= 5
m m

Por tanto, la solucion general de (5) es : x=Cicos ot +C; sen mt.

Con las condiciones iniciales: X(0)=xp , x’(0) =g resulta :
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Luego: X(t)=Xgcosot+ —senwt 0=,]—

X =Cq 0 K
Vo =C2(D ® m

La solucion general suele escribirse mejor en la forma siguiente:

_[~2 ~2
1=Aseno A=C1" +Cy

C
Haciendo { , 0sea C resulta:
Co=Acoso (p:arctg_l
C2
X =Asen ¢ cos ot + A cos ¢ sen ot, es decir: x=Asen (ot+ @) | (6).

Se trata de un movimiento sinusoidal ( arménico simple) de amplitud A. Es periddico

por tanto, con periodo T= 2 = 271\/E , es decir, con frecuencia u=i\/E.
) k 2n\m

La constante ¢ recibe el nombre de constante o &ngulo de fase.

Las constantes Ay ¢ dependen de las condiciones iniciales, pero el periodo v la
frecuencia_de la_oscilacién son
independientes de esas condiciones

iniciales.
X
s g (=2
Gréfica: g I\ /\ /\
< \
Ejemplo 9:

Ecuacion del movimiento libre no amortiguado, si la masa es 10 kg., la cte. del muelle
es k = 250 kg/sg® y la masa se desplaza hacia abajo 30 cm y se la suelta con una
velocidad hacia arriba de 10 cm/sg .

Los datos son: m=10kg. ; K =250 kg/sg® ; Xo=+30cm ; Vo=-10 cm/sg

., d2x
Ecuacion : 10—2 +250x =0 .
dt
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Ecuacion caracteristica: 10s?+250=0. Raices; s = * bi
Solucioén general : X(t) = C4 cos 5t + C, sen 5t.

x(0)=30cm = 30=C; [C;=30
X'(0)=—10cm/sg = -10=5C,[Cy=-2

Por tanto: X(t) =30 cos 5t —2sen 5t | donde: tensg.y x(t) encm.

4.2 MOVIMIENTO LIBRE AMORTIGUADO

Supdngase ahora que el sistema esta en un medio resistente, o que existe una fuerza de
amortiguacion que actla sobre la masa. Supongase también que la fuerza de
amortiguacion es proporcional a la magnitud de la velocidad de la masa, aunque de

. . dx . . .
sentido opuesto, es decir: — ra (r >0) siendo r la constante de amortiguacion o

de resistencia del medio ( cuando la velocidad es pequefia). Por ultimo se supone que no
existen fuerzas externas ( movimiento libre).

Por la segunda ley de Newton, la ecuacién del movimiento sera :

2
md—X+rd—X+kx=0 m,r,k>0.| (7)
dt2 dt
-, - 2 , r 1 2
Ecuacion caracteristica: ms“+rs+k=0. Raices : s=———+—/r“ —4km..
2m  2m

1) Caso primero : r2<4km  Movimiento oscilatorio o subamortiguado.

Dos raices complejas conjugadas de la ecuacion caracteristica.
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A \\ Pseudoperiodo
™,
~ . (-rt/2m)
~ X=A €
- \ .
My
x / - — —
\/ S t
" !
e
/
-AY \ (-rt/2m)
x=-A e
Bl
Solucién general :  x(t)=Ae2M (C; cosot+ C, senot)
it
0 como Yya se ha visto : x(t)= Ae2M sen(wt+¢ )| (8)

El factor exponencial suele llamarse factor de amortiguamiento, o amplitud variable con
el tiempo. Dicho factor tiende a cero cuando t — o . El factor sen (ot+¢) produce la
oscilacion periddica. En total, se trata de un movimiento oscilatorio donde las
oscilaciones son cada vez menores. Véase grafica.

. . . L. . 21
El pseudoperiodo, o intervalo de tiempo entre dos maximos consecutivoses T=— vy la
(O]

. ()]
pseudofrecuencia v:2— )
T

Al aumentar la amortiguacion o resistencia, disminuye , luego aumenta el
pseudoperiodo y disminuye la pseudofrecuencia.

2) Caso sequndo : r? = 4km. Movimiento criticamente amortiguado

., e , r
La ecuacion caracteristica tiene solo una raiz real doble: s=- —

2m
L
La solucion general es: x(t)=e 2M (Cq+Cyt)
Es lim x(t) =0. No hay oscilacion
t—>w
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El movimiento se dice criticamente amortiguado, por que si disminuyese r, se presenta ya
la oscilacion.

La representacion del movimiento es una de las tres figuras siguientes, dependiendo de
las condiciones iniciales.

X X

3) Caso tercero: r? > 4km Movimiento sobreamortiguado.

La ecuacion caracteristica tiene dos raices reales distintas s; y s, (ambas negativas).

Solucién general x(t)=Cqpe%tt 4+ Cc, e%2t,

Como s; Yy S, son negativos, resulta @ lim x(t)=0.
t—>o

El amortiguamiento es tan grande que no hay posibilidad de oscilaciones. La
representacion del movimiento tiene tres posibilidades , andlogas a las del caso anterior.

5.APLICACION A UN MODELO DE CIRCUITOS ELECTRICOS.

Se va a considerar un circuito RLC en serie, sin fuerza electromotriz ( bateria o
generador), es decir un circuito como el mostrado en el esquema, con una resistencia R,
un inductor con inductancia ( 0 autoinduccion) L y un condensador de capacidad C.

Supdngase que el condensador esta inicialmente cargado y en un momento dado se
cierra el circuito. (Como se realiza la R

descarga del condensador?.

Se demuestra que la carga q(t) del
condensador y la intensidad de corriente L
I(t) en el circuito, obedecen
respectivamente  a  las  ecuaciones
diferenciales : *
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2 2
L9490, R4, L0 0 | (9) LU BT
dt? dt C dt? dt C

( En general se medira la resistencia en ohmios(Q2), la inductancia en henrios (H), la
capacidad en faradios (F), la carga en culombios y la intensidad en amperios.)

Estas ecuaciones son formalmente iguales a la (7) que describe el movimiento libre
amortiguado, sin mas sustituir los pardmetros m, r, k de (7) por L, R, 1/C
respectivamente. Luego :

R
- Si R2<AE:—L la descarga es oscilante q(t)=Ae 2L sen(wt + @)
1 R?
con: =, ——
LC 412
. 2 _ 4L .
-Si R ZF la descarga no es oscilante.
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