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Este curso esta basado del curso EDO de la Universidad de la Rioja (ver material docente) con
algunas modificaciones y otras cosas (algunos dibujos en Matlab...)

Lunes 28.07.2003/Lunes 26.07.2004/Martes 24/07/2007

1 Introduccion, definiciones y ejemplos de EDO

1.1 Introduccion

En el calculo diferencial, uno define una funcion y que depende de una variable Xx.

El valor de la funcion y enel punto x es y ( x ).
Su derivada % =y estambién una funcion.

X

Por ejemplo, si y ( x )=e " entonces %:y'(x)z—Zw‘Xz ——2xy(x).

X

El problema que vamos a ver aqui no es de calcular derivadas de funciones, sino de hallar una
funcién y que satisfaga la ecuacion:

y (x)=—2xy(x)
que vamos a llamar ecuacién diferencial. Hallar tal funcién es resolver una ecuacion diferencial.

Desde ahora, vamos a considerar solamente una variable x, asi que muchas veces vamos a omitir
el (x ) en las expresiones de y, asi que vamos a simplificar las notaciones de la manera
siguiente:

y =-2Xxy

1.2 Definiciones

Una ecuacién diferencial es una ecuacion que relaciona una funcion y
y sus derivadas y ', y , ... con su variable independiente x.

y se llama la variable dependiente, x la variable independiente.

Se dice que una ecuacion diferencial es ordinaria cuando la funcion y depende de una sola
variable independiente x. La notaremos EDO.

Si la funcién y depende de mas de una variable independiente, se define las derivadas parciales

respecto a estas variables y se habla de ecuaciones en derivadas parciales.
Aqui solamente vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias.
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1.2.1 Ecuacion diferencial ordinaria explicita

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es explicita cuando su expresion es del tipo:

@21y y(M ot y®),y ®), Y (x),y D) |

f es una funcién f : D < R™ — R donde D es un subconjunto (generalmente abierto) de R™. x

es una variable independiente (por ejemplo podria ser el tiempo)
y es una funcion n veces continuamente derivable: es la variable dependiente, solucion de la
EDO (1.2.1.1).

nveces

Tenemos la notacion: ddy—x(n):y(n)(x):y-f-(x)

donde n es el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion y se llama el orden de la
ecuacion diferencial.

1.2.2 Ecuacion diferencial ordinaria implicita
Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es implicita cuando su expresion es del tipo:
(1221)  Flx,y(x),y ),y (), y"(x)]=0

F es una funcién F :1 = R™? — R donde I es un subconjunto (generalmente abierto) de R™?.

1.2.3 Ecuacion diferencial ordinaria lineal

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal cuando su expresion es del tipo:

d d"
a,(x)y+a, ()8 v, ()9 2 g(x)

1.2.4  Ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal homogénea cuando g( x )=0
Cuando tenemos una ecuacion lineal, se llama ecuacion lineal homogénea asociada la ecuacion
inicial en la que se ha hecho g( X ): 0. Veremos después la utilidad de tal denominacion.
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1.25 Ecuacion diferencial ordinaria exacta de primer orden

Una EDO exacta de primer orden es una EDO explicita de la forma:

0 Sea:

que cumple

P(x.y)

Vo Y= m500y)

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

o, - 2P
_ y
P,=Q,| con 20
Q=">
OX

1.2.6  Problema de Cauchy o de valores iniciales

Augustin Louis Cauchy (Paris 21 de agosto 1789-
23 de mayo 1857) matematico francés.

Cauchy fue pionero en el analisis y la teoria de
permutacion de grupos. También investigo la
convergencia y la divergencia de las series infinitas,
ecuaciones diferenciales, determinantes, probabilidad
y fisica matemética

En 1814 el publicé la memoria de la integral definida
que lleg6 a ser la base de la teoria de las funciones
complejas. Gracias a Cauchy, el analisis infinitesimal
adquiere bases solidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcion, de limite y de continuidad en la
forma actual o casi actual, tomando el concepto de limite como punto de
partida del andlisis y eliminando de la idea de funcién toda referencia a una
expresion formal, algebraica o no, para fundarla sobre la nocion de
correspondencia. Los conceptos aritméticos otorgan ahora rigor a los
fundamentos del andlisis, hasta entonces apoyados en una intuicion
geométrica que quedara eliminada, en especial cuando mas tarde sufre un
rudo golpe al demostrarse que hay funciones continuas sin derivadas, es
decir: curvas sin tangente
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Para resolver una EDO, hay que seguir dos etapas. Una primera etapa para encontrar una
solucién general, y una segunda etapa para encontrar una solucion particular. Esta segunda
etapa sirve para determinar la(s) constante(s) de integracion que aparece(n) en el proceso de la
primera etapa. Una solucion particular puede corresponder a una condicion inicial.

El problema de Cauchy consiste en encontrar una solucion completa a una ecuacion diferencial
ordinaria (0 sea una solucion general méas una solucién particular).

1.3 Ejemplos

1.3.1 Desintegracion de elementos radioactivos

Notemos N(t) el nimero de elementos radioactivos al instante t. Estos elementos se van a
desintegrar con el tiempo. Suponemos que la variacion de este numero por unidad de tiempo
decrece de manera proporcional al nimero N presente (no se sabe, pero es la manera mas simple
y natural de describir tal fenémeno).

dN(t)=—AN(t)dt
que vamos a escribir de manera mas simple:
(1.3.1.1) dN =— A4 N dt con 1>0

Miércoles 25/07/2007
Ponemos un menos para decir que el nimero disminuye con el tiempo (decrecimiento).

N o
N
Vamos a integrar: IN[N]=- At + Cste
0 sea: N =g “At+Cste _ g Cste o —4t

Vamos a ver una manera de determinar la constante. Si conocemos el nimero inicial de
elementos radioactivos, o sea si conocemos N al instante t = 0 y si lo denotamos N, vamos a

tener:
N(t:O ): N0 :eCste e—ﬂo :eCste
Entonces tenemos: N(t)=N,e™"

Se llama semi vida T el tiempo requerido para reducir la poblacion inicial de protones a la mitad,
oseaparat=T,tenemos N (t=T)=Ng/ 2.

In(2)

Entonces: —2 =N,e*"oseaT ==

Otra manera de notar (1.3.1.1) es: %—T =—AN

0 Sea

MA26A Page 6 21/08/2007



dN
dt

Es una ecuacion diferencial simple.

Vemos que en el proceso de resolucion de la EDO, es necesario determinar una constante. Esta se
puede conocer con condiciones iniciales. Pero en realidad, se podria de la misma manera
determinar la constante con otras condiciones (no necesariamente iniciales).

Ejercicio: determinar en el ejemplo precedente el valor de la constante para un valor N de N,
para el tiempo t=1/4. ;Cual es la relacion entre N, y N,?

Respuesta:

N
N(t=1/1)=N,=e“e*'* Entonces: N(t) =eN,e "'y N, =—2

e
Es un ejemplo donde se determina la constante con una condicion que es diferente de una
condicidn inicial.

1.3.2 Circuito eléctrico

Capacitor (Condensador) C: U_. =q

Resistor (Resistencia) R: U, =Ri=-R z—?

Tenemos un circuito en serie de un resistor R, de un capacitor C. Suponemos que el capacitor se

descarga en la resistencia. Tenemos R Z—? +9=0,0sea

1
da, 1.9
at ‘rY

que es similar a la ecuacion previa. Tenemos : q (t ) =Q,e ®
Miércoles 28.07.2004

1.3.3  Mecénica
Resorte k: E =—k ; (es como el capacitor)

Si se aplica una fuerza F que se pone a un resorte de rigidez k, la variacion de longitud del resorte

- -
respecto a la posicion de equilibrio debido a esa fuerza sera denotada X, entonces: F =—k x

N

Amortiguamiento: F =—- A1 x (como el resistor)
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Un amortiguamiento (damping en ingles) tipico A opone una resistencia proporcional a la
velocidad relativa:

N
.

Ez—ﬂx

k
Al equilibrio: /1%+ k x=0. Lasoluciénes: x(t) =x,e *

Resumen: una ecuacién con una derivada de orden 1 es muchas veces relacionada con la nocion
de atenuacion (resistor en electricidad, amortiguamiento en mecanica) es decir responsable de un
régimen transitorio. Veremos que una derivada de orden 2 seré relacionada con la nocion de
oscilacién (la self o inductor L en electricidad, la masa en mecanica) correspondiendo a un
régimen permanente.

Electricidad Mecanica
L (inductor) M (masa)
R (resistor) A (amortiguador)
C (capacitor) k (resorte)

Dibujo en matlab:

g

L1

t=0:0.05:5;

n0 = 1000 ;

lambda=1;

n=n0*exp (-lambda *t) ;
plot(t,n);

g

848858 8 8

8

05 1 15 2 25 8 35 4 45 B

=

=

g

t=0:0.05:5;

n0 =1000 ;

lambda =2 ;

n=n0*exp (-lambda *t) ;
plot (t,n);

EEEEEEE 8

L1} 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

= E

t=0:005:5; a0l
n0 =500 ; il
lambda =2 ; -\
n=n0* exp (-lambda * t) ; =\
plot (t,n); =\

o B
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VVamos ahora dibujar en un mismo grafico varias soluciones para diferentes condiciones iniciales:

%
%
%
%
%

t

Ejemplo de solucion de la ecuacion: n = n0 * exp (-lambda * t )
para diferentes soluciones iciciales: vamos a tomar por ejemplo:
n0=1000
n0=2000
n0=3000

: 0.05 : 5 ; %Definimos el vector tiempo

lambda = 2 ;

n0 = 1000 ; % Primera condicion inicial
n=n0 * exp (-lambda * t ) ;
plot (t , n) ;

hold on; %Para dibujar varios graficos en la misma figura
n0 = 2000 ; % Segunda condicion inicial

n=n0 * exp (-lambda * t ) ;

plot (t , n) ;

hold on; %Para dibujar varios graficos en la misma figura
n0 = 3000 ; % Tercera condicion inicial

n=n0 * exp (-lambda * t ) ;

plot (t , n) ;

3000

2500 - i

2000 B

1500 i

1000 B

500 - B

. . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
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Viernes 30.07.2004
2 EDO explicitasdeorden1l: y =f(x,y)

2.1 Definicién y propiedades

Una EDO de primer orden corresponde a n = 1. Se puede escribir de dos maneras diferentes

(explicita o implicita):
{y =f(xy) 2.1.1)
F( X,Y,Y ):0

En una primera etapa, vamos a ver las ecuaciones explicitas de primer orden :y = f ( X,y )
Encontrar una solucion de una EDO de primer orden, es encontrar una funcion y(x) que verifica
una de las dos formulas (2.1.1). En realidad, no se sabe resolver todas las ecuaciones
diferenciales. Solamente se sabe hacerlo para algunas de ciertos tipos que vamos a ver ahora.

Vamos a ver diferentes casos particulares.

2.2 EDO explicitade laforma: y =f (x )

y =f (x ) eslaecuacion diferencial la mas sencilla que puede pensarse.

La solucién general de tal EDO de primer orden es:

y(x)=[ f(x)dx +Cste

Una solucién particular puede determinarse fijando una solucién. Por ejemplo digamos que para
X = Xo, la funcion y toma el valor : & (Xo ) = Yo En este caso vamos a tener:

Y(X):LZ f(X)dX *+ Yo

2.3 EDO explicita de orden 1 de variables separadas : Q(y )y =-P(x)

Son ecuaciones exactas donde P( x, y ) depende solamente de x, que notaremos P( x )y
donde Q( X,y ) depende solamente de y, que notaremos Q( y ) asi que son del tipo:

P(x)dx+Q(y)dy=0
0 sea:
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Vamos a ver que estas ecuaciones son muy sencillas de resolver, asi que para resolver una EDO,

intentaremos, siempre que se pueda, de llegar a una ecuacion de variables separadas.

Se pueden resolver simplemente integrando:

[ P(x)dx+[ Q(y)dy=Cste

3

Ejemplo: Resolver y - X

2

Podemos expresar esta EDO de la manera: x* dx + y* dy = 0

Solucién general: integrando, tenemos directamente:

Vamos a tomar una constante Cste de tal manera que
guedamos con numeros reales: —

x=0:0.01:10;
C =10000;

d=1/3;
y=(3*(C-1/4*x ")) . d;
plot (X, y);

2.4 EDO reducibles a ecuaciones de variables separadas

Casol: P(x,y)dx+Q(x,y)dy=f(x)g(y)dx+f(x)g,(y)dy=0

Si se divide por f,(x )g,(y ), se obtiene:

dx s 2(Y),

f,(x) a(y)

que se puede resolver como el caso precedente:

y=0

J‘ fl(X) dX+J- %dy=05te

fz(x) y)

MA26A Page 11
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fi(x)
f,(x)

gz(y).

siempre que exista una primitiva de
a,(y)

y de

Miércoles 30.07.2003

y
1+x2

Ejemplo 1: Resolver y =—

Podemos expresar esta EDO de la manera: (1 + x %) dy +y dx =0

Solucién general: se divide por y (1 + x ) y asf: . ! > dX+ % dy=0
+ X
Se integra: I ! d x+J id y = Cste
1+ x? y

arctg ( x )+ In y =Cste
Notemos la Cste como un In de otra cste; Cste=InC
Iny —InC = - arctg (x)

y
In| = |=-arct
n C) arctg (x)

y = C e—arctg(x)

x=-1:0.01:10; _
C=10;
y= C*exp(-atan (X)) ;

plot(x,y);

Ejemplo 2: Resolver y =y cos ( x )

Se puede escribir de la forma: L dy = cos( X )d X , integrando tenemos:
y

In(y )=sen( x )+ Csteosea y =e*"*)** _sj notamos K =e*, entonces tenemos

yzKesen(x)
x=-10:0.01:10;
cC=1;
y=C*exp(sin(x));
plot (x,y);

MA26A
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Jueves 26/07/2007

2.5 EDO explicitadelaforma: y = f (ax+by)

Sia=0:y =f ( by ) . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver.

wn

ib=0:y =f(ax).EsunaEDO de variables separables. Sabemos resolver.

Si_ab = 0. Hacemos el cambio de variable: .

Entonces tenemos: dz =a+ bﬂ =a+by
X d x
dz
H_a dz
0 sea: y = n :f(z)yaza+bf(z)
dz
dx=
X a+bf(z)
X:J-L:(D(z):d)(ax+by)
a+bf(z)

Asi tenemos una funcion y solucion de la EDO en funcion de Xx.
Ejemplo : Resolver y =e*e’ -1

Tenemos: y =e**Y —1. Hacemos el cambio de variable:z=x+y .

Asi %:lﬁ- y =e’,oseae “dz=dx. Integrando, tenemos — e * = x + Cste o sea:
X
e "V = x+Cste
In(—x—Cste)=—x—y
es decir que la solucion es : y=—x—In(—x-Cste)
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clear all; close all;

x = -5 1:0.001 : 20 ; sl
C =-10.0 ;

y = -x -log (abs(C ( - x - C))) ;
p

lot ( X ,Yy) ;

151

20|

-25
-5

Lunes 02.08.2004

2.6 EDO explicita de la forma :

y =f (%) 0 homogénea

La ecuacion de tipo y = f ( Y| se llama EDO homogénea.
X
Hagamos el cambio de variable : |u = % .
Tenemos Yy = Xu
. L du

y derivando respecto a X tenemos: y =u+ X ax

du
Notemos f(u)=u+x—:.

dx
O sea u x=f ( u )— U que es de variables separadas.

e Sif(u)=u:

du
entonces ———— =

f(u)-u x
. J’d—“ = In( X j
Integrando tenemos: f ( u )_ u Cste

osea x=Cstee®") con @d(u ):j%

. x = Cstee (4
Entonces tenemos el sistema:

y =Cste ue®)

Se puede dejar asi o escribirse también de la forma: x = Cstee ®1V/*)
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20

21/08/2007



15

De alli se puede encontrar una funcion H tal que: u=H (x, Cste ) y asiy =x H (x, Cste ).

Miramos un caso particular: Si conocemos un up que satisface f (up ) = up. En este caso es facil
mostrar que y = Up X es solucién de la ecuacién inicial porque

y':u0=f(u0):f(lj.

X

Esta solucion no se obtiene con un método general pero las que salen asi de manera particular se
Ilama una solucién singular.

e Sif(u)=u:

entonces y = f (ljzl
X X

que es una EDO de variables separables que ya se sabe resolver.

_y?2
Ejemplo : Resolver y = ZXVTY

Hacemos el cambio de variable: y=ux.

2
Tenemos y':ﬂ—{l} =2u—u’.
X X

Como y =u X+ U, sustituyendo tenemos u Xx+u=2u—-u’0seau X=u-Uu’.

du dx . 1 A B
> = — . Para integrar, descomponemos = —+—.
u-u X u-u u 1-u

Seencuentra: A=1yB=1.

e Siu=u?:tenemos

Integrando, tenemos: In(u )—In(1—u)=In| = |osea —— == es decir: YIX__X pe
C 1-u C 1-y/x C

XZ

C+x

eso: Cy=x(x—y ),sealy=

e Siu=u’:esdecirsiu=0ou=1

se tiene las soluciones singulares y = 0 y también y = x.
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Xx=-10:0.01:10;

C=1;

y=x."r2 .J(C+x);

plot (x,y), axis ([-10 10-100 100]) ;

Viernes 01.08.2003

fci , b
2.7 EDO explicitade laforma: y = f( X+ y+¢ j
a, x+b,y+c,

Vemos que este caso corresponde a una EDO reducible auna EDO detipo: y = f ( % J :

Enel plano (x,y), laecuacion a, x+b, y +c,=0es unarecta 1.
De igual manera, la ecuacion a, x+b, y + ¢, =0 es una recta 2.
Vamos a distinguir dos casos:

Caso 1: estas rectas se cortan en un punto ( X0 Yo )

Eso significa que el punto ( Xo» Yo ) verifica las ecuaciones de larecta 1 o sea :

a, Xo+b,y,+c,=0
y de la recta 2 o sea:
a, X,+b,y,+c,=0

y que se cortan en este punto o sea :

a, Xg+b,y,+c,=a,x,+b,y,+cC,.
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Entonces la EDO se escribe:

Y= f a, Xx+b,y+c, _ a, Xx+b,y—a, x,-b,y,
a,x+b, y+c, a,x+b,y—-a,x,—-b, vy,

B al(x—x0)+b1(y—yo)

y = (az(x—xo )+b2(y—yo)]

. . X =X=Xq
Vamos a hacer los 2 cambios de variable :
Y=y-Y,

. a, X+b, Y a,+b, Y/X
Asitenemos:Y:f(#J f ﬁ—1J=9(Y

= —) que ya sabemos resolver.
a, X+b,Y a,+b,Y/X X

Caso 2: estas rectas son paralelas.

Eso significa que :

a,=Ka,yb,=Kb,|

. a, x+b,y+c a, x+b,y+c
Entonces tenemos: y = f : AN = f : AN
Ka, x+Kb,y+c, K(a1x+bly)+c2

Hagamos el cambio de variable: [z=a, X+ b, Y|

z+c,

Entonces: z':ﬂ: fl ——
dx Kz+c,

J que es una EDO de variables separadas que ya sabemos

resolver.
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Ojo. Una manera rapida de ver si dos rectas son paralelas es decir que sus vectores direccionales
son paralelos. Si tenemos la ecuacion a, x, +b, y, +c¢, =0, los puntos Ay B definen un vector

C, 0 y
enladireccionde larectal. A/| a, y B,|_Ci.Entonces .
0 b,
Cl
w A w A
AB, ¢ oseaun vector paralelo A,B, 1
1 —_——
b, b,
1
. A - .
De igual manera, un vector de la recta 2 sera: A,B, 1 Las dos rectas son paralelas si sus
b,
1 1
K=
. A al az a'2 - K al
vectores direccionales son paralelos o sea: 0 sea
1_ gt b, =K b,
b, b,

Miércoles 04.08.2004 / Martes 31.07.2007

Ejemplo 1 : Resolver y =— 2x+4y-6
X+y-3

Esta relacion no esta satisfecha aqui, entonces las dos rectas se cortan en el punto que satisface:
—2X,+4y, —6=X,+Yy,-3
—-2X,+4y, -6=0
Xo+Yo—3=0

Se puede mostrar facilmente que ( x,, y, )=(1,2).

Entonces tenemos: _T2X+AY+2X,—4Y, __Z(X_X0)+4(y_yo)
T X+y-X—Yo (=% J+(y-yo) °

Hacemos el cambio de variables: [u=X—-X,| Yy [V=Y—Y,l|.
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, . =2u+4v =2 +4vlu
Asi:v = =
u+v 1+v/u

Hacemos otro cambio de variable: |z =Vv/u|.

oL - du .
Entonces: v=zu dealli:v =z u+z porqued—:u =1.
X

-2 +4z . dz 7°-37+2
= ————(ue se puede escribir: - —u=——-——.
1+7z du z+1

Entonces v = z u+z

Tenemos que analizar dos casos:
Casol: 2> -3z+2=0.

(z+1)dz du
Tenemos: - —————=—
z°-3z+2 U

(z+1) A, B

22 -32+2=(z-1)(z-2) entonces: — zz—3z+2:(z—l) (z-2)

Podemos mostrar facilmente que A=2y B =- 3.

2
Integrando, tenemos : 2In(z—1)—3|n(z—2)=|n(%j 0 sea u:Cﬂ.

(z-2)

Como z=v/u tenemos: C (v-u)*=(v-2u)®osea:|C(y-x-1)"=(y-2x)°

Caso2: z°-3z+2=0

Tenemos 2 casos:

z,=10sea v=uosea
Z,=2 oseav=2uosea

Lunes 04.08.2003
Ejemplo 2 : Resolver y' :X_—y_l2
X—y—

Hacemos el cambio de variable: .

MA26A Page 19
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Tenemos z =1-y

z-1
7-2

asi: 1—z =

osea: (z-2)dz=-dx.

Integrando: %22—22=—X+C0 %(z—z)zz—x+K.

Como z =x—y tenemos como solucién las soluciones de : (x—y -2 )* +2x=2K o sea:

y=x-2+,2K-2x

clear all; close all;

x =-50 : 0.01 - 10 ;

C =10 ;

y= Xx-2 -sqrtCabs(2*C-2*x)

plot ( x , y,"-b" ),xlabel("x") ; %dibujar en "blue® fino
hold on;

y= X-2 +sqrtCabs(2 *C-2%*x)

)

)

plot(x,y,"—-+r"),ylabel("y(x) "), title("Solucion de: dy/dx=(x-y-1)/(x-y-2)");
%dibujar en "red" grueso (porque cruzes cercanas)

x-y-2)

Solucion de: dy/dx = (x -y - 1)/

10 \

y(x)

10

50t i
60 i
_70 | 1 |
-50 -40 -30 -20 -10
X
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2.8 EDOdelaforma: y =f(x,y)conftalque f(Ax,A%y)=2""f(x,y)

e Sia=0,tenemos y =f (x,y)=4f(4Ax,y). Tomando A =1/x tenemos
y =1/x f (1,y ) que es una ecuacion en variable separadas.

o Sia=1,tenemosy =f(x,y)="f(Ax,Ay)="f (1%) que ya vimos

a

e En los otros casos, hacemos |y = z

Derivando, y = 2%z = f (x,z° )

a-1 a
03ea:z'=£(1) f(x,z“):lf[lx,[lj zanlf[ﬁ,lj
al\z a |z z a \z

que es una EDO homogénea.

2.9 EDO homogenea de grado k

EsunaEDO de laforma y = f (x,y ) con f tal que:

f(ax,Ay)=a%F (x,y)

Se dice que f es homogénea de grado k.

El caso particular k=1, y = f (x Y ) es homogénea si se puede escribir de la forma:
ng(lj
X

y
|

Se resuelven con el cambio de variable: |z =

Viernes 06.08.2004

ﬂ

2

Ejemplo: resolver: y = ZL -3

X oy

Vamos a notar f (x,y )=L—3£2(.
2 X y
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a 3/2-3a
Calculamos f (/1x,/1"’ y ): ATY g NAX e [L_3M)

2 X ( a y)2 2 % ¥
Esta expresion vale f (X Y )=2_yx - £)2(para 3/2 - 30=00seac =1/2.
Hagamos el cambio de variable : y=z"?
Entonces y :%2—1/2 7' :%_3§

1

. Z 7\ 2

osea:z =——-6|— .
X X

. ) z
Hacemos otro cambio de variable: u=—.

X
Dealli, zZ =u+xu =u—-6u""2.
_}us/z
. . x=Ce ?®
Es una EDO a variables separadas, asi que tenemos: Lo
y=(Cuj'?e '

clear all; close all;

figure(l)

u=0:0.01 - 100 ;

c=1;

X=C*exp ( -1/9 * u .~M.5 ) ;
y = sgrt (x .* u) ;

plot ( x , y,"-b" ),xlabel ("x"), ylabel("y(x)"), axis([0 3 0 3]);
hold on;

c=2;

X=C*exp ( -1/9 * u .~M.5 ) ;
y = sgrt (x .* u) ;

plot ( X , y,"—+r" )

hold on;

cC=3;

X=C*exp ( -1/9 * u .~M.5 ) ;
y = sgrt (x .* u) ;

plot ( X , y,"-.g" )

Se genera una figura con 3 valores de la constante C:
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y(x)

Miércoles 01.08.2007
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2.10 EDO de la forma : y':-—P(X’y
Q(x,y

Se puede también escribir y = 2— %Y ) gsea
X

(2.10.1) [P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

2.10.1 EDO exactay funcion potencial

oP

Py =a—

Se dice que esta EDO es gxacta si cumple ademas |P, =Q,| con 8(}3
Q="

oX

Para resolver tal ecuacion (2.10.1), vamos primero comentar algunos puntos. Suponemos de
antemano que P y Q son de clase C* (continuas con derivadas parciales continuas) en su dominio
donde esta definido (un abierto de R?).

Demostracién: Suponemos que podemos encontrar una funcion F ( X,Y ) en la que su
diferencial sea :

dF(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
entonces la ecuacion diferencial tendrd como solucion:
F(x,y)=C
donde C es una constante respectoax yy.
Se necesita 2 cosas:

1. encontrar bajo que condiciones impuestas a P y Q tiene lugar una funcion F tal que su
diferential total sea exactamente P( x,y )dx+Q(x,y )dy
2. si dichas condiciones son satisfechas, determinar realmente la funcién F.

Por razones de calculo, tenemos:

dF:g—l):((x,y)d x+g—;(x,y)d y

MA26A Page 24 21/08/2007



25

de modo gque tenemos por inspecciones:

oF

a(x,y)z P(x,y)
OF
a—y(X,Y)= Q(x,y)

Vamos ahora a derivar P respecto ay y Q respecto a x:

oP _ 0°F 0Q _ 0°F
a—y(x,y)— ayéx(x,y) y o o(xy)= aXay(x,y)

Por calculo, tenemos:

%F %F
ayax(x’y)_ axay(x'y)

entonces tenemos:

oP ~Q
) a—y(x,y)— aX(x,y)

que es la condicién que debe satisfacer la ecuacion (1) para que sea exacta.

Al revés, ahora mostramos que si la condicion anterior se satisface, la ecuacion inicial es exacta.
Sea ¢ ( x,y ) una funcion para la cual:

Z—f(x,y)=P(x,y)

2

entonces ;ygx(x,y): %(x,y).

2
Como (2) es satisfecha, tenemos: 8ay gx (x,y)= %( X,y )= 2—2( X,y )

Integramos respecto a X (mientras y se mantiene constante):

el _
ay(><,y)—Q(><,y)+B(y)

donde B(y) es una constante respecto a x (pero que puede depender de y).

Ahora si tomamos como funcion F: F (x,y )= o(x,y )-[B(y)dy
entonces tenemos
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dE =22 4x+ 9% 4y B (y)dy
0 X oy
dF =P dx+[Q+B(y)]dy—B (y)dy=Pdx+Qdy
De aqui concluimos que la ecuacion (1) es exacta, y terminamos una demostracion enunciado.

Otra manera de ver: Una expresion diferencial P(x,y )dx+Q( x,y )dy es una diferencial
cerrada en una region R del plano xy si se verifica: P, (x,y)=Q,(x,y ) paratodo (x,y).

Se dice exacta si ademas existe una funcion F ( x, y ) tal que Z—F( X,y )=Py
X

oF
ay
dF = P( X,y )d X+ Q( X,y )d y. F es unica (salvo constantes) se Ilama funcion potencial. El

teorema de Schwartz sobre igualdad de derivadas cruzadas nos asegura que cualquier diferencial
exacta es cerrada.

(x,y)=Q paratodo (x,y ).Otramanera de decir es que el diferencial de F es :

Entonces, una ecuacion diferencial exacta es una expresion igualada exactamente a cero. Si
P( X,y )d X+ Q( X,y )d y =0, entonces existe una diferencial F que verifica d F =0. Su

solucion es: F ( X,y ): C, (con C una constante arbitraria respecto a x e y).

El problema entonces es hallar F tal gue g—F( X,y )=Py g—F( X,y )=Q
X y

0 Sea vamaos a empezar a integrar respeCtO aX:
F(x,y)=[P(x,y)dx +o(y)

donde (p( y ) es la constante de integracion respecto a x (entonces puede depender de y).

Debemos verificar la segunda condicion :

Entonces 0 (y)=op(y)=Q(x.y)- = [P(x,y)dx,

Como es independiente de X, su derivada respecto a y debe ser cero.
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Lo vamos a verificar :

ety fpixyax)-

OX
) 2 ( 6 0, 0(2 _0Q _oP_
a(Q(x,y))—a[a—yjP(X,y)dX]—axQ ay(aXIP(X,)/)dx] ox  ay 0

porque P, =Q,.

Una vez que se conoce ¢ (y ), integrando se deduce ¢( y ), y sustituyendo su valor, llegamos
a la funcién potencial F ( x,y ). Asi tenemos todas las soluciones |F ( x,y )=C

Miércoles 06.08.2003 / Lunes 09.08.2004
Ejemplo: Resolver: 3y +e*+(3x+cosy)y =0

Vamos a poner la ecuacion de la forma

Pdx+Qdy=0
con P(x,y)=3y+e"
y Q(x,y)=3x+cosy.

Verifiquemos si la EDO es exacta, es decir si la condicion P, =Q, es satisfecha.
Tenemos P, =3=Q,.

Entonces la ecuacion diferencial es exacta.
Buscamos la funcion potencial F tal que:

dF(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

Como dF:g—i(x,y)dx+g—§(x,y)dy

tenemos por inspeccion:

%Eix,y)=3y+ex

Integrando respecto a x, tenemos

F(x,y)=3yx+e*+o(y)
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Derivando respecto a y, tenemos:

%(x,y):3x+—dz(y)=Q=3X+005y
es decir OIgo(y)=cosy
dy
Integrando tenemos: p(y)=seny+C.

La solucion es :

F(x,y)=3yx+e*+seny+C=K
0 sea simplemente

3yx+e”+seny=C,| con C, una constante.

Jueves 02.08.2007

2.10.2 EDO no exacta y factores integrantes

Una EDO no exacta puede ser dificil de resolver. Una manera para intentar resolver tal EDO no
exacta es transformarla en una EDO exacta, por ejemplo multiplicando la EDO inicial por un
factor u(x,y ).

Es decir, si la ecuacion:
(1) P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 noes exacta,

una posibilidad para resolverla es ver si es posible encontrar una funcion u ( X,y ) (no nula) tal
que:

2 wu(x,y)P(x,y)dx+u(x,y)Q(x,y)dy=0 seaexacta.

Como las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, sus soluciones seran las mismas. Si (2) es exacta,
la podremos integrar gracias a la funcién ( X,y ) , por eso esta funcion se llama un factor

integrante.

La pregunta ahora es: ;Como encontrar tal factor integrante? Lamentablemente, no hay un
método general para encontrar factores integrantes. Se puede encontrar tal factor integrante
facilmente solamente para algunos casos que vamos a ver ahora. Pero hay que ver que no se trata
encontrar todos los factores integrantes posibles. Basta encontrar uno que transforma la EDO
inicial no exacta en una EDO exacta. Es por eso que siempre se va a escoger un factor
integrante EL MAS SIMPLE POSIBLE. Eso significa que cuando vamos a encontrar una
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constante de integracion al integrar el factor integrante, vamos a escoger la constante la mas
simple posible (por ejemplo 0 0 1). Vamos a ver como encontrar factor integrantes simples.

Casol: u(x,y)=u(x)

Queremos que la ecuacion:

u(x)P(x,y)dx+u(x)Q(x,y)dy=0 seaexacta

0 sea que verifique:

S G0PGoy) =l (x)R(x,y)]

0X

Derivando, tenemos:

p(x)P,(x,y)=u(x)Q(x,y)+u(x)Q,(x,y)
u(x )P, (x.y)-Q,(x,y)|=u (x)Q(x.y)

,u'(X) Py(x,y)—Qx(x,y)

u(x) Q(x,y)

Eso es posible si este coeficiente depende exclusivamente de X.

Py(x,y)-Qx(x.,y)
Q(x,y)

Notamos h( x )= a este coeficiente. Entonces:

Caso2: u(x,y)=u(y)

Es el caso simétrico del caso anterior.

Entonces tenemos: x(y )=e!*** con g( y):QX(

Caso 3: Otros casos.

Aparte de los 2 casos anteriores, se puede intentar varios factores integrantes, imponiendo ciertas
condiciones restrictivas, como por ejemplo: ,u( X,y ): x“ y” conay B constantes a

determinar, o también x (x+y Jou(xy ).
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En la préctica, se puede empezar a buscar un factor integrante de la forma z( x,y )= u( x ).
Si no se puede, se puede intentar un factor integrante de la forma u ( X,y )= u ( y ) Sinose
puede, intentar alguno de la forma dado en el caso 3.

Resumen: Para resolver una EDO de laforma P( x,y )dx+Q( x,y )dy=0, se puede
seguir los pasos siguientes:

1. ¢(LaEDO P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 esexacta?
a. —> Sl: sabemos resolverla
b. > NO: se busca un factor integrante de la forma: z( x,y )=u(x)
2. ¢LanuevaEDO u(x )P(x,y)dx+u(x)Q(x,y)dy=0 esexacta?
a. —> Sl: sabemos resolverla
b. > NO: se busca un factor integrante de la forma: z(x,y )=u(y)
3. ¢LanuevaEDO u(y )P(x,y)dx+u(y)Q(x,y)dy=0 esexacta?
a. —> Sl: sabemos resolverla
b. - NO: se busca un factor integrante de otra forma (en funcion de la EDO):
4. ¢LanuevaEDO u(x,y )P(x,y)dx+u(x,y)Q(x,y)dy=0 esexacta?
a. —> Sl: sabemos resolverla
b. - NO: se podria pensar en otro tipo de método para resolver la EDO inicial
C.

jOjo 1!

EN TEORIA, una vez que hemos encontrado un factor integrante u ( X,y ) No es necesario
verificar que laEDO x(x,y )P(x,y )dx+u(x,y)Q(x,y )dy=0 siesexacta,
porque por construccion, si logramos encontrar un factor integrante es que la EDO
u(x,y)P(x,y)dx+u(x,y)Q(x,y)dy=0 esexacta.

PERO EN LA PRACTICA es bueno de verificar que efectivamente la ecuacion
u(x,y)P(x,y)dx+u(x,y)Q(x,y)dy=0 esexacta, para asegurarse que no se ha
hecho errores de célculo sobre el factor integrante antes de seguir mas adelante.

iOjo 2!

De igual manera cuando tenemos la solucion de una EDO, es bueno verificar que la solucion
encontrada es solucion de la EDO inicial. Ac4, igual, en teoria deberia ser asi si no se ha
hecho errores de célculos, pero si la solucion final no satisface la ecuacion de inicio, es que
hay un error en alguna parte. A veces es fécil encontrar este error, asi que siempre es bueno
verificarlo. Pierden poco tiempo haciéndolo, y pueden ganar mucho (por ejemplo corregir un
simple error de signo...)
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jOjo 3!

No es necesario aprender formulas de memoria (por ejemplo aprender de memoria la forma
de un factor integrante) porque es muy facil equivocarse (por ejemplo de signo). Es mucho
mejor aprender las etapas y cada vez recalcular el factor integrante. Le va a costar mucho
menos aprender métodos para encontrar una solucion que aprender formulas y formulas de
memoria que van a olvidar rapido saliendo de este curso.

jOjo 4!

En un examen, es bueno describir lo que estan haciendo y las etapas que siguen (lo que
permite a los profesores de darle un minimo de punto mostrando que saben lo que estan
haciendo y adonde van).

Por ejemplo:

Vamos a verificar si laEDO P( x,y )dx+Q( x,y )dy=0es exacta.

Para eso, escribimos la EDO de la forma dF ( x,y )=P( x,y )dx+Q(x,y )dy=0y

como por definicion: dF =‘Z—F( X,y )dx +2—F( X,y )d y, por inspeccion tenemos:
X y

OF oF

Tix,y)=Py < (x,y)=0Q.
S () yay(x y)=Q
2 2
LaEDOseréexactasi:aygx(x,y)z aaxgy(x,y)osea:g—z(x,y)—aa—(i(x,y)

Ejemplo: Resolver : (2x2+y)dx+(x2 y—x)d y=0

En este caso, tenemos: P (X, y )=2x2+y y Q(x,y)=x*y—x.
Tenemos P, (x,y )=1y Q,(x,y)=2xy-1.

La EDO es exacta si larelacion P, = Q, es satisfecha.

Loessi xy=1.

Veamos si en este caso la EDO es satisfecha para y = x

0 sea si (2x%+x7* Jdx+(x*xt=x)dy=(2x>+x*)dx=0
Entonces la ecuacién no es exacta.

Vamos a intentar un factor integrante.
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p(x) P(x,y)-Q(x,y) 1-(2xy-1)_ 2(1-xy) -2

u(x) Q(x,y) X*y-x  -x(1-xy) x

Esta expresion depende solamente de X, asi que en principio es posible encontrar un factor

integrante. 2 (x ) =x 2.

Entonces, multiplicando la ecuacion diferencial por ( X ): X2 se obtiene la ecuacion exacta :
(2+yx?)dx+(y-x")dy=0.
Resolvemos esa ecuacion exacta. Tenemos P(x,y )=2+yx > y Q(x,y)=y-x".

Verifiquemos que P, =Q,.

-2 -2
Tenemos P, =x""y Q, =x"".

Ahora F (x,y)=2+yx ?osea F(x,y)=2x-yx *+¢(y ),y derivando respectoay:
F,(x,y)=—-x"+p (y)=y-x"o0seap (y)=yosea ¢(y):%y2+C.Entonces

a1 . e
tenemos F( X,y )=2x-yx '+ 5 y? + C . Entonces las soluciones de la ecuacion inicial son

las funciones y que verifican: |2 X — y x +% y>=K
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Jueves 07.08.2003 / Miércoles 11.08.2004
2.11EDO lineales de primer orden: y +a(x)y=hb(x)
Vamos a resolver este tipo de ecuacién con cuatro métodos diferentes.
2.11.1 Conun factor integrante
La EDO se escribe:
[a(x)y-b(x)dx+dy=0

es decir
P(x,y)=a(x)y-b(x) y Q(x,y)=1

Buscamos un factor integrante de la forma: 4 ( x,y )=z ( x ), es decir buscamos 4 ( x ) tal que
u(x)P(x,y)dx+u(x)Q(x,y)dy=0seaexacta.

Martes 07.08.2007

0 sea que verifique:

Derivando, tenemos:

p(x )P (x,y)=p(x)Q(x,y)+u(x)Q,(x,y)

# ()P, (x,y)=Q(x, y )= (x)Q(x,y)
o u (x)_ P (x.y)-0Q,( ,y):a(x)
p(x) Q(x,y)
Entonces u(x)=elatdx,
Entonces:

ol a(X)O‘X[gjl(x)y_b(x)]dx+eI a(x)dx g4y 0 tiene que ser exacta.

Buscamos una funcién potencial F que es tal que: d F =0 (la solucion de la EDO sera:
F(x,y)=C).
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OF 1x+2F 4
0 X

dF = y=Fydx+Fydy=0

Por inspeccion, tenemos:

{(1) Fyo=el 2009 a(x )y —b(x)]

(2) Fy:efa(x)dx

Vamos a resolver (2) que es mas facil:

Fy(X, y)=eja(x)dx
0 sea
F(x,y)=ye 10 (x)

Ahora derivando F(x,y) respecto a x:
Fo(xoy)=yla(x)]e*™ o' (x)

Yy por otra parte
FX(X, y)=[a(X)y—b(X)]efa(X)dx

Igualando las dos expresiones, tenemos:
b(x)e!*)* =" (x)

asi que ¢(x):jb(x)e’a(x)dxdx

Las soluciones de la EDO son: y e! (x4 —J' b(x)e!**)¥dx=C,osea:

YZU b(x)e 2 dx4C Jef‘a(“dx

2.11.2 Meétodo de ‘variacion de la constante’

e Resolver primero la ecuacién homogénea asociada y +a(x )y =0. Esta ecuacion es de

variable separada: ﬂ:—a(x )d x. Su soluciénes y ( x )=C el ~20x)dx,
y
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e El método de variacion de la constante consiste a considera la constante C como una
funcion de x, 0 sea C =C ( x ), es decir que tenemos: y (x )=C ( x )e! 2% vamos

abuscar C ( x ) que verifique a ecuacion que queremos resolver, osea: y +a(x )y=0.
Derivando y, tenemos: y ( x )=C (x )e/ 20 _c(x)a(x )e' ) poniendo
en la ecuacion inicial tenemos:
C'(x)e!2x_c(x)a(x)e! 2 1a(x)c(x
osea: C'(x)=b(x)e!*)¥* integrando tenemos: C ( x )

Con eso, tenemos la expresion final:
y(x)=|[b(x)el =) sk Jel -t

que es igual como a la del método anterior.

Miércoles 8.08.2007

2.11.3 Resolviendo con la suma de la solucidén de la ecuacion homogénea
asociada mas una solucion particular

Suponemos que por un método cualquiera hemos encontrado una solucion particular y ( X ) de
la ecuacion. Entonces la solucion general sera la suma de esta solucion particular y | ( X ) mas la
solucion de la ecuacion homogénea asociada, 0 sea:

y(x)=y,(x)+Cel 20
La justificacién es simple:

y, (x) es solucion de la EDO significaque: y, +a(x )y, =b(x)
¥, ( x ) es solucién de la EDO homogénea asociada es decir: y, +a(x)y,=0

Vamos a verificar entonces que y, ( x )+ y, ( x ) es solucién de la ecuacion inicial, o sea:

[y, )+ v, ()] +a () y, (x)+ v, (x) ]=b(x).

Tenemos :

Lys ()+yo OO +alx)]y, ()+y, ) ]=[y, ()] +a )]y, ()]
+[yo O] +a(x)[yo () ]=b(x)+0

lo que teniamos que mostrar.
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2.11.4 Resolviendo una descomposicion y(x)=u(x).v(x)

Resolviendo con una descomposicion y (x )=u(x).v(x)
Entonces tenemos: y =U .V+U.V .

La EDO iniciales: u".v+u.v +a(x)uv=b(x)

osea:u .v+u.|v +a(x)v]=b(x).

Lo que buscamos, son dos funciones u y v de tal manera que sus producto u.v satisface la
ecuacion. Vamos a intentar unas faciles.

Si intentamos v tal que v +a( x Jv=0
entonces u deberé satisfacer: u .v=hb( x ).

Ya sabemos resolver [a EDO v’ +a( x )v=0.

Su solucién es : v ( x )ze_Ia(X)dx.

Nos queda a encontrar u que verifique: u .v=b(x ) oseau =b(x )eIa(X)dX.

Integrando, tenemos para u:
u=| b(x)eIa(X)dx dx+C.

La solucion final es:
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Lunes 11.08.2003

Ejemplo: 2xy —3y=4x°
Método 1:
La EDO se escribe : y'—3—y:2x
2 X

3
es decir dy={—y+2x}dx

2 X
es decir Pdx+Qdy=0 con P(X,y)=2—y+2ny(x,y)=—1.

X
P - — “Sax -ZIn(x

Como yQQX :z—i,existe un factor integrante y(x):eJZX _e 2" _x-%2_ Entonces Ia
ecuacion xg"z[%+2x}dx—x3’2 dy=0 es exacta.

Vamos a buscar una funcién potencial F tal que dF =0, 0sea F ( X,y )= Cste.

Tenemos dF:de+£dy,osea OF __y-ar2
0 X oy oy
es decir F(x,y)=—x?y+p(x)

y debe verificar: Z—izx‘3’2[%+2x}zgyx‘m+2x‘“2:§yx‘5’2+(p'(x).

De alli deducimos ¢ (x )=4x"2. Asi F(x,y )=—x"*?y+4x"2,

3/2

Lasolucion de laEDO es: —x *'2 y+4x*?=C esdecir|y=4x>-C x

Viernes 13.08.2004

Método 2: Empezamos por resolver la ecuacion homogénea asociada: 2xy —3y=0.

. ..o d 3dx . .
Se puede también escribir : ay_ ——(que es de variables separadas, asi que tenemos:

y 2 X
3 3/2
Iogy:EIogx+K,osea:y:Cx :
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Aplicamos ahora el método de variacion de la constante, es decir C =C ( x )asi conociendo C
tendremos la solucion: y =C ( x )x*2 .

Derivando, tenemos: y =C ( x )x*2 +%C (x)x*2,

sustituyendo en la EDO inicial: 2 x y —3y =4 x”tenemos:

ZX{C'(X)x*”’z+§C(x)x”2}—3c(x)x3’2:4x2 osea: C'(x)=2x""2,

Integrando tenemos: C ( x )=4x"? + K.

Asi tenemos: y=(4X“2+K)x3’2:Kx3’2+4x2

Método 3: En este método, debemos encontrar una solucién particular. No hay método general
para hallar tal solucion. Mirando la ecuacion que debemaos resolver, podemos sospechar que tal
vez una solucién de tipo polindmica podria ser una solucion particular.

Intentamos entonces de encontrar una solucion particular del tipo: y=a x*+b x +c.

Derivando, y =2ax+b.

Sustituyendo en la EDO inicial: 2xy —3y =4 x’ tenemos:
2x(2ax+b)-3(ax?+bx+c)=4x2.

Tenemos: 2x(2ax+b)-3(ax’+bx+c)=4x’

0 sea: ax’—-bx-3c=4x?

Igualando los términos de mismo grado tenemos: a=4 y b=c=0.

Asi una solucion particular es: y, =4 X 2,

La solucion de la ecuacion homogénea asociada es (ya lo hemos hecho): yg =C x 82

La solucion general es la solucion particular mas la solucion de la ecuacion homogénea asociada
0 sea:

+4X

y=CX
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Método 4: El ultimo método consiste a escribir y de la forma de un producto de dos funciones
dependiendo de x:

Derivando: y =u (x)v(x)+u(x)v (x).
Sustituyendoen: 2xy —3y=4x’ tenemos:

2x|u (x)v(x)+u(x)v (x)]-3u(x)v(x)=4x?
0 sea: 2xu'v+[2xv -3v Ju=4x2.

El prop6sito es de encontrar dos funciones u y v tal que el producto satisface la EDO inicial, y no
de encontrar todas la funciones u y v que satisfacen tal condicion.

Vemos que si el termino factor de u es 0, sera mas facil resolver la ecuacion.

Entonces vamos a buscar v tal que: 2xv —3v=0
v 3

0 sea: —=—
v o 2X

Integrando tenemos: log v =% log x + K

osea: v=C x%'2,

Como buscamos u y v tal que y = u v, podemos tomar la constante C = 1, porque no buscamos
todas las funciones u y v sino una funcion v y una vez fijada una funcion u que dependera de
como hemos encontrado la funcién v, de tal manera que y = u v. Pero para mostrar eso,
guardamos la constante C y vemos que va a pasar con ella. Ahora la ecuacion con esta condicion

queda: 2xu v=4x?

es decir u =

2x 2xM? 4 xt?
— c Integrando: u =
v

1/2
Como teniamos y=u ( x )v( x ), tenemos: y:[ 42 +K }C x¥2=4x*+Dx%?
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2.12 Ecuacion de Bernoulli: y +a(x )y+b(x)y*=0

Formulada por Jakob Bernoulli y resuelta por su hermano
Johann

Miembro de la familia Bernoulli. Jakob | (1654-1705)
abandond los estudios de teologia para dedicarse a la
matematicas y a la astronomia. A partir de los
planteamientos de Leibniz desarrollé problemas de calculo
infinitesimal. Fundoé en Basilea un colegio experimental. En
su obra principal y péstuma Ars Conjectandi (1713)
aparecen por primera vez los numeros de Bernoulli y un

- teorema relativo a los conceptos de certeza, probabilidad,
pOSIbI|Idad etc. Formuld la ecuacion diferencial de Bernoulli. Johann
Bernoulli (27 de julio 1667 - 11 de enero 1748) fue un matematico, médico
y filélogo suizo. Discipulo de su hermano Jakob, tras haber ejercido como
profesor de matematicas en Groninga (1695-1705) le sustituyé como
catedratico de matematicas en Basilea durante 42 afios, donde tuvo como
discipulo a Leonhard Euler. Se centrd en el calculo infinitesimal y resolvié la
ecuacion diferencial de Bernoulli, propuesta por su hermano.

Caso 1: Si ¢ =0, laEDO es lineal. Ya sabemos resolver.

Caso 2: Si a =1, la EDO es de variables separadas. Ya sabemos resolver.
Caso 3: En otros casos, vamos a ver como resolverla.

Vemos que lo que nos molesta es el tltimo término y*.

Si no estuviese, casi tendriamos una EDO lineal.

Dividimos entonces por y“.

Asi tenemos: %+a(x)y1“+b(x) =0.
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Vamos entonces a efectuar el cambio de variable: [y * = z]|.

y =z esdecir: y_a:z_ .
y l-«o

o

Derivando: (1-«a )y~

Asi tenemos: +a(x)z+b(x) =0

l-«
osea: 2 +(1-a)a(x)z=(a-1)b(x)
gue es una ecuacién lineal que sabemos resolver.

Otra manera de resolver, es descomponer y =u ( x )v( x ).
Derivando, y =u .v+uU.V

Sustituyendo en la EDO tenemos: y =u .v+uU.V

u.v+u.v +a(x)uv+b(x)u“v*=0
0 sea uvaulviea(x)v]+b(x)ueve=o.

Vamos a buscar un v tal que [v +a(x)v]=0.

De eso, encontramos la funcion v(x), y queda:

u.v+b(x)u v =0

que es una ecuacion de variables separables. Resolviéndola, tenemos u(x), y asi y.

Ejemplo: xy +2y+x°y®e*=0

Dividiendo por x, tenemos: y' 12 x4 y3 eX=0.
X

Es una ecuacién de Bernoulli con o =3 .

Dividiendo por y3 tenemos

) . 1
Hacemos el cambio de variable: — =1

y
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asi z':—2y"3y' 0 sea y_3:_z__
y 2
: z Z 4 _x
En la EDO, da: ——+2—+x"e"=0
2 X
sea 7 —4Lf_pxheX
X

gue es una ecuacion lineal. La solucion es:

—idx jﬁdx

1/2
7= J'Zx“e"eI X dx+C |e X =x4(2eX+C)oseay:x_2(2eX+CT
Podemos también resolver tal ecuacion haciendo el cambio y=u ( x )v( x )

2.13 Ecuacion de Riccati: y' +a(x)y+b(x)y?=c(x)

La ecuacion de Riccati es una ecuacion diferencial
desarrollada en el siglo XVIII por el matematico
italiano Jacopo Francesco Riccati, con el fin de
analizar la hidrodinamica. El conde Jacopo
Francesco Riccati (Venecia, 28 de mayo de 1676
— 15 de abril de 1754) fue un matematico
veneciano, que estudi6 detalladamente la
hidrodinamica sobre la base de la mecanica
newtoniana, a cuya introduccién en ltalia colaboro.
En su momento se le ofrecié la presidencia de la
Academia de Ciencias de San Petersburgo pero
rechazo el honor en favor de su retirada y
aristocratica vida.

Se le recuerda por el estudio de ecuaciones que llevan su nombre, un tipo de
ecuaciones diferenciales de la forma

7

Yy =aqo(z) + a1(x)y + go2) v

extensiones de la ecuacion diferencial de primer orden, que se resiste a la
mayoria de las técnicas elementales de solucion.
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Aunqgue ello es un accidente historico, pues su trabajo se limité al analisis de
casos particulares de la ecuacion. Siendo esta planteada y analizada en la
forma que conocemos por la familia Bernoulli.

En las investigaciones de esa familia de ecuaciones planteo la ecuacion
especial de Riccati, que si posee solucion en términos finitos para un nidmero
limitado de casos.

Para resolverla, tenemos que seguir 2 pasos:

Paso 1: Encontrar una solucion particular vy, ( x ). Esa solucién verifica:

y, +a(x)y, +b(x)y,"=c(x)

Paso 2: Hacerel cambio y = y , + 2z yasillegara unaecuacion de Bernoulli.
Asi tenemos derivando: y =y, +z .

Sustituyendo, yp'+z'+a(x)[yp+z]+b(x)[yp+z]2=c(x).

Como y, +a(x)y,+b(x)y,*=c(x) queda:

z +a(x)[z]+b(x)[z]*+2b(x)zy, =0

esdecir: 2 +[a(x)+2b(x)y, (x)]z+b(x)[2]*=0

que es una ecuacion de Bernoulli con o =2.

Asi se hace un cambio u=z "1 que se reducird a una ecuacion lineal.

2

Ejemplo: y +y*=x>-2x

Paso 1: Encontrar una solucion particular y, (x).

Vamos a intentar un polinomio de primer orden: y, ( X )=ax+b

Vamos a ver si es posible encontrar (a,b) que satisface laEDO: a+(ax+b )*=x?-2x . Se
encuentra(a,b)=(-1,1).

0 sea: yp (x)=—x+1
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Paso 2: Se hace el cambio y=y, +z.

Asi tenemos derivando: y =y, +2 .

Sustituyendo, tenemos: y, + 2z + ( Y, +2 )2 =x%-2x.

Queda: z' +2(—-x+1)z+2z? =0que es una ecuacion de Bernoulli con o =2.

Asi se hace un cambio z =u ' que se reducira a una ecuacion lineal

u'+2(x-1)u=1.

La solucion es: u:“ e" "2*d x+C ]esz _1__ 1
zZ y+x-1
Asi: ﬁ:[.[exz—Zde+C]ezx_xz

Lunes 16.08.2004
2.14 Ecuacion de laforma: y = f (x,y)

Para resolverla, si no es de ningun tipo que ya vimos, se puede intentar un cambio de variable
astuto. Todo el problema es encontrarlo.
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2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones:

Jueves 09.08.2007
Se trata de determinar las condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solucién que

tenga ciertas propiedades.

2.15.1 Ecuacion de orden 1:

Sea la ecuacion de orden 1: % =f(x,y)

y T la regidn rectangular, de centro (Xo, Yo) definida por: ‘ X—Xpg ‘s a 'y ‘ Y-Yo ‘s b

Supongamos que fy % son funciones continuas de X y y en cada punto de T. Entonces, existe

un intervalo alrededor de xo, ‘ X—Xg ‘S h y una funcion ¢ ( x ) que tiene las propiedades

siguientes:

a) y=¢( x ) es unasolucion de la ecuacion %z f(x,y)enel intervalo‘x—xo ‘sh
X

b) En el intervalo ‘ X—Xg ‘s h, o ( x ) satisface la desigualdad
‘¢(X)_YO‘Sb
c) En x = Xo, tenemos: ¢ ( X0 ): Yo
d) gp( X ) es Unica en el intervalo ‘ X—Xo ‘s h en el sentido de que es la Unica funcion que tiene
todas las propiedades enunciadas en a), b) y c).

El intervalo ‘ X—Xp ‘g h puede o no ser mas pequefio que el intervalo ‘ X—Xo ‘s a enel cual

se impusieron las condiciones sobre f(x,y) y %

El teorema establece que si f(x,y) ‘se comporta bien’ cerca del punto (Xo,Yo), entonces la ecuacion
diferencial:

dy
—/ =f ,
dx (X y)

tiene una solucién que pasa por el punto (Xp,Yo) Y €sa solucion es Unica cerca de (Xo,Yo)-
Para mostrar eso, vamos a ver 3 pasos importantes:
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A. Condicion de Lipschitz
B. Demostracion del teorema de existencia
C. Demostracion del teorema de unicidad

e implica la prueba de que cierta sucesion de funciones tiene un limite y que la funcion limite es
la solucion deseada. La sucesion considerada sera definida como sigue (iteraciones de Piccard):

yo(x)=vyo
y1(x)=yo+[ ft,yo(t))at
f(t,yq(t))dt

0
X

yz(X)ZYOJrJX

0

Yo (x)=yo+ [ (t,yna(t))d

Antes de empezar la demostracion, vamos a dar algunos ejemplos para ilustrar el problema.

Ejemplo 1: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas converge
en una solucién para el problema de valor inicial:

dy _

=V Xg =0, =1
dx y 0 Yo

Tenemos:

yo(x)=1
yq(x ):1+I(;( dt =1+ x

2
y o (X ):1+J'(;( (l+t)dt:1+x+x7

ya(x )—1+IX 1+'[+i dt —1+x+X—2+X—3
3 0 2 2 3
Con base en el patron que se desarrolla, es facil conjeturar que:
n k
X
y n ( X ) = Z k'
k=0 ™°
y se lo puede mostrar por induccién.
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El limite de esta sucesion existe para todo nimero real X, ya que no es mas que el desarrollo en
serie de Maclaurin parae , que converge para toda x. Esto es:

Pueden verificar que e* es efectivamente una solucion al problema de valor inicial dado.

Nota: El desarrollo de MacLaurin (matematico escocés) es una serie de Taylor acerca de 0:

£ £0)+ 1 Ope L2, D0 1O

Matematico escocés (Febrero de 1698 en Kilmodan - 4 de junio de 1746 en
Edimburgo).

Hijo de un ministro de parroquia, quedo huérfano de padre a los seis meses
y héerfano de madre a los nueve afios de edad. A los once afios ingreso en la
universidad de Glasgow y se graduo a los catorce. En 1725 Newton
recomendo a Maclaurin para un puesto en la Universidad de Edimburgo,
donde paso el resto de su vida, ocho afios después se casé con Ana Stewart
con quien tuvo siete hijos. En 1742 public6é Treatise of fluxions, donde utiliza
el Teorema de MaclLaurin, que permite evaluar funciones.

Ver en anexo 1 algunos desarrollos para algunas funciones.

%9%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %%
% Series de Piccard

% Primavera 2007. MA26 U. de Chile

% de dy / dt = y con x0=0 y con y0=1

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
U7070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070707070

echo off; clear all; close all; clc

% Taza de muestreo (paso) y duracion de la funcion:
paso=0.05; duracion=4;

%Numero de terminos sumados:
NT=6;

%TEempo

= [0 : paso : duracion] ;
% Funcidn que queremos modelar y"=y o sea y(t)=exp(t)
ft=exp(t0);
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%Calculo de cada termino de la approximacion de f(t)
figure(l)

% Termino yO=1

unos=ones(length(t0));

titulo=["Cada termino por separado, con n= " num2str(1)]
plot(tO,unos); axis([0 duracion -1.5 1.5]), title(titulo);

for n=1:1:NF
termino(n,:) = t0 .~ n / factorial(n);
titulo=["Cada termino por separado, con n= " num2str(n)];
hold on
plot(t0,termino(n,:)); axis([0 duracion -0.1 1.5]), title(titulo);
pause (0.5)
end
print -dpsc expl.ps

%Sumatoria de los terminos:
[a,b]=size(t0);
yn=zeros(Nf,b);

suma="1";

figure (2)
%plot(tO,ft,"g-"); axis([0 pi O 1.5]);%con zoom
plot(tO,ft,"g-", "LineWidth",4); axis([0 duracion 0 20]);%sin zoom

for n=1:1:NF
figure(2)
yn(1,:) = yn(1,:) + termino(n,:);
if (n==1) yn(1,:)=1+yn(1,:); end
if(nh = 1)
suma=[suma, "+" ,num2str(n)];
end
%suma="100";
titulo=["Terminos sumados =" suma ];
hold on
%plot(t0,ytotal(1,:)); axis([O0 pi 0 1.5]), title(titulo); %con zoom
plot(tO,yn(1,:)); axis([0 duracion 0 20]), title(titulo); %sin zoom

pause(0.5)
end
print -dpsc exp2.ps

Cada termino por separado, con n= 6 Terminos sumados =1+2+3+4+5+6

| /]
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Ejemplo 2: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas converge
en una solucién para el problema de valor inicial:

%:xz; X0=2, Yog=1
Tenemos:
yo(x)=1
y1(x)=1+ 2Xt2dt X?S—g
yz(x):1+f;t2dtzx—;—%
yo(x)=1+ 2Xt2dt:§—§

. . x° 5 . .
Queda claro que el limite de esta sucesion es 373 y esta funcién es solucion del problema de

valor inicial (se puede verificar facilmente).

Ahora vamos a mostrar las tres etapas del teorema.
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A. Condicion de Lipschitz

Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (14 de mayo, 1832 -
7 de octubre, 1903) fue un matematico aleman, profesor
en la universidad de Bonn desde 1864. Superviso el trabajo
inicial de Felix Klein. Lipschitz dio su nombre a la condicion
de continuidad de Lipschitz, y trabajé en una amplia gama
de areas. Estas incluyen teoria de nimeros, algebras con
involucién, analisis matematico, geometria diferencial y
mecanica clasica.

En las hipdtesis del teorema de existencia anterior hemos supuesto que la funcion fy su derivada
of /0y son continuas en el rectangulo T. Asi, cuando (X,y1) Y (X,y2) son puntos en T, se puede

aplicar el teorema del valor medio a f como una funcién de y. De aqui que exista un nimero y*
entre y; y y, tal que:

f(X,Y1)—f(X,Y2)=% (X,y*)(h—)’z)

La suposicion de que of /oy sea continua en T nos permite asegurar que of /0y es acotadaen T.
Esto es, existe un nimero K>0 tal que:

at

ay
para todo punto en T. Como (x : y* ) estd en T, resulta que:

<K

|f<x,y1>—f<x,y2>|=\% (x.v")

[F Oy )=f (v )[<K Jyi-y2 | @

wyl_VZ‘

para toda pareja de puntos (X,y1) y (X,y2) en T.

La desigualdad (1) es llamada condicion de Lipschitz para la funcion f. Hemos demostrado que
bajo las hipotesis de nuestro teorema de existencia, la condicion de Lipschitz (1) se cumple para
cada par de puntos (X,y1) y (X,y2) en T.
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B. Demostracion del teorema de existencia
Vamos a usar la condicion de Lipschitz en lugar de la hip6tesis de continuidad de of /0y . Por lo

tanto, podriamos reformular el teorema de existencia en términos de la condicion (1) en vez de
suponer of /oy escontinuaenT.

Una hipdtesis del teorema de existencia que acabamos de hacer es que f es continua en el
rectangulo T. De ello resulta que f debe ser acotada en T. Supongamos que M>0 es un nimero tal
que:

[ f(x,y)[<M™

para todo punto en T. Ahora tomamos h como el méas pequefio de los dos numeros ay b/M, y
definimos el rectangulo R como el conjunto de puntos (x,y) para el que:

‘x—xo‘sh y ‘y—yo‘sb
Resulta evidente que R es un subconjunto de T.

Ahora, vamos a considerar la sucesion de funciones (iteraciones de Piccard):

yn(x)=YO+J:D f (tayn—l(t))dt
y vamos a demostrar el siguiente lema.

Lema 1: Si ‘ X—=Xpg ‘g h, entonces: ‘ yn (X)=Yyo ‘s b paran=1,23,...
Lo vamos a demostrar por induccion.

Si ‘x—xo‘sh,tenemos: ‘ y1(x)=yo ‘:

j; fﬁ,yo(t))m‘

ot

<M|x=Xy |<Mh<b

<M

Ahora, si ‘x—xo‘gh ysi ‘ yn(x)—yo‘gb,mostramosque ‘ Va1 (X )= VYo ‘sb

‘yn+l(x)_y0‘:

Q fﬁ,ynU))m‘

o

<M|x-xy [<Mh<b

<M

Entonces, el lema esta demostrado.
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Podemos enunciar el lema 1 de una manera un poco diferente:
Si ‘ X—Xp ‘s h, entonces los puntos (X, yn(X)) con n=0,1,2,... estdn en R. La condicion de

Lipschitz puede usarse ahora para deducir el lema siguiente.
Lema 2: Si ‘ X—Xp ‘s h, entonces:

[ F 000 )= F (X, Yna () ) [<K |y n(0) = ¥ oy () [paran=1,23,...

Lema 3: Si ‘ X—Xq ‘s h, entonces:

M.K”4¢x—x0r<:M_Kn4.n

| Yn(X) = Yn_a(X) | < paran=1,2,3,...

n! - n!
Lo vamos a demostrar por induccion.

Para n=1: Si ‘ X—Xg ‘sh,tenemos: ‘ yl(x)—yo‘ <M | x—Xo |eso usando el lema 1.

Ahora, suponemos que:

M. K2 ‘ X—Xg ‘n_l
| yn_]_(X) ~ Yn-2 (X) |S (n _1)!

_ n
M. K" 1.‘x—x0‘

n!

debemos mostrar que | Y, (X) — Yp_1(X) | <

|Yn(X)—yn—1(X)|=‘j)Z[f(t,yn_l(t))—f(t,yn_z(t))dt‘
<[ty ()= F (6 yna ()]

SKJ):‘Yn—l(t)_Yn—Z(t)‘dt

n-1 n

XM.K”"Z.‘t—x |\/| K L

=K L (n—1)

-y M. K™ | X=X,
t<
(n—1) n

que es lo que queriamos demostrar.

Para el caso xg —h < X< Xxg, el mismo tipo de argumento daréa el mismo resultado. Asi la
demostracion del lema 3 queda completa.

Vamos ahora utilizar los resultados del lema 3, comparando las dos series infinitas:
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© M .Kn—lhn

i[yn(x)—Yn—ﬂX)] y ZT
n=1 n=1 :

La segunda serie es una serie absolutamente convergente. Ademas, por el lema 3, la segunda
serie domina la primera. De aqui que, por el criterio M de Weierstrass, la serie:

o0
Z[ Yo (x)=yna(x) ] converge absoluta y uniformemente en el intervalo ‘ X—Xg ‘s h.Si
n=1

consideramos la k-ésima suma parcial de esta serie:

i;:l[yn(x)_Yn—l(X)]:[yl(X)—yO(X)]+[y2(x)—y1(x)]+...
+[Yk(x)—>’k—1(x)]

vemos que: nzk;[yn (x)=yos () ]2y (X)=yo(k)

o0

El enunciado de que la serie Z[ Yn(x)=yna(x) ] converge absoluta y uniformemente
n=1

equivale al enunciado de que la sucesién yn(x) converge uniformemente en el intervalo:

‘x—xo‘gh

Vamos ahora definir :
®(x)= lim y,(x)
N—00
y recordamos que, segun la definicién de la sucesion yn(x), cada yn(x) es continua en
‘ X—Xg ‘ <h, resulta que CD(X) también es continua (ya que la convergencia es uniforme) y:

()= lim yy (x)=yo+ [ f(t,yaa(t))a

nN—oo

A causa de la continuidad de f y de la convergencia uniforme de la sucesion yn(x), podemos
intercambiar el orden de los dos procesos de limite para demostrar que CD(x) es una solucion de
la ecuacion entegral:

<I>(x)=y0+j:0 f(t,@(t))dt
Derivando, se deduce inmediato que ®(x) es una solucion de la ecuacion diferencial

%:f(x,y)enel intervalo‘x—xo‘gh
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Ademas de @(x)=y ¢ + f;( f(t,®(t))dt quedaclaro que ®(xg)= Yo
Por ultimo, como mostramos en el lema 1 que ‘ Yn ( X )— Yo ‘s b para cadany para

‘ X—Xg ‘s h, deducimos que la misma desigualdad se cumple para ®(x)= nli_r)noO yo(x).

Estoes,si‘x—xo‘sh,entonces‘cb(x)—yo‘sb

Asi terminamos la demostracion del teorema de existencia. Vamos ahora a ver la prueba de la
unicidad.

Martes 14.08.2007

C. Demostracion del teorema de unicidad

Para mostrar la unicidad de la solucién d)(x), vamos a suponer gue existen 2 soluciones y que
son las mismas. Vamos a llamar A(x) una otra funcion solucion, o sea que verifica:

= (X AK))= g

‘A(x)—yo‘sb
para‘x—xo‘sh

Entonces podemos escribir: A(x)=y ¢ + j: f(t,A(t))dt
Si comparamos A(x) con la funcidn de la sucesion y,(X) anterior, vemos que:

800 =y < | £ (£, A(E))=F (t,yqa(t))]o

Ahora, demostraremos que cuando n — «, la integral del lado derecho anterior se aproxima a
cero para ‘ X=X ‘s h. Entonces resulta que A(x)= lim y, ( x ) de modo que, finalmente
Nn—o0

Alx)=®(x)enel intervalo‘x—xo ‘sh.

Para cualquier x dentro del intervalo ‘ X—Xg ‘ <h, ocurre que (X, A(x)) Yy (X, yn-1(x)) estan en el
rectangulo R, de aqui que la condicién de Lipschitz nos permita decir:

[ AX) = yn () [<K [T A(t) =y (1))t
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Ahora continuemos con una demostracion inductiva y limitemos nuestra atencion a los valores de
X mayores que Xo (un argumento analogo logra el mismo resultado para xg—h < x < xg).
Para n=1, tenemos:
X
[ AC) =y () [<K [ ‘A(t )—yol(t )‘dtst‘ x—xo‘
Queremos demostrar que si:

| A(X) - yn(x)|< \x xol’

entonces tenemos:

| A = Yot () |< ko

1)'

Para Xg— < X < Xp:

[AG) = yna 00 [<[5| £ (6. A ()= (tyq (1))]at
A (t)-yn (1)

b. K™ n
SWIXO t—xgq | dt
1
Sb.KnJr ‘X—X ‘n+1
(n+1) 0

que es lo que queriamos mostrar.
. b.K" n
Para ‘ X—Xg ‘ <h tenemos de la desigualdad | A(x) — yn(X) |< W‘ X—Xg ‘ que

n

b.K
| A(X) = yp(%) |$Whn

Cuando n — oo, la expresion del lado derecho tiende a cero. De aqui resulta que para
‘ X=X ‘g h, yn(x) = A(x). Por lo tanto, A(x) debe ser la misma funcion ®(x) que obtuvimos
antes. Esto es, la solucion @(x) es Unica.
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2.15.2 Ecuacion lineal de orden 1:

Sea la ecuacion lineal de orden 1:
y +a(x)y=b(x)

Por el momento, supongamos que para y +a(x )y =b(x ) existe un factor de integracion

positivo x(x)> 0 funcion solamente de x.

Entonces:

€S una ecuacion exacta.

Se puede anotar esta ecuacion:

Pdx+Qdy=0
con
P=u(x)a(x)y-u(x)b(x)
y
Q=u(x)
si la ecuacion y(x)[%+a(x)y}=y(x)b(x)esexacta, debe satisfacer:
P _RQ
oy OX
0 sea:
du
u(x)alx)-%
es decir:
du
a(x)dx=
(x) u(x)

Entonces mostramos que si la ecuacion y +a(x )y =b(x ) tiene un factor integrante

independiente de y, entonces ese factor es de la forma: u«( x )=e Jalx)x

d

Nos falta ahora mostrar que la funcion ( x )=e Jalx)dx es en realidad un factor de

integracion de la ecuacion: y +a(x )y=b(x
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Vamos a multiplicar la ecuacion y' +a(x )y =b (x ) por u(x )=el 2(x)ox

Tenemos:
ef a(x)dx(%)+a(x )(ej a(x)dx) y=b(x )ej a(x)dx

El término izquierdo de esa ecuacion es la derivada del producto:

y[ef200%)

|

dx

entonces:

con F(x)=b(x )e Jalx)dx que depende solamente de x.

Entonces e | a(x)dx(%j+a(x )(eI a(X)dx)yzb(x Jel 20X og ovacta
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3 EDO implicitas de orden 1: F(x.y,y')=0

3.1 EDOdelaforma: (y ) +a,(x,y)(y ) " ++a,, (x,y)y +a,(x,y)=0

Pesamos esta expresion como un polinomio en y de grado n.

Resolverla, es obtener sus raices y = f, ( x,y ) con i=1,n, sea:

[y~ () Iy -t (xy) [y - f.(x.y ) |=0

Las soluciones de la EDO inicial son las de cada EDO|y — f, (x,y )=0

Tenemos asi n familias de curvas uniparametricas.

coni=1,n.

Hemos pasado de un polinomio de grado n a n ecuaciones diferenciales de orden 1.

Ejemplo: y? l(y ) +1J=1

se escribe: (y' )’ =

Asi tenemos dos ecuaciones:

sea:

Integrando: +1—-y? =x+C, sea:

Son circulos de centro —C, de radio 1.

fori=1:3

C=2-i;

x1=i-3;

x2=i-1;
Xx=x1:0.01:x2;
XC=x+C;

yl=+sqrt( 1- (xC) .~2);
y2 =-sqrt( 1- (xC) ~2);
plot (x,y1) ;

hold on

plot (x,y2) ;

hold on

end
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3.2 Envolvente

Si tenemos una familia uniparamétrica de curvas en el plano, la envolvente de la familia es una
nueva curva tal que en cada punto de contacto de la envolvente con las curvas, la tangente de la
envolvente y de la curva es la misma.

Familia de curvas de la forma: F (x,y,C )=0

Para cada constante C, tenemos una curva.
Una envolvente es una curva gque pasa por un punto de la curva y de misma tangente en este
punto, o sea debe satisfacer:

Las envolventes se obtienen eliminando el parametro C del sistema:

F(x,y,C)=0

o
—F ,y,C )=0
=C (x,y,C)

x=x(t,C)
y=y(t.C)

Familia de curvas de la forma: {

La envolvente se obtiene diciendo que el Jacobiano es 0 para satisfacer la condicién de una
envolvente:

ox oy
Jacobiano=0=det| °¢ 9C
ox oy
ot t

es decir:
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. ) yp=+1 L
es decir tenemos 2 lineas como envolvente: y 1 que intuitivamente es lo esperado para
2=~

una familia de circulos trasladados horizontalmente.

3.3 Ecuacion de laforma: y=1f(x,y" )

Para resolver tal ecuacion, generalmente se toma como cambio de variable:

y =p

después derivamos y = f (x, y ) respecto de X, asi tenemos:

. of ofdy of af -
A R dx—ax(xyp)+ay-(x,p)p

que es una ecuacion diferencial en p, que a veces es mas facil de resolver. Si es el caso,
tendremos :

x=¢(p,C)

{ x=¢(p,C)

y=f(¢(p.C).p)

y la solucion final seré:

que es una familia de curvas en paramétricas.

Pero no es siempre posible resolver la ecuacion en p. Vamos ahora a ver 3 casos clasicos por los
cuales se puede.

3.3.1 Ecuacion de la forma y = f (y' )

Empezamos haciendo el cambio de variable:

y =p

después derivamos y = f ( y' ) respecto de X, asi tenemos:
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y =p

of ofdy of of o df :
“ox oy dx ox )+6y.(p)p p(p)p

que es una ecuacion diferencial en p, que se puede escribir de la forma:

p=f (p)p
Sip#0
dx = f—(p) dp
p
que es de variables separadas.
Integrando: x=j¥dp=¢( p)+C

Las soluciones seran las curvas:

Todas las curvas tienen la misma forma, se diferencian Gnicamente en un desplazamiento
horizontal.

Si p=0: lasolucion es: y=f(0)
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Miércoles 18.08.2004, Martes 14.08.2007

3.3.2 Ecuacién de Lagrange

Joseph Louis de Lagrange (bautizado como Giuseppe
Lodovico Lagrangia) (25 de enero de 1736 - 10 de abril de

1813) fue un matemaético, fisico y astrbnomo italiano que

3.5 Biografia

3.5.1 Primeros anos

3.4 Tabla de contenidos

[ocultar]

1 Biografia
1.1 Primeros afios
1.2 En la corte real de Prusia
1.3 Ultima etapa en Francia
2 Su obra
2.1 Miscellanea Taurinensia
2.2 Los tratados
2.3 La astronomia
2.4 El algebra
2.5 La teoria de nimeros
2.6 La Mecanica analitica o lagrangiana
2.7 Miscelanea
2.8_Théorie des fonctions analytiques
2.9 Infinitesimales
2.10 Fracciones continuas
3 La matemaética pura
4 VVéase también
5 Enlaces externos

¢ ¢ ¢ O O O OO OOOOO ®® O O O ¢

después vivid en Prusia y Francia. Lagrange trabajé para
Federico Il de Prusia, en Berlin, durante veinte anos.
Lagrange demostro el teorema del valor medio, desarrollo
la mecanica Lagrangiana y tuvo una importante
contribucion en astronomia.

Nacié (como el Giuseppe Luigi Lagrangia) en Turin. Su padre militar, era de
posicidon social buena y adinerada, pero antes de que su hijo creciera habia
perdido la mayoria de sus propiedades especulando, y el joven Lagrange

tenia que confiar en sus propias habilidades.
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Fue educado en la universidad de Turin, pero no fue hasta los diecisiete afos
que mostro su interés por las matematicas. Su entusiasmo lo desperto la
lectura de una obra del astronomo Edmund Halley. Tras un afio de incesante
trabajo, era ya un matematico consumado.

Cuando tenia sélo diecinueve afos, envidé una carta a Leonhard Euler en que
resolvié un problema que habia sido un asunto de discusion durante mas de
medio siglo mediante una nueva técnica: el calculo de variaciones. Euler
reconocio la generalidad del método, y su superioridad; y con una cortesia
rara en él, retuvo un papel que él habia escrito previamente para que el
joven italiano tuviera tiempo para completar su trabajo, como exige la
invencion de un nuevo método de céalculo. El nombre de esta rama del
analisis la sugirid el propio Euler. Este trabajo puso a Lagrange en primera
linea entre los matematicos de su época. En 1758, con la ayuda de sus
alumnos, Lagrange publico en la Academia de Turin la mayoria de sus
primeros escritos consistentes en los cinco volumenes, normalmente
conocidos como Miscellanea Taurinensia .

En 1761 Lagrange no tenia rival en el campo de las matematicas; pero su
trabajo incesante durante los ultimos nueve afos habian afectado seriamente
su salud, y los doctores se negaron a ser responsables de su vida a menos
que él se lo tomara en serio. Aunque su salud fue temporalmente
restablecida, su sistema nervioso nunca recupero su tono, y de aqui en
adelante padecié constantemente ataques de melancolia severa.

Lagrange era de mediana altura, complexion débil, con ojos azul claro y un
color de piel palida. Era de un caracter nervioso y timido, detesto la
controversia, y al evitarla de buena gana permitié a otros tener crédito por
cosas que él habia hecho.

3.5.2 Enlacortereal de Prusia

En 1766 Euler abandoné Berlin, y Federico Il el Grande escribié a Lagrange
para expresarle su deseo de que "el rey mas grande de Europa" deberia
tener "el matematico mas grande de Europa” viviendo en su corte. Lagrange
acepto la oferta y durante los préximos veinte afios en Prusia, no sélo
produjo la serie mas grande de documentos publicada en el Berlin sino que
publicé su trabajo monumental, la Mécanique analytique.

Su estancia en Berlin comenzo6 con un desafortunado error: estando la
mayoria de sus colegas casados, y aconsejado por sus esposas de que era la
unica manera de estar contento, se cas0; su esposa se murio pronto, pero la
unién no fue feliz.
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Lagrange era el favorito del rey y frecuentemente disert6 sobre las ventajas
de una regularidad perfecta en la vida. La leccion la aplicé a su vida, y
Lagrange estudidé su mente y su cuerpo como si fueran maquinas, y encontro
experimentando la cantidad exacta de trabajo que podia hacer sin perder la
salud. Todas las noches se ponia una tarea definida para el proximo dia, y al
completar cualquier tema escribia un corto andlisis para ver qué puntos en
las demostraciones eran susceptibles de mejora. Siempre penso en sus
articulos antes de componerlos, y normalmente los escribié con aseo y sin
una sola raspadura o correccion.

3.5.3 Ultima etapa en Francia

En 1787 Federico Il murid, y Lagrange que se habia adaptado al clima de
Berlin aceptd alegremente la oferta de Luis XVI para emigrar a Paris. Habia
recibido invitaciones similares de Espafa y Napoles. En Francia fue recibido
con distincién, y se prepararon apartamentos especiales en el Louvre para su
recepcioén. Al principio de su residencia tuvo un ataque de melancolia, y tuvo
una copia impresa de su Mécanique , en la que habia trabajado un cuarto
de siglo, sin abrir en su escritorio durante mas de dos afos. La curiosidad
acerca de los resultados de la revolucion francesa lo sacé de su letargo, una
curiosidad que pronto se volvidé en alarma con el desarrollé de la revolucion.

En 1792, la inexplicable tristeza de su vida y su timidez movié la compasion
de una joven muchacha que insistié en casarse siendo feliz con dicha unién.
Aungue el decreto de octubre de 1793 que exigia que todos los extranjeros
dejaran Francia no le fue aplicado, deseaba marcharse cuando le ofrecieron
la presidencia de la comisiéon para la reforma de pesos y medidas. La opcion
de las unidades finalmente seleccionadas era principalmente debida a él, y
por su influencia se aceptd por la comisién la subdivisiéon decimal 1799.

Aungue Lagrange habia querido salir de Francia, nunca estuvo en peligro y
los diferentes gobiernos revolucionarios (y mas tarde, Napoleén) lo llenaron
de honores y distinciones. En 1795 Lagrange ocupd una silla matematica
honorifica en la Ecole normale que disfruté s6lo durante cuatro meses. Sus
conferencias aqui eran bastante elementales, y no contiene nada de
importancia especial. En 1797 Lagrange fue nombrado profesor de Ecole
Polytechnique y las conferencias que dio alli a los matematicos que
tuvieron la buena suerte de poder asistir a ellas, tenian su base en su
Théorie des fonctions analytiques

En 1810 Lagrange comenzd una revision completa de la Mécanique

analytique , pero soélo pudo completar unos dos tercios antes de su muerte
que sucedi6 en 1813.
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3.6 Suobra

3.6.1 Miscellanea Taurinensia

El primer volumen contiene un documento de la teoria de la propagacion de
sonido; indica un error hecho por Newton, y obtiene la ecuacion diferencial
general para el movimiento, y halla la solucién para el movimiento en linea
recta. Este volumen también contiene la solucion completa del problema de
una cuerda que vibra transversalmente; en este trabajo sefala la falta de
generalidad en las soluciones dadas previamente por Brook Taylor,
D'Alembert y Euler llegando a la conclusion que la forma de la curva para un
asin(mz) -sin(nt) g

tiempo t cualquiera viene dada por la ecuacion ¥ =
articulo concluye con una habil discusién sobre ecos y sonidos compuestos.
Otros articulos en este volumen son serie recursivas, probabilidad y calculo
de variaciones.

El segundo volumen contiene un documento largo que incluye los resultados
de varios documentos del primer volumen y notas sobre el calculo de
variaciones; e ilustra su uso deduciendo el principio de minima accién, y las
soluciones de varios problemas de dinamica.

El tercer volumen incluye la solucion de varios problemas de dinamica
mediante el calculo de variaciones; algunos documentos de calculo integral;
una solucion del problema de Fermat, encontrar un niumero x qué hara que
(X2 n + 1) sea un cuadrado déonde n es un entero dado que no es un
cuadrado; y las ecuaciones de diferencial generales del problema del
movimiento de n-cuerpos y su aplicacion al Problema de los tres cuerpos que
se mueven bajo sus atracciones mutuas.

3.6.2 Los tratados

Su actividad mental durante estos veinte afios en Prusia fue asombrosa, no
s6lo por el hecho de producir su espléndida Mécanique analytique, sino
por contribuir, con doscientos trabajos, a las Academias de Berlin, Turin, y
Paris. Algunos de éstos realmente son tratados, y todos, sin excepcion, son
de una extraordinaria calidad. Salvo un corto tiempo cuando él estaba
enfermo en que produjo aproximadamente un articulo por término medio al
mes. Los mas importantes son:

. Sus contribuciones a los volumenes cuarto y quinto, 1766 -1773, de la Miscellanea
Taurinensia ; el mas importante fue uno en 1771 en que discutié como numerosas observaciones
astrondémicas deben combinarse para dar el resultado méas probable.

. Después, sus contribuciones a los primeros dos volimenes, 1784 - 1785, de la Academia
de Turin. Un papel sobre la presion ejercida por los fluidos en movimiento, y el segundo un
articulo en la integracion de una serie infinita, y el tipo de problemas para que es conveniente.
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3.6.3 La astronomia

El siguiente trabajo fue en 1764 sobre la libracion de la Luna, y una
explicacion acerca de por qué siempre ofrece la misma cara a la Tierra, un
problema que él traté con la ayuda del trabajo virtual. Su solucion es
especialmente interesante por contener el germen de la idea de ecuaciones
generalizadas de movimiento, ecuaciones que demostré formalmente en
1780.

La mayoria de los trabajos enviados a Paris versaba sobre preguntas
astronOmicas, y entre estos papeles cabe mencionar el sistema joviano en
1766, su ensayo en el problema de los tres cuerpos en 1772, su trabajo
sobre la ecuacion secular de la Luna en 1773, y su tratado sobre las
perturbaciones cometarias de 1778. Estos eran todos asuntos propuestos por
la Academia francesa, y en cada caso el premio se le otorgo a él.

Hay numerosos articulos de astronomia. De estos los mas importantes son
los siguientes:

. Intentando resolver el Problema de los tres cuerpos, descubrid los puntos de Lagrange en
1772 de interés porque en ellos se han encontrado los asteroides troyanos y satélites troyanos de
Saturno.

. Gravitacion de elipsoides, 1773: Punto de partida del trabajo de Maclaurin.

. La ecuacion secular de la Luna, 1773; también notable por la introduccidon de la idea de
potencial. El potencial de un cuerpo en un punto es la suma de la masa de cada elemento del
cuerpo dividido por su distancia del punto. Lagrange mostrd que si el potencial de un cuerpo a un
punto externo fuera conocido, la atraccion en cualquier direccidn podria encontrarse en seguida.
La teoria del potencial se elabor6 en un articulo enviado a Berlin en 1777.

. El movimiento de los nodos de la orbita de un planeta 1774.
. La estabilidad de las orbitas planetarias, 1776.
. Dos articulos sobre el método para determinar la érbita de un cometa con tres

observaciones, en 1778 y 1783,: esto no se ha demostrado practicamente disponible de hecho,
pero su sistema de calcular las perturbaciones por medio de las cuadraturas mecanicas ha
formado la base de la mayoria de las investigaciones subsecuentes en el asunto.

. Su determinacion de las variaciones seculares y periddicas de los elementos orbitales de
los planetas, 1781-1784: los limites superiores asignados para que éstos estan de acuerdo con
aquéllos obtenidos después por Le Verrier, y Lagrange procedié hasta donde el conocimiento
permitia entonces de las masas de los planetas.

. A este tema volvio durante los Gltimos afos de su vida cuando estaba ya en Paris. La
teoria del movimiento planetario habia formado parte de algunos de los mas notable papeles de
Berlin de Lagrange. En 1806 el asunto se volvié a abrir por parte de Poisson, quién, en un papel
leido antes de la Academia francesa, mostro las formulas de Lagrange llevadas a ciertos limites
para la estabilidad de las érbitas. Lagrange que estaba presente discutié ahora de nuevo el asunto
entero, y en una carta comunicada a la Academia en 1808 explic6 como, por la variacion de
constantes arbitrarias, las desigualdades periddicas y seculares de cualquier sistema de cuerpos
mutuamente unidos por la gravitacion podrian ser determinadas.
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3.6.4 El algebra

El mayor niumero de sus articulos de algebra los envié a la Academia de
Berlin. Cabe destacar:

. Su discusidn de la solucién enteras de las formas cuadraticas, 1769, y generalmente de
ecuaciones indeterminadas, 1770.

. Su tratado de la teoria de eliminacion de parametros, 1770.

. Sus papeles en el proceso general por resolver una ecuacion algebraica de cualquier

grado, 1770y 1771; este método falla para las ecuaciones de un orden superior al cuarto, porque
involucra la solucion de una ecuacion de orden superior, pero da todas las soluciones de sus

predecesores.

. La solucién completa de una ecuacion binomial de cualquier grado, esta ocupa el Gltimo
lugar en los papeles mencionados.

. Por ultimo, en 1773, su tratamiento de determinantes de segundo y tercer orden, y de sus
invariantes.

3.6.5 Lateoriade nimeros

Algunos de sus papeles iniciales también tratan de preguntas conectadas con
el abandonado pero singularmente fascinante tema de la teoria de numeros.
Entre éstos es lo siguiente:

. Su prueba del teorema que cada entero positivo que no es un cuadrado puede expresarse
como la suma de dos, tres o cuatro cuadrados de enteros, 1770.

. Su prueba del teorema de Wilson que si n es un nimero primo, entonces (n-1)! + 1
siempre es un multiplo de n, 1771.

. Sus papeles de 1773, 1775,y 1777, qué da las demostraciones de varios resultados
enunciadas por Fermat, y no demostrado previamente.

. Y, por tltimo, su método por determinar los factores de niimeros de la forma x* + ay®.

3.6.6 La Mecanica analitica o lagrangiana

Entre 1772 y 1788, Lagrange re-formul6 la mecanica clasica de Isaac
Newton para simplificar formulas y facilitar los calculos. Esta mecéanica se
Ilama mecanica Lagrangiana o mecanica analitica. Escribe su gran tratado
La Mecanica analitica. En el libro extiende la ley del trabajo virtual, y hace
de él un principio fundamental, con la ayuda del calculo de variaciones,
deduce toda la mecéanica, de los sélidos y fluidos.

El objeto del libro es mostrar que el asunto es implicitamente incluido en un
solo principio, que permite dar formulas generales de las que cualquier
resultado particular puede obtenerse. El método de coordenadas
generalizadas que obtuvo es quizas el resultado mas inteligente de su
analisis. En lugar de seguir el movimiento de cada parte individual de un
sistema material, como D'Alembert y Euler habia hecho, mostré que, si
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nosotros determinamos su configuracién por un numero suficiente de
variables cuyo numero es igual que los grados de libertad que posee el
sistema, entonces pueden expresarse los energias cinéticas y potenciales del
sistema por lo que se refiere a esas variables, y las ecuaciones del
diferenciales del movimiento se deducen por la diferenciacién. Por ejemplo,
en la dinamica de un sistema rigido él reemplaza la consideracion del
problema particular por la ecuacion general que se escribe ahora
normalmente con la féormula

4oT T &V _
o6 06 " o0

T es la energia Cinética y V para la energia Potencial. Entre otros teoremas
menores aqui dado puede mencionar la proposicion de que la energia
cinética de un sistema material bajo las restricciones dadas es un maximo, y
el principio de minima accién. Todo el andlisis es tan elegante que William
Rowan Hamilton dijo que este trabajo "solo podria describirse como un
poema cientifico”. Puede ser interesante observar que Lagrange comento que
la mecanica realmente era una rama de matemaéatica pura analoga a una
geometria de cuatro dimensiones, a saber, el tiempo y las tres coordenadas
del punto en el espacio. Al principio ninguna editorial queria publicar el libro;
pero Legendre por fin persuadidé una empresa de Paris para hacerlo, y se hizo
bajo su supervision en 1788.

3.6.7 Miscelanea

Hay también numerosos articulos sobre varios puntos de geometria analitica.
En dos de ellos, escrito bastante después, en 1792 y 1793, redujo las
cuadricas a su forma candnica.

Durante los afios de 1772 a 1785 contribuyd con una larga serie de articulos
que crearon ciencia, la ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales. Una
gran parte de estos resultados se ha reunido en la segunda edicién del
calculo integral de Euler que se public6 1794.

Durante los ultimos afios en Francia su trabajo se centra en el Andlisis
3.6.8 Théorie des fonctions analytiques

Sus conferencias en Ecole Polytechnique trataron del célculo diferencial la
base de su Théorie des fonctions analytiques qué se publicé en 1797.
Este trabajo es la extension de una idea contenida en un articulo que él
habia enviado a Berlin en 1772. Un método algo similar se habia usado
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previamente por John Landen en el Analisis Residual, publicé en Londres en
1758. Lagrange creyo6 que podia librarse asi de las dificultades por el uso de
cantidades infinitamente grandes e infinitamente pequeias, que los filésofos
objetaron en el tratamiento usual del calculo del diferencial. El libro esta
dividido en tres partes. Da una prueba algebraica del Teorema de Taylor. La
segunda trata las aplicaciones a la geometria; y la tercera aplicaciones a la
mecanica. Otro tratado en las mismas lineas fue su Lecons sur le calcul des
fonctions , publicado en 1804. Estos trabajos pueden ser considerados como
el punto de arranque- para las investigaciones de Cauchy, Jacobi y
Weierstrass.

3.6.9 Infinitesimales

Con posterioridad Lagrange uso los infinitesimales en el calculo diferencial en
el estudio de formulas algebraicas; y en el prélogo a la segunda edicion del
Mécanique que se publicé en 1811, él justifica el empleo de infinitesimales,
con estas palabras: "cuando nosotros hemos cogido el espiritu del método
infinitesimal, y lo ha verificado la exactitud de sus resultados por el método
geomeétrico de primeras y ultimas proporciones, o por el método analitico de
funciones derivadas, nosotros podemos emplear las cantidades infinitamente
pequefias como un medio seguro y valiosos de acortar y simplificar nuestras
pruebas. "

3.6.10 Fracciones continuas

Su Résolution des équations numeériques, publicada en 1798, también es
fruto de sus conferencias en la Escuela politécnica. En él da el método de
aproximar las raices reales de una ecuacion por medio de Fracciones
continuas, y enuncia varios otros teoremas. Al final en una nota muestra el
pequeio teorema de Fermat

a# ' —1=0 (mod p),

donde p es un numero primo y a es un nimero entero primo entre si con p
(m.c.d. (a, p)=1), puede aplicarse para dar la solucion algebraica completa
de cualquier ecuacién binomial. Explica también cédmo la ecuacion cuyas
raices son los cuadrados de las diferencias de las raices de la ecuacion
original puede usarse para dar mucha informacion acerca de la posicion y
naturaleza de esas raices.

3.7 Lamatemética pura

Los intereses de Lagrange eran esencialmente aquéllos de un estudiante de
matematica pura: buscé y obtuvo resultados abstractos de largo alcance, y
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estaba satisfecho de dejar las aplicaciones a otros. De hecho parte de los
descubrimientos de su gran contemporaneo, Laplace, consiste en la
aplicacion de las formulas de Lagrange a los hechos de naturaleza; por
ejemplo, las conclusiones de Laplace de la velocidad de sonido y de la
aceleracion secular de la Luna estan ya implicitamente en los resultados de
Lagrange. La unica dificultad en Lagrange es generalidad extrema de sus
procesos; pero su analisis es tan lucido y luminoso como es simétrico e
ingenioso."

Un reciente escritor que habla de Lagrange dice de verdad que él tomo6 una
parte fundamental en el avance de casi todas las ramas de la matemaéatica
pura. Como Diofanto y Fermat, él posey6 un genio especial para la teoria de
ndmeros, y en este asunto dio soluciones de muchos de los problemas que
se habian propuesto por Fermat, y agrego6 algunos teoremas propios. Creo el
célculo de variaciones. La teoria de ecuaciones diferenciales esta en deuda
con él por convertirla en una ciencia en lugar de una coleccién de ingeniosos
artificios para la solucion de problemas particulares.

Contribuy6 al céalculo de diferencias finitas con la formula de interpolacion
que lleva su nombre. Sus tres trabajos sobre el método de interpolacion de
1783, 1792 y 1793,: estan ahora en la misma fase en que Lagrange los dejo.

3.8 Véase también

Polinomio de Lagrange

Mecénica Lagrangiana

Puntos de Lagrange

Multiplicadores de Lagrange

Teorema de Lagrange

KEAAAEAAAEAAAEAAAAAAAAAAAAAAAAAAIAAAAAAAAAIAAAAAAAAhAAhhkhkhhkhhhkhhhhkihhhhhiiiiiiikx

Es una ecuacién de la forma: y+x<o(y' )+y/(y' ):o

Empezamos haciendo el cambio de variable: y =p

Después derivamos respecto de X, asi tenemos:

dp
dx

b _,

p+o(p)+xep(p) w'(p)dx
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Casol: p+¢( p)=0. Tenemos, multiplicando por dx/dp:

donde x es la funcion y p la variable. Si la podemos resolver, tenemos como solucion:

X = 6’( p,C ) 0 sea las soluciones de la ecuacion de Lagrange es:

Caso2: p+¢(p)=0

Il
o

Significa que existe un A tal que: A+ ¢ (1)

Tomamos y = A, asi tenemos:

y+xe(2)+y(2)=0

es decir : y=x1-w(21)

Son rectas, soluciones de la ecuacion de Lagrange, soluciones singulares de la ecuacion. Se dice
que una solucion es sinqular cuando la solucién no es Unica.

Ahora, reciprocamente, si y =X A1 —y ( A ) es solucion de la ecuacion de Lagrange, entonces
cumple: 2+ ¢ (1 )=0, que es verdad porque y = x 1 —w (1) satisface la ecuacion.

3.8.1 Ecuacion de Clairaut

. Alexis Claude Clairault (también conocido como
Clairault, a secas) (* 3 de mayo de 1713 - 1+ 17 de
. mayo de 1765) fue un matematico francés.

Nacido en Paris, donde su padre era profesor de

| matematicas, fue considerado un nifio prodigio. A los 12
. afos escribié un desarrollo sobre cuatro curvas

| geométricas, y lleg6 a alcanzar tal progreso en el tema
(bajo la tutela de su padre), que a la edad de 13 afnos

MA26A Page 71 21/08/2007



72

ley6 ante la Academia francesa un resumen de las propiedades de las cuatro
curvas que habia descubierto. Tres afios mas tarde, completé un tratado
sobre curvas de doble curvatura, Recherches sur les courbes a double
courbure, que la valié su admisiéon a la Academia de Ciencias Francesa tras
su publicacién en 1731, a pesar de que aun no contaba con la minima edad
legal de 18 afios para ser admitido.

En 1736, junto con Pierre Louis Maupertuis, formo parte de una expedicion a
Laponia, que tenia como objetivo estudiar un meridiano. Tras su regreso,
publicé un tratado que dio en llamar Théorie de la figure de la terre (1743).
En este trabajo plante6 por primera vez su teorema, que luego se haria
conocido con el nombre de Teorema de Clairault, segun el cual se conecta la
gravedad en los puntos superficiales de un elipsoide en rotacion con la
compresion y la fuerza centrifuga en el ecuador.

Clairault obtuvo una ingeniosa resolucion aproximada para el problema de
los tres cuerpos. En 1750 obtuvo el premio de la Academia rusa de ciencias
por su ensayo Théorie de la lune, y en 1759 calculé el perihelio del cometa

Halley.

La Théorie de la lune de Clairault es estrictamente newtoniana en su
caracter. En este ensayo el autor explicé el movimiento del afelio que habia
desconcertado a los cientificos y a mismo Clairault hasta entonces, que habia
considerado al fenbmeno tan inexplicable al punto de plantearse una
hipotesis de revision de las leyes de atraccion. Fue entonces cuando se le
ocurriod llevar la observacioén al tercer orden, tras lo cual concluy6 que los
resultados eran conherentes con las observaciones. Esto fue corroborado en
1754 por algunas tablas lunares. Clairault escribi6 tras ello varios papers
referidos a la orbita de la luna, y también sobre el movimiento de los
cometas y su perturbaciéon por parte de los planetas, particularmente en el
caso del cometa Halley.

En 1731, Clairault presenté una demostracion de una afirmacién de Newton,
en la cual el inglés notaba que todas las curvas de tercer orden eran
proyecciones de una de cinco parabolas.

En 1741, Clairault particié en una expedicidon cuyo objetivo era medir la
longitud de un meridiano en la tierra, y a su regreso en 1743 publicé su
trabajo Théorie de la figure de la terre. Estas ideas se basaban sobre un
trabajo de Maclaurin, que habia demostrado que una masa de fluido
homogéneo en rotacion alrededor de un eje que pase por su baricentro
tomaria, bajo la atraccién mutua de sus particulas, la forma de un esferoide.
El trabajo de Clairault trataba sobre esferoides heterogéneos y contenia la
demostracion de su formula para el efecto de aceleracidon gravitacional en un
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sitio de latitud I. En 1849, Stokes demostré que el mismo resultado se
mantenia valido independientemente de la constitucion interna y de la
densidad de la tierra, si la superficie era un esferoide de equilibrio o de baja
elipticidad.

Clairault fallecié en Paris, a la edad de 52 afios.

Es una ecuacién de la forma: y—XYy 4 7 ( y ' ): 0

Entonces es una caso particular de ecuacion de Lagrange con ¢ ( y )z -y
es decir somos en el caso 2 anterior de una ecuacion de Lagrange que satisface 4 + ¢ ( A ): 0.
Solo aparecen rectas. Las soluciones son las familias de rectas:

y=Ax-y (1)

Vamos a ver que ademas existe una solucion particular, que es la envolvente de estas familias de
rectas.

Las envolventes se obtienen despejando A del sistema:

%F(x,y,/i):—XH//'( )=0

F(x,y,A)=y-Ax+w(4)=0
yl

Eso no es siempre posible o simple. Nos vamos a quedar con su expresion paramétrica:

{X=w (2)
y=2y (2)-w(2)
Pero podriamos resolver una ecuacion de Clairaut sin saber que es un caso particular de una

ecuacion de Lagrange. Al igual que una ecuacion de Lagrange, podemos hacer el cambio de
variable:

y =p

Después derivamos la ecuacion de Clairaut respecto de x, asi tenemos:

p-p-xp+y (p)p=0
es decir: l—x+y/(p)Jp':0
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Tenemos entonces 2 casos posibles:

Si_p =0:
2
dx dx?
2
j@dx:jd Ydx=4 constante
dx dx2
p:ﬂzﬂ constante
d x
y=Ax-y(2)
Siy (p)=x: lassoluciones son: {X:V/ (p) que son las soluciones
— y=py (p)-v(p)
singulares
. 2 \3
Ejemplo 1: Resolver: (E): y:(y ) +2(y )

¢Cuales son las envolventes?

1. Hagamos el cambio de variable: y =p

d(e).

2. Derivamos (E) respecto a X: r
X

p=2(p)p +6(p)?p
p=pp (2+6p)

Casol: p=0
En este caso, podemos dividir por p, y tenemos:

1=p (2+6p)
dx=dp(2+6p)
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3. Integrando, tenemos como solucidn una familia de curvas paramétricas:

{x:2p+3p2+c
y=(p)*+2(p)°

Caso2: p=0
)2 \3
Enestecaso,como(E)es:y:(y ) +2(y ) =(p)2+2(p)3=o0.

La solucion es la solucién singular : .

Para encontrar las envolventes, igualamos el Jacobiano a 0:

ox oy
Jacobiano =0 = det 0C 9C |_ ! 0 5
OX 0y | |2+6p 2p+6p
op oOp
p(2+6p)=0
p=0
{p=—1/3
y=0
{y=1/27

Para p=0, tenemos y=0 que es solucién de (E).
Para p=-1/3, tenemos y=1/27 que no es solucién de (E).

Como en cada punto (x,y) la tangente es [x, yJ = [%d—m = (2 +6p,2p+6 p2) , cuando p=0, el

vector tangente es (2,0), pero cuando p=-1/3, el vector tangente es (0,0), es decir que no hay

vector tangente.

La envolvente es la curva y=0. La recta y=1/27 es el lugar geométrico de los puntos de retroceso

de la familia de curvas solucion.
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close all; clear all; x 10°

p = [-100 : 0.5 : 100] ;

%Solucion: familia de curvas.
%Para cada C hay una curva.
%Dibujamos 10 curvas con 10
valores

%diferentes de C (por ejemplo
hemos

%tomas aqua: ¢ = C +i * 1000
%con i1 variando de 1 a 10

% y el valor inicial de C es -1

C =
for

1 -
= :10 x x 10°
C + i1 * 1000;

2*p + 3*p .~2 + C;

p N2+ 2*p N3

plot ( X , y, “LineWidth",2 ), xlabel(" x "), ylabel("y")

hold on

yO=zeros(length(x)); %Dibujo de la envolvente

plot(x,y0, "r-","LineWidth",3)

hold on

In i e

<KX O =

end

print -dps fig3331l.ps

Viernes 20.08.2004, Martes 21.08.2007

' ' 2
Ejemplo 2: Resolver: (E) y=x+Yy —B(y )
Es una ecuacion de Lagrange. Hagamos el cambio de variable y’=p y derivar (E) respecto a x:

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a X:

d(E).

- y'=1+y"—6(y')y"

p=l+p -6pp
(p-1)dx=(1-6p )dp
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Casol: p=1
En este caso, podemos dividir por (p-1), y tenemos:

Ecuacion de variables separadas.

3. Integrando, tenemos como solucién una familia de curvas paramétricas:

Xx=-6p-5log(p-)+C
y=-5 p—3p2—5log(p—1)+C

Caso2: p=1

0.5

S

al
> 15
2l
close all; clear all; 250
p = [-1000 : 0.10 : 1000] ; 3r
%0 2 4 & 8 10 12 14 16

%Solucion: familia de curvas.
%Para cada C hay una curva.
% el valor inicial de C es -1

Cc = -1;
for i=1:20
C=C+i*700;

X = -6*p - 5*log( abs((p-1)) ) + C;

y ==5*p -3*p.~2 - 5*log( abs((p-1)) ) + C ;

plot ( X , y, “LineWidth",2 ), xlabel(" x "), ylabel("y") ;

hold on

ysingular=x-2;

plot(x,ysingular,"r-","LineWidth",2), xlabel(" x "), ylabel("y")
end
print -dps fig3332.ps
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. )\ 2
Ejemplo 3: Resolver: y=y x-2 ( y )
¢ Cual son las envolventes?

Es una ecuacidn de Clairaut. Hagamos el cambio de variable y’=p
y deriva (E) respecto a X:

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a X:

d(E). S ' )y
5 V=Y Xy ~a(y')y
p=p x+p-4(p)p
0=p (x-4p)
Caso 1. p':O
En este caso, tenemos p=C=dy/dx, en (E) da: y=Cx-2(C)?

con C constante.

Para encontrar las envolventes, se debe verificar:

o
oC
y=Cx-2(C)?
x=4C
2
X
es decir: -2
y 8
Caso 2: x=4p
» L X=40p
La solucién de (E) es la solucion singular: 2 5
y=px—-2p~=2p
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close all; clear all;

%Solucion:
%Para cada C hay una curva.

x = [-40 : 0.01 : 40] ;
C=-5;
for 1=1:15
C=C+i*0.2;
y = C* - 2*C ."2;
plot ( x , Y,
hold on
end

%Solucion singular:

p [-10 : 0.01 : 10] ;

X = 4*p;
y = 2%p ."2;

plot ( X , y,"r=-","LineWidth®,4), xlabel(® x ), ylabel("y")

400 200D);
hold on

print -dps fig3333.ps

79

familia de curvas.

"LineWidth®,2 ), xlabel(" x "), ylabel("y") ;

; axis([-40 40 -

200
7/
100 /
7
O—h - - l"é’ :
e,
AT
100k AN A
: DS,
\\
AN
2007 A
-300 ]
%0 30 20 10 0 10 20 30 40
X
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Ejemplo 4:
i -2 r
Resolver: ry +y )=y
I _
Hacemos ¥y =n
r 2
por tanto p +(p)” =p,

. -, - -z = i == CI —|_ CE
obteniendo la ecuacion de Clairaut, cuya solucisnes P =4 = )

de la cual podemos obtener y integrando dos veces,

9 2 3 2.,.2
= f/y” drdzr — /f{CrJrc?) drdz — f( ; +C%4D)dr = %JFCZT +D%*+E,
asi
siendo D y E otras dos constantes cualquiera.
Cr® (C%2? ,
y= + +Dr+E.
Solucion: 6 2

3.9 EDOdelaforma: x=f(y,y')

Son ecuaciones similares al paragrafo 3.4 de la forma: y = f ( X,y ) cambiando solamente el
papel de x e y. Vamos a proceder de manera idéntica:

€ x=f(y,y)

1. Hagamos el cambio de variable: y = p=%
: d(E) dx 0 0 dp
2. Derivamos (E) respecto a y: — —=—1"(y,p)+—fly,p)—
dy dy@y()ap()dy

MA26A Page 80 21/08/2007



81

Si:p=0= % , entonces: y=cste

Si:p=0

. dx 1 1 _
Tenemos: — = =— entonces:
dy dy/dx p

0 0 dp
— . p)+—fly.p)—
510 2 (o)

1
P
Si podemos resolver tal ecuacion, obtenemos una solucion del tipo:

y=¢(p.C)

La solucion sera entonces la familia de las curvas paramétricas:

{X= f(¢(p.C). p)
y=¢(p.C)

De igual manera como el 3.3, podemos distinguir 3 casos simples para los cuales se puede
resolver la ecuacion intermedia.

3.9.1 Ecuaciéon de la forma; x=f (y' )

3.9.2  Ecuacion de laforma: x+ye ( y )+ w ( y ):0

3.9.3 Ecuacion de la forma: x- - + % ( y ):O
y

Se hacen de igual manera, usando derivadas respecto a y como acabamos de ver. Se deja a cada
uno hacer estos casos como ejercicio.
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Ejemplo: Resolver: (E) x= (y )3 +y

1. Hagamos el cambio de variable:

82

2. Derivamos (E) respecto a y:

~dx 1
Tenemos: — =
dy dy/dx

d(E).
dy

1
=— entonces:

=3

dy =

%=3(yl d_y_|_
dy

—

p)

2dp , dp
dy dy
3p°+ pip

Integrando, la solucidn sera entonces la familia de las curvas paramétricas:

close all; clear all;

%Solucion: familia de curvas.

%Para cada C hay una curva.
p=[-10:0.01:10];

C=-1,;

fori=1:10
C=C+i*100;
X =p . 3+p;

y = 3/4%p AM+1/2%p N24C;

plot (x,y) ;
hold on
end

print -dps fig34.ps

lunes 23.08.2004
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3.10 EDOdelaforma: F(y,y )=0
Para intentar resolver esta ecuaciéon, vamos a considerar la curva:
Fla,B)=0

suponemos que hemos logrado encontrar una representacién paramétrica de la curva:

{a=¢ﬁ)
B=w(t)

tal que: F(o(t),w(t))=0

Si es asf, hacemos el cambio de funcién |y = ¢ ('t )|, teniendo en cuenta que: y' =y (t)

Vamos a derivar y = (t ) respecto de x:

' ' dt
—o (t)—
y =0 ( %X

asi tenemos:

v (t)=¢ (V)5

que ya sabemos resolver (ecuacién de variables separadas).

Casol: w(t)=0

ax= 2 () g
w(t)
integrando: x:j¢ (t )dt+c
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Caso 2: Si existe algun to tal que w (ty )=0, para este t, tenemos:

0=¢ (tg )% asi que 0=¢ (to ). Formalmente, vamos a decir que es verdad para todo t, asi
X

que: ¢ (t)=0,esdecir: ¢ (t )=cste=p(ty ). Asi, tenemos y =g (ty ).

Podemos comprobar con rigor que esta recta horizontal es solucion de la EDO sin mas que

sustituir en ella: F (y, y ):O: F(oltg),0)=F (olty), v(to))

- : C 203 (B3
Ejemplo: Resolver: y“'~ +ly =1

[HEN

. /3 /3
Hagamos tomamos: y:cos3 ®,y =sin® (t), entonces tenemos: [0033(t)]2 +[sin3(t)]2 =

Derivando y = cos® (t) tenemos: y' = -3cos? (t)sin(t)% , lo que usando y "= sin 3 (t)
X
resulta: sin® t) = —3cos? (t)sin(t)%
X
cos? (9]

sin? ()

x = —3[ cot % (t)dt =—3j[1+ cotz(t)Jdt +3[dt =3cot(t) +3t+C

Caso 1: si sin3(t) #0, tenemos: dx =-3 dt, o sea:

Las soluciones son:

x =3cot(t)+3t+C
y= cos3(t)

Caso 2: Para los t tales que sin3(t) =0, es decir t=kx, con k € Z , aparecen como soluciones
singulares las rectas horizontales: y = cos® (k) , es decir ly=1] e ly=-1]
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3.11 EDO delaforma: F(x,y )=0

Caso1: y =g(x)

Entonces, tenemos directamente: |y = [ g(x)dx

Caso2: x=hly)

'—ﬂ:p dx =—

y=>p y_dx 0

dy

Como x=h(y' ),tenemos: dx=h(p )dp:?,entonces: y=] ph (p)dp

La solucion es:

X = h(t)

Caso 3: { ) tal que: F (h(t), g(t))=0

Igual como antes,con y = p.

3.12 EDO de la forma : F( y y J:o

X )
Suponemos que conocemos una representacion paramétrica

a=p(t)y B=y(t)
que verifique:

Hagamos el cambio de variable: | =¢(t)

e impongamos la condicién : |y =w(t)

Vamos a derivar y, asi que tenemos: y =g(t )+ x¢e (t )OI

v(t)=p(t)+xe (1)
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v (1)-p(t)=xp ()5

gue en principio es una ecuacién en variables separadas.
Siy(t)=e(t):

dx _ ¢'(t)dt
x w(t)-o(t)
de solucién :
x=Ce® con ®(t)= p (1)dt
(=], (=)
entonces y=Ce®op(t)
Siy(t)=p(t):
, dt
0=x¢p (t)2L
X' ( )dx
0=p(t)
p(t)=C
y=CX

Ejemplo: Resolver: x?(y ) =(y?+x?)=0

Dividiendo por x> tenemos :

Esta forma nos hace recordar la relacién ( cosht )* — (sinh t)* =1, asi que vamos a hacer el

y

cambio: y =cosht y ;:sinht :

Vamos a derivar y = xsinht asi que tenemos y =sinht + x cosh t g—t
X

Entonces tenemos 3% = _ ¢oSNt

X cosht—sinht

Tenemos x=C e®(*) con

cI>(t)=j—C°Sht dtzjet+eI dt:%'[(l+e2‘)dt % t4le2t

cosht —sinht 2e! 4
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La solucion de la EDO son las curvas:

t=-15:0.01:1.5; =0

c=1; 0
X=C*exp(t/2+1/4*exp(2*t)); 0

y= x.*sinh (t); L
plot (x,Yy); o

o 80 1m 180 20 0 300 380

Miércoles 25.08.2004:
Ejercicios para preparar el control.

Viernes 27.08.2004:
Paragrafo 2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones.
2.15.1 y puntos Ay B hasta el lema 3 incluido.

Lunes 30.08.2004:
Fin del paragrafo 2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones.
Fin del punto B y el punto C y 2.15.2 ecuacion lineal de orden 1.

Miércoles 25.08.2004:
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4 EDO implicitas en las que se puede reducir el orden

Sea la EDO de la forma:

F(X, Y y y(n))= 0 conn>0
No hay un método general para resolver tal EDO, asi que vamos a ver solamente algunos casos.

4.1 EDO delaforma : F(x,y(k),---,y(”)):o conl<k<n

Hagamos el cambio de variable: y(k) =z

Tenemos:
F(x,z,~-~,z(”_k))=0 conl<k<n,

que es una EDO de orden (n-k).

Si logramos resolverla, su solucion sera de la forma: z = ¢ ( X,C - ,Ch_k ) donde C; son n-
k constantes. Como y(k) =z, basta integrar k veces z=¢ ( X,C - ,Ch_k ) respecto de X, es
decir:

y:jjj (D(X,Cl,"' an—k )dx dx---dx
k veces, lo que va a introducir k nuevas constantes.

La solucién general sera:

y=[[] (P(chlv“ Cnok )dXdX"‘dX + Cpoka1 X<+ +Cpg X+ Cy
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Maclaurin series for common functions include (desde la pagina: http://mathworld.wolfram.com/MaclaurinSeries.html)

pe=l+z+ri+2 42t +2 4., for =1<2<1 @
en(z, k) =1 = 32 4 (1 +4k%)z" +. .. @
cospml=la¥s bote Lofe, | for ~c0<zr<00 @
cos 'z =gr—r—grt— Srt — o’ — L for —1<z <] ©
coshe =14 1a? + Lot + Loa® 4 hoo® 4 ©
ot lz=ir—z+30® — 24 RaT — 220 1., )
cot™! (L) =z = La® 4 }aﬂ—.}m’"-lrg;m”-l-f.. ®

-1 — 1 1 1 1
coth ll:]+.r]_Eh2—51n1+{—z-ﬁﬂ+... ©

eschlrp=m2=Inz+ fo? = Fat + Fa% — ... (10)
du(z. k)= 1 - 2k%2* + 2@+ )z + ... an
erfr = Jo (2r - Zrd 4 Lot = o™ 4.} a2)
=1+t +ort+ 2"+ for —o<r <0 a3
:Fife, Biyi2) =14 ‘?‘é‘m‘i' - &ﬂtlﬁm-] e 4 ... as
I(l+zj=cr=zz’+za* =224, for =1<z<1 s
ln(ﬁg)-u+§¢3+§ﬁ+§m’+mrm —1<z<1 o
sece =1+ L1o% + Zot+ ALo% 4 254, an
sechs = 1= 1a? + 2ot — Sba® + LEab 4 .. a8)
Sedl'lm=h|2“—lnz—-}mz—3%m"—... (19
sinz:z—%z3+ﬁmb—ﬁ:r?+“. for —co<z2< 00 20)

itz =zt Lad g Bob 4 Dol 4 35,8
SN F =0+ g8 4 50+ mE + g o @1
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sinhx=z+%3+ﬁ15+5;“zr+ 1 __ %4 .

ainh'lm=m—§@3+%mﬁ—ﬁ%m-?+j—%rg-“.

sn(z. k) =2— %El + ke + %{1 + 14k% + ')z +

— P P b
tﬂﬂﬂ'—l""iﬂz +-i'§I- +§"'E.T- +'3_ﬂ"3_§'r S 2T

fan ?z=m—%x3+gf—%£+.“ for —1<z<1

tan~ (1 + 2} = {4 o= {55 + x4 Lo+,
. k] 5 T sl ik fr
I.anhx_z-%:ﬂ +i%m—i‘fﬁz -l-ﬁ:n + ...

tanh e =r+ o+ Lo+ bo" & §2% 5 ...,

The explicit forms for some of these are

T ="

= wwee (L) _ap
mm—znzﬂ- an) ad

coshz = Y™ Erlmzz“

- e (=1)fl2fa® 1By _2n_]
Cse @ = En_& ) 20 o2

€ =Yoot

Il + 2= 700 U g

n (E%) -5 Ez_ﬂérjm‘zn-l

oo (=1)"Esy _2n
seep =37 ", Py

- _ e =t B - |
sing =3, "o Er |

sinh e = T, gy a?™!

= yoee  (CNTETEE B 2n4a
tane =3 ;o FIEEI
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(22)

23)

24)

(25)

(26)

@7

(28)

(29)

(30)

31

32)

(33)

34)

(35

(36)

@37

(38)

39

(40)

21/08/2007



92

B e T e et |
A= r = zn =1 " Zn-1 * (41)
. o L 2rr=]
tanh™ £ = 3 = s=—r . “42)
) iy
where are Bernoulli numbers and are Euler numbers.
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