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1 Introducción, definiciones y ejemplos de EDO
Introducción

En el cálculo diferencial, uno define una función 
[image: image27.wmf]y

 que depende de una variable x. 
El valor de la función 
[image: image28.wmf]y

 en el punto x es 
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Su derivada 
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 es también una función.
Por ejemplo, si 
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entonces 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf](
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El problema que vamos a ver aquí no es de calcular derivadas de funciones, sino de hallar una función 
[image: image34.wmf]y

 que satisfaga la ecuación:
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que vamos a llamar ecuación diferencial. Hallar tal función es resolver una ecuación diferencial.
Desde ahora, vamos a considerar solamente una variable x, así que muchas veces vamos a omitir el 
[image: image36.wmf](

)

x

 en las expresiones de y, así que vamos a simplificar las notaciones de la manera siguiente: 
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Definiciones

Una ecuación diferencial es una ecuación que relaciona una función 
[image: image38.wmf]y

 
y sus derivadas 
[image: image39.wmf]'
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, 
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, …  con su variable independiente x. 
y se llama la variable dependiente, x la variable independiente.

Se dice que una ecuación diferencial es ordinaria cuando la función 
[image: image41.wmf]y

 depende de una sola variable independiente x. La notaremos EDO. 
Si la función 
[image: image42.wmf]y

 depende de más de una variable independiente, se define las derivadas parciales respecto a estas variables y se habla de ecuaciones en derivadas parciales. 
Aquí solamente vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias. 
1.1.1 Ecuación diferencial ordinaria explícita

Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es explícita cuando su expresión es del tipo:

(1.2.1.1)
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f es una función 
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R

D

f

n

®

Ì

+

1

:

 donde D es un subconjunto (generalmente abierto) de Rn+1.  x es una variable independiente (por ejemplo podría ser el tiempo)

y es una función n veces continuamente derivable: es la variable dependiente, solución de la EDO (1.2.1.1). 
Tenemos la notación: 
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donde n es el orden de la derivada más alta que aparece en la ecuación y se llama el orden de la ecuación diferencial.
1.1.2 Ecuación diferencial ordinaria implícita

Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es implícita cuando su expresión es del tipo:

(1.2.2.1)      
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F es una función 
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 donde I es un subconjunto (generalmente abierto) de Rn+2.

1.1.3 Ecuación diferencial ordinaria lineal

Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es lineal cuando su expresión es del tipo:
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1.1.4 Ecuación diferencial ordinaria lineal homogénea
Una ecuación diferencial ordinaria de orden n es lineal homogénea cuando 
[image: image49.wmf](
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Cuando tenemos una ecuación lineal, se llama ecuación lineal homogénea asociada la ecuación inicial en la que se ha hecho 
[image: image50.wmf](
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. Veremos después la utilidad de tal denominación.
1.1.5 Ecuación diferencial ordinaria exacta de primer orden
Una EDO exacta de primer orden es una EDO explícita de la forma:
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o sea:
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que cumple   
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1.1.6 Problema de Cauchy o de valores iniciales
Para resolver una EDO, hay que seguir dos etapas. Una primera etapa para encontrar una solución general, y una segunda etapa para encontrar una solución particular. Esta segunda etapa sirve para determinar la(s) constante(s) de integración que aparece(n) en el proceso de la primera etapa. Una solución particular puede corresponder a una condición inicial.

El problema de Cauchy consiste en encontrar una solución completa a una ecuación diferencial ordinaria (o sea una solución general más una solución particular).

Ejemplos

1.1.7 Desintegración de elementos radioactivos
Notemos N(t) el número de elementos radioactivos al instante t. Estos elementos se van a desintegrar con el tiempo. Suponemos que la variación de este número por unidad de tiempo decrece de manera proporcional al número N presente (no se sabe, pero es la manera más simple y natural de describir tal fenómeno).
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que vamos a escribir de manera más simple:

(1.3.1.1)
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Ponemos un menos para decir que el número disminuye con el tiempo (decrecimiento).
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Vamos a integrar:
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Vamos a ver una manera de determinar la constante. Si conocemos el número inicial de elementos radioactivos, o sea si conocemos N al instante t = 0 y si lo denotamos 
[image: image61.wmf]0
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, vamos a tener:
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Entonces tenemos:
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Se llama semi vida T el tiempo requerido para reducir la población inicial de protones a la mitad, o sea para t = T, tenemos N (t = T) = N0 / 2.

Entonces: 
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Otra manera de notar (1.3.1.1) es: 
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Es una ecuación diferencial simple.
Vemos que en el proceso de resolución de la EDO, es necesario determinar una constante. Esta se puede conocer con condiciones iniciales. Pero en realidad, se podría de la misma manera determinar la constante con otras condiciones (no necesariamente iniciales).

Ejercicio: determinar en el ejemplo precedente el valor de la constante para un valor N de 
[image: image69.wmf]1
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 para el tiempo 
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Respuesta:
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Es un ejemplo donde se determina la constante con una condición que es diferente de una condición inicial.

1.1.8 Circuito eléctrico

Capacitor (Condensador) C: 
[image: image76.wmf]q
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Resistor (Resistencia) R: 
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Tenemos un circuito en serie de un resistor R, de un capacitor C. Suponemos que el capacitor se descarga en la resistencia. Tenemos 
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que es similar a la ecuación previa. Tenemos : 
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1.1.9 Mecánica

Resorte k: 
[image: image81.wmf]®
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 (es como el capacitor)
Si se aplica una fuerza F que se pone a un resorte de rigidez k, la variación de longitud del resorte respecto a la posición de equilibrio debido a esa fuerza será denotada x, entonces: 
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Amortiguamiento: 
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 (como el resistor)
Un amortiguamiento (damping en ingles) típico 
[image: image84.wmf]l

opone una resistencia proporcional a la velocidad relativa:
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Al equilibrio: 
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. La solución es: 
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Resumen: una ecuación con una derivada de orden 1 es muchas veces relacionada con la noción de atenuación (resistor en electricidad, amortiguamiento en mecánica) es decir responsable de un régimen transitorio. Veremos que una derivada de orden 2 será relacionada con la noción de oscilación (la self o inductor L en electricidad, la masa en mecánica) correspondiendo a un régimen permanente.

	Electricidad
	Mecánica

	L (inductor)
	M (masa)

	R (resistor)
	 (amortiguador)

	C (capacitor)
	k (resorte)


[image: image550.wmf]Dibujo en matlab:

t = 0 : 0.05 : 5 ;
n0 = 1000 ;

lambda = 1 ;

n = n0 * exp (-lambda * t ) ;

plot ( t , n ) ;

[image: image551.wmf]
t = 0 : 0.05 : 5 ;

n0 = 1000 ;

lambda = 2 ;

n = n0 * exp (-lambda * t ) ;

plot ( t , n ) ;

[image: image552.wmf]
t = 0 : 0.05 : 5 ;

n0 = 500 ;

lambda = 2 ;

n = n0 * exp (-lambda * t ) ;

plot ( t , n ) ;

Vamos ahora dibujar en un mismo gráfico varias soluciones para diferentes condiciones iniciales:
%    Ejemplo de solucion de la ecuación: n = n0 * exp (-lambda * t )
%    para diferentes soluciones iciciales: vamos a tomar por ejemplo:
%    n0=1000
%    n0=2000
%    n0=3000
t = 0 : 0.05 : 5 ;  %Definimos el vector tiempo
lambda = 2 ;
n0 = 1000 ; % Primera condicion inicial
n = n0 * exp (-lambda * t ) ;
plot ( t , n ) ;
hold on;  %Para dibujar varios graficos en la misma figura 
n0 = 2000 ; % Segunda condicion inicial
n = n0 * exp (-lambda * t ) ;
plot ( t , n ) ;
hold on;  %Para dibujar varios graficos en la misma figura
n0 = 3000 ; % Tercera condicion inicial
n = n0 * exp (-lambda * t ) ;
plot ( t , n ) ;
[image: image553.wmf]
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EDO explícitas de orden 1 : 
[image: image88.wmf](
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Definición y propiedades
Una EDO de primer orden corresponde a n = 1. Se puede escribir de dos maneras diferentes (explícita o implícita):
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(2.1.1)

En una primera etapa, vamos a ver las ecuaciones explícitas de primer orden :
[image: image90.wmf](
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Encontrar una solución de una EDO de primer orden, es encontrar una función y(x) que verifica una de las dos fórmulas (2.1.1). En realidad, no se sabe resolver todas las ecuaciones diferenciales. Solamente se sabe hacerlo para algunas de ciertos tipos que vamos a ver ahora.

Vamos a ver diferentes casos particulares.
EDO explícita de la forma: 
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[image: image92.wmf](
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 es la ecuación diferencial la más sencilla que puede pensarse.

La solución general de tal EDO de primer orden es:
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Una solución particular puede determinarse fijando una solución. Por ejemplo digamos que para x = x0, la función y toma el valor : y (x0 ) = y0. En este caso vamos a tener:
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 EMBED Equation.3  [image: image95.wmf]
EDO explícita de orden 1 de variables separadas : 
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Son ecuaciones exactas donde 
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 depende solamente de x, que notaremos 
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 depende solamente de y, que notaremos 
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Vamos a ver que estas ecuaciones son muy sencillas de resolver, así que para resolver una EDO, intentaremos, siempre que se pueda, de llegar a una ecuación de variables separadas.
Se pueden resolver simplemente integrando:
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Ejemplo:
Resolver 
[image: image104.wmf]2
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Podemos expresar esta EDO de la manera: x3 dx + y2 dy = 0

Solución general: integrando, tenemos directamente: 
[image: image105.wmf]4
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 x 4 + 
[image: image106.wmf]3
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 y 3 = Cste
[image: image554.wmf]
Vamos a tomar una constante Cste de tal manera que nos quedamos con números reales:
x = 0 : 0.01 : 10 ;

C = 10000 ;

d = 1/3 ;

y =  ( 3 * (C -1/4 * x .^4) ) .^ d ;

plot ( x, y) ;

EDO reducibles a ecuaciones de variables separadas 

Caso 1:  
[image: image107.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf](
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Si se divide por 
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 , se obtiene:

[image: image110.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

1

2

2

1

=

+

y

d

y

g

y

g

x

d

x

f

x

f


que se puede resolver como el caso precedente:
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siempre que exista una primitiva de 
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Ejemplo 1: Resolver 
[image: image114.wmf]2
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Podemos expresar esta EDO de la manera: (1 + x 2) dy + y dx = 0
Solución general: se divide por y (1 + x 2) y así: 
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Se integra: 
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Notemos la Cste como un ln de otra cste:  
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[image: image555.wmf]x = -1 : 0.01 : 10 ;

C = 10 ;

y =  C * exp ( -atan (x) ) ;

plot ( x , y ) ;

Ejemplo 2: Resolver 
[image: image123.wmf](
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Se puede escribir de la forma: 
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[image: image125.wmf](

)

(

)

Cste

x

sen

y

+

=

ln

o sea 
[image: image126.wmf](
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[image: image556.wmf]
x = -10 : 0.01 : 10 ;

C = 1 ;

y =  C * exp ( sin (x) ) ;

plot ( x , y ) ;

Jueves 26/07/2007

EDO explícita de la forma : 
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Si a = 0 : 
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 . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver.
Si b = 0 : 
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Entonces tenemos: 
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Así tenemos una función y solución de la EDO en función de x.

Ejemplo : Resolver 
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Tenemos: 
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Hacemos el cambio de variable: z = x + y . 
Así 
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es decir que la solución es : 
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[image: image557.wmf]
x = -1 : 0.001 : 11 ;

C = - 11.0001 ;

y =  -x -log ( - x - C) ;

plot ( x , y ) ;

Lunes 02.08.2004
EDO explícita de la forma : 
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Hagamos el cambio de variable : 
[image: image149.wmf]x
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· Si 
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Integrando tenemos: 
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Entonces tenemos el sistema: 
[image: image159.wmf](
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Se puede dejar así o escribirse también de la forma:

[image: image160.wmf](
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 De allí se puede encontrar una función H tal que: u = H (x , Cste ) y así y = x H (x , Cste ).
Miramos un caso particular: Si conocemos un u0 que satisface f (u0 ) = u0. En este caso es fácil mostrar que y = u0 x es solución de la ecuación inicial porque 
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Esta solución no se obtiene con un método general pero las que salen así de manera particular se llama una solución singular.
· Si 
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que es una EDO de variables separables que ya se sabe resolver.
Ejemplo : Resolver 
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2

'

2

x

y

y

x

y

-

=


Hacemos el cambio de variable: 
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Como 
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· Si 
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Integrando, tenemos: 
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· Si 
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se tiene las soluciones singulares y = 0 y también y = x.
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Solución de:   dy/dx = (x - y - 1) / (x - y - 2)


x = -10 : 0.01 : 10 ;

C = 1 ;

y =  x .^ 2  ./ ( C + x ) ;

plot ( x , y ) , axis ([-10  10 -100 100]) ;

Viernes 01.08.2003  
EDO explícita de la forma : 
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Vemos que este caso corresponde a una EDO reducible a una EDO de tipo : 
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En el plano ( x , y ), la ecuación 
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De igual manera, la ecuación 
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Vamos a distinguir dos casos:
Caso 1: estas rectas se cortan en un punto 
[image: image183.wmf](
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Eso significa que el punto 
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Entonces la EDO se escribe: 
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Vamos a hacer los 2 cambios de variable : 
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Así tenemos: 
[image: image190.wmf]÷
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 que ya sabemos resolver.
Caso 2: estas rectas son paralelas. 
Eso significa que : 
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Entonces tenemos: 
[image: image193.wmf](
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Hagamos el cambio de variable: 
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 que es una EDO de variables separadas que ya sabemos resolver.
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De igual manera, un vector de la recta 2 será: 
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Ejemplo 1 : Resolver 
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Esta relación no esta satisfecha aquí, entonces las dos rectas se cortan en el punto que satisface: 
[image: image205.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

=

-

+

-

-

+

=

-

+

-

0

3

0

6

4

2

3

6

4

2

0

0

0

0

0

0

0

0

y

x

y

x

y

x

y

x

. 
Se puede mostrar fácilmente que 
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Entonces tenemos: 
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Hacemos el cambio de variables: 
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Hacemos otro cambio de variable: 
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Tenemos que analizar dos casos:
Caso 1: 
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Podemos mostrar fácilmente que A = 2 y B = - 3. 
Integrando, tenemos : 
[image: image221.wmf](
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Como 
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Caso 2:  
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Tenemos 2 casos: 
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Ejemplo 2 : Resolver 
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Hacemos el cambio de variable: 
[image: image234.wmf]y
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Tenemos 
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Integrando: 
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Como 
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clear all; close all;
x = -50 : 0.01 : 10 ;
C = 10 ;
y =  x - 2  - sqrt( 2 * C - 2 * x ) ;
plot ( x , y,'-b' ),xlabel('x')  ; %dibujar en 'blue' fino
hold on;
y =  x - 2  + sqrt( 2 * C - 2 * x ) ;
plot(x,y,'-+r'),ylabel('y(x)'),title('Solución de: dy/dx=(x-y-1)/(x-y-2)'); %dibujar en 'red' grueso (porque cruzes cercanas)
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EDO de la forma : 
[image: image243.wmf](
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· Si 
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· Si 
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 que ya vimos
· En los otros casos, hacemos 
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Derivando, 
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o sea: 
[image: image253.wmf](
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que es una EDO homogénea.
EDO homogénea de grado k

Es una EDO de la forma 
[image: image254.wmf](
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Se dice que f es homogénea de grado k.

El caso particular k=1, 
[image: image256.wmf](
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Se resuelven con el cambio de variable: 
[image: image258.wmf]x
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Ejemplo:  resolver: 
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Vamos a notar 
[image: image260.wmf](

)

2

3

2

,

y

x

x

y

y

x

f

-

=

. 
Calculamos 
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Esta expresión vale 
[image: image263.wmf](
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para 3/2 – 3= 0 o sea
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Hagamos el cambio de variable : 
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Entonces 
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o sea : 
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Hacemos otro cambio de variable: 
[image: image268.wmf]x
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De allí, 
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Es una EDO a variables separadas, así que tenemos: 
[image: image270.wmf](
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clear all; close all;
figure(1)
u = 0 : 0.01 : 100 ;
C = 1 ;
x = C * exp ( -1/9 * u .^1.5  ) ;
y =  sqrt (x .* u) ;
plot ( x , y,'-b' )  ;
hold on;
C = 2 ;
x = C * exp ( -1/9 * u .^1.5  ) ;
y =  sqrt (x .* u) ;
plot ( x , y,'-+r' )  ;
hold on;
C = 3 ;
x = C * exp ( -1/9 * u .^1.5  ) ;
y =  sqrt (x .* u) ;
plot ( x , y,'-.g' )  ;
figure(2)
u = -30 : 0.01 : 100 ;
C = 1 ;
x = C * exp ( -1/9 * u .^1.5  ) ;
y =  sqrt (x .* u) ;
plot ( x , y,'-b' )  ;
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Se generan 2 figuras, la primera con 3 valores de  la constante C, la otra con un intervalo de u más grande:
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EDO de la forma : 
[image: image271.wmf](
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Se puede también escribir  
[image: image272.wmf](
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(2.10.1)   
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1.1.10 EDO exacta y función potencial
Se dice que esta EDO es exacta si cumple además   
[image: image274.wmf]x
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Para resolver tal ecuación (2.10.1), vamos primero comentar algunos puntos. Suponemos de antemano que P y Q son de clase C1 (continuas con derivadas parciales continuas) en su dominio donde está definido (un abierto de R2).

Demostración: Suponemos que podemos encontrar una función 
[image: image276.wmf](
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entonces la ecuación diferencial tendrá como solución:
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donde C es una constante respecto a x y y.

Se necesita 2 cosas:

1. encontrar bajo que condiciones impuestas a P y Q tiene lugar una función F tal que su diferential total sea exactamente 
[image: image279.wmf](
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2. si dichas condiciones son satisfechas, determinar realmente la función F.

Por razones de cálculo, tenemos:
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de modo que tenemos por inspecciones:
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Vamos ahora a derivar P respecto a y y Q respecto a x:
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Por cálculo, tenemos:
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entonces tenemos:

(2)     
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que es la condición que debe satisfacer la ecuación (1) para que sea exacta.

Al revés, ahora mostramos que si la condición anterior se satisface, la ecuación inicial es exacta. Sea 
[image: image287.wmf](
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entonces 
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Como (2) es satisfecha, tenemos: 
[image: image290.wmf](
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Integramos respecto a x (mientras y se mantiene constante):
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donde B(y) es una constante respecto a x (pero que puede depender de y).

Ahora si tomamos como función F: 
[image: image292.wmf](
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entonces tenemos
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De aquí concluimos que la ecuación (1) es exacta, y terminamos una demostración enunciado.

Otra manera de ver: Una expresión diferencial 
[image: image295.wmf](
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 es una diferencial cerrada en una región R del plano xy si se verifica:  
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. F es única (salvo constantes) se llama función potencial. El teorema de Schwartz sobre igualdad de derivadas cruzadas nos asegura que cualquier diferencial exacta es cerrada.
Entonces, una ecuación diferencial exacta es una expresión igualada exactamente a cero. Si 
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El problema entonces es hallar F tal que  
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o sea vamos a empezar a integrar respecto a x: 
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donde 
[image: image309.wmf](
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 es la constante de integración respecto a x (entonces puede depender de y). 
Debemos verificar la segunda condición : 
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Entonces 
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Como es independiente de x, su derivada respecto a y debe ser cero. 
Lo vamos a verificar : 
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Una vez que se conoce 
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Ejemplo:  Resolver : 
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Vamos a poner la ecuación de la forma 
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Verifiquemos si la EDO es exacta, es decir si la condición 
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Tenemos 
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Entonces la ecuación diferencial es exacta. 
Buscamos la función potencial F tal que:
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Como
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tenemos por inspección:
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Integrando respecto a x, tenemos 
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Derivando respecto a y, tenemos:
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es decir 
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Integrando tenemos: 
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La solución es : 
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 o sea simplemente 
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1.1.11 EDO no exacta y factores integrantes
Si la ecuación:

(1)  
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una posibilidad para resolverla es encontrar una función 
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(2)     
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 sea exacta.
Como las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, sus soluciones serán las mismas. La función 
[image: image338.wmf](
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 se llama factor integrante. Lamentablemente, no hay un método general para encontrar factores integrantes. Se puede encontrar tal factor integrante fácilmente solamente para algunos casos que vamos a ver ahora.
Caso 1: 
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Queremos que la ecuación:
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 sea exacta 
o sea que verifique:
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Derivando, tenemos:
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 Eso es posible si este coeficiente depende exclusivamente de x. 
Notamos 
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 a este coeficiente. Entonces:
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Caso 2: 
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Es el caso simétrico del caso anterior. 
Entonces tenemos: 
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Caso 3: Otros casos.
Aparte de los 2 casos anteriores, se puede intentar varios factores integrantes, imponiendo ciertas condiciones restrictivas, como por ejemplo: 
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 con  y  constantes a determinar, o también 
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En la práctica, se puede empezar a buscar un factor integrante de la forma 
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Ejemplo:  Resolver : 
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En este caso, tenemos: 
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Tenemos 
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La EDO es exacta si la relación 
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Lo es si 
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Veamos si en este caso la EDO es satisfecha para 
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Entonces la ecuación no es exacta. 
Vamos a intentar un factor integrante.
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Esta expresión depende solamente de x, así que en principio es posible encontrar un factor integrante. 
[image: image364.wmf](
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Entonces, multiplicando la ecuación diferencial por 
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Resolvemos esa ecuación exacta. Tenemos 
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Verifiquemos que 
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. Entonces las soluciones de la ecuación inicial son la funciones y que verifican: 
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EDO lineales de primer orden: 
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Vamos a resolver este tipo de ecuación con tres métodos. 
1.1.12    Con un factor integrante
La EDO se escribe:
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es decir  
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Buscamos un factor integrante de la forma: 
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Notamos 
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 tiene que ser exacta. 
Buscamos una función potencial F que es tal que: 
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Por inspección, tenemos:


[image: image393.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

=

-

=

ò

ò

x

d

x

a

y

x

d

x

a

x

e

F

x

b

y

x

a

e

F

2

1


Vamos a resolver (2) que es más fácil:
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Ahora derivando F(x,y) respecto a x: 
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y por otra parte 
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Igualando las dos expresiones, tenemos: 
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Entonces: 
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Las soluciones de la EDO son: 
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1.1.13 Método de ‘variación de la constante’
· Resolver primero la ecuación homogénea asociada 
[image: image403.wmf](
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· El método de variación de la constante consiste a considera la constante C como una función de x, o sea 
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Con eso, tenemos la expresión final: 
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que es igual como a la del método anterior.
1.1.14 Resolviendo con la suma de la solución general más una solución particular
Suponemos que por un método cualquiera hemos encontrado una solución particular 
[image: image415.wmf](
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[image: image416.wmf](

)

x

y

p

 más la solución de la ecuación homogénea asociada, o sea:

[image: image417.wmf](

)

(

)

(

)

x

d

x

a

p

e

C

x

y

x

y

ò

-

+

=


La justificación es simple:
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[image: image420.wmf](
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 es solución de la EDO homogénea asociada es decir: 
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Vamos a verificar entonces que 
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Tenemos :
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lo que teníamos que mostrar.

1.1.15 Resolviendo una descomposición  
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Resolviendo con una descomposición  
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Entonces tenemos: 
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La EDO inicial es: 
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Lo que buscamos, son dos funciones u y v de tal manera que sus producto u.v satisface la ecuación. Vamos a intentar unas fáciles. 
Si intentamos v tal que 
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entonces u deberá satisfacer : 
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Ya sabemos resolver la EDO 
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Su solución es : 
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Nos queda a encontrar u que verifique: 
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Integrando, tenemos para u:
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La solución final es:
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Ejemplo: 
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Método 1: 

La EDO se escribe : 
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 es exacta. 
Vamos a buscar una función potencial F tal que 
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y debe verificar: 
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De allí deducimos  
[image: image453.wmf](
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La solución de la EDO es : 
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Viernes 13.08.2004
Método 2:  Empezamos por resolver la ecuación homogénea asociada : 
[image: image457.wmf]0
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Se puede también escribir : 
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que es de variables separadas, así que tenemos: 
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Aplicamos ahora el método de variación de la constante, es decir 
[image: image461.wmf](
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Derivando, tenemos: 
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sustituyendo en la EDO inicial: 
[image: image464.wmf]2
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)

(

)

(

)

2

2

/

3

2

/

1

2

/

3

'

4

3

2

3

2

x

x

x

C

x

x

C

x

x

C

x

=

-

ú

û

ù

ê

ë

é

+

 o sea: 
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Integrando tenemos: 
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Así tenemos: 
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Método 3:  En este método, debemos encontrar una solución particular. No hay método general para hallar tal solución. Mirando la ecuación que debemos resolver, podemos sospechar que tal vez una solución de tipo polinómica podría ser una solución particular. 
Intentamos entonces de encontrar una solución particular del tipo: 
[image: image469.wmf]c
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Derivando, 
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Sustituyendo en la EDO inicial: 
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Tenemos: 
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Igualando los términos de mismo grado tenemos: 
[image: image475.wmf]0
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Así una solución particular es: 
[image: image476.wmf]2
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La solución de la ecuación homogénea asociada es (ya lo hemos hecho): 
[image: image477.wmf]2
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La solución general es la solución particular más la solución de la ecuación homogénea asociada o sea:
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Método 4:  El ultimo método consiste a escribir y de la forma de un producto de dos funciones dependiendo de x: 
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Derivando: 
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Sustituyendo en: 
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El propósito es de encontrar dos funciones u y v tal que el producto satisface la EDO inicial, y no de encontrar todas la funciones u y v que satisfacen tal condición. 
Vemos que si el termino factor de u es 0, será más fácil resolver la ecuación. 
Entonces vamos a buscar v tal que: 
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Integrando tenemos: 
[image: image486.wmf]K
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o sea: 
[image: image487.wmf]2
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Como buscamos u y v tal que y = u v, podemos tomar la constante C = 1, porque no buscamos todas las funciones u y v sino una función v y una vez fijada una función u que dependerá de como hemos encontrado la función v, de tal manera que y = u v. Pero para mostrar eso, guardamos la constante C y vemos que va a pasar con ella. Ahora la ecuación con esta condición queda: 
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Integrando: 
[image: image490.wmf]K
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Como teníamos 
[image: image491.wmf](
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Ecuación de Bernoulli: 
[image: image493.wmf](
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Caso 1: Si 
[image: image494.wmf]0
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, la EDO es lineal. Ya sabemos resolver.
Caso 2: Si 
[image: image495.wmf]1
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Caso 3: En otros casos, vamos a ver como resolverla. 
Vemos que lo que nos molesta es el ultimo termino 
[image: image496.wmf]a
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. 
Si no estuviese, casi tendríamos una EDO lineal. 
Dividimos entonces por 
[image: image497.wmf]a
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Así tenemos: 
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Vamos entonces a efectuar el cambio de variable: 
[image: image499.wmf]z
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Derivando: 
[image: image500.wmf](
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Así tenemos: 
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que es una ecuación lineal que sabemos resolver.
Otra manera de resolver, es descomponer 
[image: image504.wmf](
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Derivando, 
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Sustituyendo en la EDO tenemos: 
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Vamos a buscar un v tal que
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De eso, encontramos la función v(x), y queda: 
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que es una ecuación de variables separables. Resolviéndola, tenemos u(x), y así y. 
Ejemplo: 
[image: image511.wmf]0
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Dividiendo por x, tenemos: 
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Es una ecuación de Bernoulli con 
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Dividiendo por 
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Hacemos el cambio de variable: 
[image: image516.wmf]z
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En la EDo, da:
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que es una ecuación lineal. La solución es: 

[image: image521.wmf](
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[image: image522.wmf](
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Podemos también resolver tal ecuación haciendo el cambio 
[image: image523.wmf](
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Ecuación de Riccati: 
[image: image524.wmf](
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Para resolverla, tenemos que seguir 2 pasos:

Paso 1: Encontrar una solución particular 
[image: image525.wmf](
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Paso 2: Hacer el cambio 
[image: image527.wmf]z
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Así tenemos derivando: 
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Sustituyendo, 
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Como 
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es decir: 
[image: image532.wmf](
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que es una ecuación de Bernoulli con 
[image: image533.wmf]2
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Así se hace un cambio 
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Ejemplo:     
[image: image535.wmf]x
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Paso 1: Encontrar una solución particular 
[image: image536.wmf](
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Vamos a intentar un polinomio de primer orden: 
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Vamos a ver si es posible encontrar (a,b) que satisface la EDO: 
[image: image538.wmf](
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Paso 2: Se hace el cambio 
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Así tenemos derivando: 
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Sustituyendo, tenemos: 
[image: image542.wmf](

)

x

x

z

y

z

y

p

p

2

2

2

'

'

-

=

+

+

+

 . 
Queda: 
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Así se hace un cambio 
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La solución es: 
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Así:
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Ecuación de la forma: 
[image: image549.wmf](
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Para resolverla, si no es de ningún tipo que ya vimos, se puede intentar un cambio de variable astuto. Todo el problema es encontrarlo.
Teorema de existencia y unicidad de soluciones:
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