TEMA 7. ECUACION LINEAL HOMOGENEA DE
SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES
CONSTANTES

1.- ECUACION CARACTERISTICA.

Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea de 2° orden : y”’ +py’ +qy=0conp,q
constantes, o mejor | ap Y’ +aiy +ay=0 | (1) con a0, ay a constantes
reales.

Por ser los coeficientes funciones continuas en (-oo, +o0) , el teorema de existencia y
unicidad de solucion garantiza que todo problema de valor inicial tiene solucién Unica,
validaen (-co, +o0).

Se trata de encontrar un método de conseguir dos soluciones linealmente
independientes, para formar la solucion general.

Parece l6gico buscar como soluciones de (1), funciones f(x) cuya derivada sea del
mismo tipo que f(x), salvo factor constante.

Por ello se ensayan soluciones de la forma: y =e™ . Sustituyendo en (1), se obtiene :

aorie™ +a;re™+ae™=0en R, y como e™ no es nunca nulo resulta :

aor' tair+a; =0 (2)

Se ha visto por tanto que y =e™ es solucion de (1), si y solo si r satisface a la ecuacion
algebraica (2), que se denomina ecuacion caracteristica 6 ecuacion auxiliar, asociada
a la ecuacion diferencial (1).

El polinomio P(r)=aor?+a; r +a, se llama el polinomio caracteristico de (1).

2.-OBTENCION DE UN CONJUNTO FUNDAMENTAL EN LOS DISTINTOS
CASQOS.

La ecuacion caracteristica (2) es de 2° grado. Por tanto, sus raices podran ser : dos reales
y distintas, una real con multiplicidad dos, o dos raices complejas conjugadas.




2.1- CASO DE DOS RAICES REALES DISTINTAS

“Si la ecuacidén caracteristica (2) tiene dos raices reales y distintas r; y r,, entonces
rh X, I, X
{Y1=e L7 yy =e? }

tanto, la solucién general de (1), valida en (-0, +a0), es: y=C;e* +Cye"2 %
donde C; y C, son constantes arbitrarias”.

es un conjunto fundamental de soluciones de (1). Por

En efecto: lasy; e y,son linealmente independientes.

X r,X

Su wronskiano es : W[y1(X), y2(x)] = =(rp—1) e(12)X 20 vxen.

r, X re r,X

Ejemplo 1:
Solucion general de la ecuacion diferencial : y’” + 2y’ -3y =0

La ecuacién caracteristica es : r* + 2r -3 = 0. Es decir (r-1) (r+3) = 0, cuyas raices son
rn=1r,=-3.

Luego {e*, e} es un conjunto fundamental de soluciones.

Y la solucién general sera: y=C;e*+C, ¥

2.2.- CASO DE UNA RAIZ DOBLE

“Si la ecuacidn caracteristica (2) tiene una raiz doble r = r;, entonces un conjunto
fundamental de soluciones de (1) es {y1= e Xy, =xet X} Por tanto, la solucién
general de (1) valida en todo #es :

y = e"*[Cy+ Cyx ] con C; y C, constantes arbitrarias”.

En efecto :
La solucién es y; = ™. Para hallar la segunda solucion, puede usarse el método de
reduccidn de orden, a partir del cambio de variable dependiente y = " u(x).

X

Es: y=e™u , y=e¥[nu+u] , y’=e?”[r’u+2nu+u”]




Sustituyendo en la ecuacion (1):
e™ U’ + (2ryap+ 1) U + (@ 2+ ari+a)u] =0 (%)

Por ser r, raiz de la ecuacion caracteristica, es apr1® + air; + a; = 0. 'Y por ser r; raiz
a -

doble, es r1=—2—1. Luego 2riap + a; = 0. Por tanto, la ecuacion (*) toma la forma:
do

u”’=0.

Una solucién particular de ésta es u; = X. luego es solucion particular de la (1)
la funcion y, = xe" .

Y2

Esta solucion es linealmente independiente de la primera , pues =4=x= cte 0 bien :
Y1
X X
el xe'l
Wly1,y2]= 21X 20 VxeR
rne™ (rx+1)e"X

Portanto {y;=e"™, y, =xe"™} es un conjunto fundamental de soluciones.

Nota :

Puede también comprobarse directamente que y,=xe'**es solucion, de la forma
siguiente:

Si ry es raiz doble de (2), resulta: P(r) = ao I? + air + a = ao(r-r))> y P’(r) = 2ag(r-ry).
Luego: P(r)) =P’(r1)) =0.  Se verifica:
L[e™] = e™[ ao r* + asr + a,] = e™ P(r). Luego: L[e™]=0.
L[xe™] = L[dierx] = iL[erx]:i[erxP(r)]:e'rX[x P(r)+P'(r)].
r dr dr
Luego: L[x e"™]=e"™ [xP(r) + P’(r))] = 0.

Por tanto : y, = xe"* es solucién de (1).

Ejemplo 2:
Solucion general de la ecuacion diferencial y’’ -6y’ +9y = 0.
La ecuacidn caracteristica es: r’-6r+9=0,es decir (r-3)>=0, que tiene a



r, = 3 como raiz doble.

Luego {e**, xe¥*} es un conjunto fundamental.

Por tanto la solucion general es : y=e*[C1+ C; X]

2.3.- CASO DE RAICES COMPLEJAS

Nota : ¢Que. significa la exponencial e*") en el campo complejo?.

Para que se generalice al campo complejo la ley de exponentes ¢® e” = e® de la
exponenciacion real, habra de ser: e**¥) = ¢ gV,

¢Que significa ¥ ?:

Si se supone que el desarrollo en serie de Taylor entornoa y =0 es formalmente
igual para complejos que para reales resulta :

) . . 2 n
e'y:1+y+M+ ............ +(|y) Frrerrn =
1 2! n!
: 2 3 4 2 4 3 5
1+ﬂ—y——iy—+y—....: 1= Y +1 y—y—+y—+ ...... =COoS Y + iseny
1 2 3 4 21 4 3 o

Lo anterior justifica la definicion :
e = eX(cosy +iseny)  (Férmula de Euler)

Se verifica:

“Si la ecuacion caracteristica tiene raices complejas, y estas son conjugadas a £ g1 .
Entonces un conjunto fundamental de soluciones de (1), en todo #es :

{y1=e"cos pX, y»=e"sen px}.
Por tanto la solucion general de (1) es: y =e%[C; cos Bx + C, sen X/,

siendo C; y C, constantes arbitrarias reales”.

En efecto :

Lo citado en el caso de dos raices reales y distintas de la ecuacién (2), es también valido
si las raices ry y r, son complejas conjugadas: n=a+pi, rn=o-ip.

Son soluciones linealmente independientes en el campo complejo, las funciones

yl* = e(orH/??X e y2* = e(a—iﬁ)x’




segun puede comprobarse inmediatamente sustituyendo en la ecuacion diferencial (1)
y teniendo en cuenta que segun se establece en el estudio de las funciones complejas, la
derivadade e™ con r complejo, es también re™.

Segun la definicidn de exponenciales complejas es :

y1 = e (cospx + i sen Px).

Por tanto ( Ver ejemplo 8 del tema 6), son soluciones reales de (1), las partes real e
imaginaria de esta solucion compleja, es decir :

y1 = e* cosPx y2 = e® sen Bx.
Ademaés son linealmente independientes, pues Ya _ tgpx = 0 o bien:
Y1
e®* cospx e**senpx

W[y11y2]= =Be2‘“¢0 VX e R

eOLX[

o cosPx —psenpx] [asenpx + pcospx]e™

Por tanto {y1, y2} es conjunto fundamental c.q.d.

Ejemplo 3:
Solucion general de la ecuacion diferencial: V' +2y'+17y =0
Ecuacion caracteristica: r’+2r+ 17 =0. Raices:r, = -1 + 4i r,=-1-4i

Luego son soluciones linealmente independientes : y; = e* cos 4x Yy, = €™ sendx

Solucién general : |y =e™ [Cy cos 4x + C;, sen 4x]. Cy1, Cy efR.
Ejemplo 4:
Solucion general de la ecuacion diferencial: y’+y ' +y=0
- e ) -1++/3i
Ecuacion caracteristica: r°+r+1=0. Luego r=——.
X X
V3 V3

Sistema fundamental de soluciones : {y;=e 2 cosTX yp,=¢e 2 sen7x



X
Solucion general : | y=e Z[Cl cos§x+czsen§x}

Ejemplo 5.

Solucion de y’+9y=0 tal que: y(%):l y (%): 3.
Ecuacion caracteristica : r, + 9 = 0. Raices: r=3i r,="-3i.

Sistema fundamental de soluciones : {y1=c0s3x Yy, =sen3x}.

Solucion general : y = C, cos 3x + Cy sen 3x}.

y(gj 1= 1=0-C,-C,
Condiciones : Luego: Ci=1y Cp=-1.
y‘(%}=3:> 3=3C; +0-C,

Solucién del problema de valor inicial dado : y = c0s 3X - sen 3x.

3.- LA ECUACION DE CAUCHY-EULER HOMOGENEA

En este tema se estan estudiando las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden,

con coeficientes constantes.

Hay ecuaciones lineales con coeficientes variables que pueden transformarse, mediante
cambio de variables, en ecuaciones con coeficientes constantes. Entre ellos estan las

ecuaciones de Euler o Cauchy-Euler.

En el caso homogéneo, de segundo orden, se trata de la ecuacion :

2

2 d“Xx dy
QX ——+a Xx—+ay=0 3
0 g tax o Faxy (3)

dx

donde ay, a1, @, son constantes realesy ag# 0.

Se verifica :

“El cambio |x| =e! reduce la ecuacion (3) a una ecuacién diferencial lineal con
coeficientes constantes”.




En efecto :

Suponiendo x>0,sehace x=e' 6 t=Inx.

dy dydt 1dy d°y d’y 1 dy1

Entonces : 2. _Z_-7 - 2 -
dx dt dx x dt dx? dt? x2 dt x2
Sustituyendo en (3) : a dz_y_d_y +a ﬂ+a y=0
' 012 dt| Tat 2
. d2y dy
Es decir: ag———+(a; —ag)—+ay=0 (4)
dt? dt

ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes.

Una vez resuelta esta ecuacion, se deshace el cambio.

Notas :

a) El intervalo en el que se aplica el teorema de existencia y unicidad, es cualquier |
que no contenga x = 0.

b) Se ha supuesto en lo anterior que x >0.Si x <0 se hace x =-e". Si y(x) es una
solucion de la ecuacion de Euler homogeénea para X > 0, lo es y(-x) para x < 0.

c) Laecuacion ag(ax + bY2y™’+ a(ax + b)y’ + ay = 0, también  se
transforma, mediante |ax + b|=et en una ecuacion con coeficientes constantes.
Por tanto :

Caso 1: Si la ecuacion caracteristica de (4) tiene dos raices reales r; y r; distintas, la
solucion de (4) es:  y(t)=Cy e+ C, o2t

Luego la solucién general de (3) es : y(x) = C1|x| 4 C2|x| 2

Caso 2: Si la ecuacion caracteristica de (4) tiene una raiz doble r; la solucién de (4)
es:  y(t)=eM(Cy+Cyt).

Luego la solucién general de (3) es : y(x)=|x (Cy+Cy In|x|).



Caso 3: Si la ecuacion caracteristica de (4) tiene las raices complejas a #if, la
solucién de (4) es:  y(t) = e [Cy cos A& + C; sen A].

Luego la solucién general de (3) es : y = |x|* [C1 cos (AIn|x|) +C; sen (BIn|x]].

Nota

Podria abordarse la resolucion de (3), probando soluciones de la forma y = x"
(Suponiendo x> 0).

Es: y =rx®, y=r(-1)x"2. Sustituyendo en (3) :

ar(r-1)x +arx +ax =0 =  arrl)+ar+a=0=

ari+(a-ag)r+a, =0

Ilamada ecuacidn indicial de (3), que coincide con la ecuacion caracteristica de (4).

Ejemplo 6:

Resolver la ecuacion diferencial:  3x%y”” — 4xy’ + 2y =0.

Para X >0 sehace x=e' 6 t=Inx

poOL.o o, dy1l dy 1
dt x dt2 X2 dt X2 .
. . . d?x dy dy d?x  _ dx
En la ecuacion diferencial : 3| — —— |-4—+2y=0 3—-7—+2y=0.
dt2 dt dt dt? dt

Ecuacion caracteristica: 3r’—7r+2=0 = r; =2, r,=1/3.

Luego y(t)=Cre* +Coe @

Por tanto : y(x) = C1 X2+ Co x| x=0.




Ejemplo 7 :

Resolver la ecuacion diferencial: X2y +3xy +y=0.
Para x>0 se hace: x=e' 6 t=Inx
2 2
En la ecuacion diferencial : dy _dy +3d—y+ y=0 d_y+ 2d—y+ y=0.
dt?2 dt dt dt? dt

Ecuacion caracteristica de esta Ultima: rP+2r+1=0. Raices: r=-1 doble.

Luego y(t) = e Y [Cy +Cyt
Por tanto : y(x)=£[C1 +CylIn|x|] x=0.
X

Ejemplo 8:
Resolver la ecuacion diferencial: ~ x°y”” +3xy’+5y=0 (x>0).
Se hace: x=e 0 t=Inx

. . . d2y dy dy d2y dy
En la ecuacion diferencial : | ——— [+3—=+5y=0 —+2—=+5y=0

dt?2 dt dt dt? dt

Ecuacion caracteristica: r’+2r+5=0. Raices: r=-1+2i.
Luego : y(t) = e* [C; cos 2t + C, sen 2t]

Por tanto : y(x)=£[Cl cos(2Inx) + C, sen(2Inx) (x>0)
X
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