CAP{TULO 2

EDO Lineales de Segundo Orden

1. Introducciéon: Operadores Diferenciales Lineales

Asi como una funcién transforma nimeros en numeros: f(z) = y,
un operador transforma funciones en funciones: P(f) = g. Por ejemplo,
la derivada o la integral son operadores que transforman una funcion
en su derivada o primitiva. Mas adelante veremos también la trans-
formada de Laplace que es también un operador. Los operadores que
involucran solamente derivadas de una funcion se denominan operado-
res diferenciales (en oposicién a los operadores integrales que involucran
integrales de la funcién).

La suma y ponderacién por escalar de operadores se define como
la suma y ponderacién por escalar de funciones. Con estas operaciones
los operadores forman un espacio vectorial:

(PL+ P)(f) = Pu(f) + Ra(f), (aP)(f)=aPi(f).

Nosotros utilizaremos los operadores diferenciales lineales, esto es
aquellos que cumplen que (notar que omitiremos algunos paréntesis en
este caso):

P(f+g9)=Pf+Pg, P(af) =a(P f),
que se definen como sigue:

DEFINICION 1.1. Un operador diferencial lineal de orden n es aquel
de la forma:
(19)

P(z,D) = ag(x)D* = a,(z)D"+a,-(x)D""'+.. +ai(z) D+ao(z),

donde ay(x) son funciones de x, D° = I es la identidad (que omitimos
cada vez que aparece) y D* para k > 1 representa la derivada de orden
k o la derivada D = 0/0x compuesta k veces:

k
D’“:Do---oD:a_,
——— oxk

k veces
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de modo que cada vez que se aplica el operador a una funcion f que
sea n veces derivable se obtiene:
(20)

Pf=> ap(x)D* f = a(x) f "+, (x) f" V4. tar (@) +ao(x)f.
k=0

Si a, =1 el operador se dice normalizado y si los coeficientes ay son
todos constantes se dice que el operador diferencial lineal es a coeficien-

tes constantes. En este caso el operador se escribe como un polinomio
en D:

(21)  PD)=) axD*=0a,D"+a,.1 D" +... + a1 D+ ap.
k=0

Se define el producto de operadores diferenciales como su simple

composicion:
Pl P2 == Pl [©] P2

notar que si P; es de orden n; y P, es de orden ny entonces PP es
de orden n; 4+ ny. Con este producto y la suma ya definida, se forma
de hecho una estructura algebraica de anillo donde la unidad es la
identidad I (que se omite en los cdlculos). En particular, se tiene la

distributividad por la derecha y por la izquierda, que es una propiedad
heredada de la composiciéon de funciones, esto es:

(PL+R)Q=PQ+PQ, QP+ PR)=QP+QP.

Pero el producto, como la composicion, no es en general conmutativo.
Sin embargo, en el caso de operadores lineales a coeficientes constantes,
el anillo es conmutativo, esto es, el producto si conmuta:

P1(D)P2(D) = P2(D)P1(D)-

La verificacion de estas propiedades se dejan de ejercicio al lector.
Por ejemplo, si Py(D) = (D—\y), Py(D) = D — A5 son dos operado-
res lineales de orden 1, entonces usando la distributividad, la definicién
de producto, la linealidad y otras propiedades de anillo es facil verificar
que:
Pl(D)PQ(D) == (D - )\1) [©] (D - )\2)

= DOD_D)\Q_)\:[D‘I’)\:[)\Q

== D2 - ()\1 + )\Q)D + )\1)\2

= DOD—D)\l—)\gD—I—)\g)\l
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Usando la notacién de operadores diferenciales, podemos escribir

una EDO lineal de orden n de la forma:

P(z, D)y = Q, 0

P(D)y=Q

si es a coeficientes variables o constantes respectivamente, donde

P(z,D)=> ay(x)D*,  P(D)=> a,DF,

respectivamente, con a, = 1.

Usando la notacién anterior de operadores diferenciales lineales, la

siguiente tabla resume el contenido de este y el préximo capitulo.

EDO ecuacién ecuacion
lineal homogénea no homogénea
orden n solucién homogénea solucién particular
coefi- P(D)y=0 P(D)y =@
cientes Polinomio caracteristico Férmula de traslacién
constantes | Valores caracteristicos Anulador
Foérmula de traslacién Método de Euler o de
Multiplicidades constantes indeterminadas
Oscilador amortiguado Resonancia
coefi- P(x,D)y=0 P(x,D)y =Q
cientes Hay n soluciones l.i. Método de Lagrange o de
variables | No hay método general | variacién de pardmetros

Formula de Abel
Formula de Liouville

Representacion de Green

CUADRO 1. Tabla resumen de los temas tratados en los
Capitulos 2 y 3. Los métodos y resultados para coeficien-
tes variables se aplican también a coeficientes constantes.

2. EDO de Orden 2 a Coeficientes Constantes

Recordemos que una EDO lineal de segundo orden (normalizada)
a coeficientes constantes es de la forma

y'+my +ay =
y' tay +ay =

0 (M)

Q (3

con ag, a; en R, de modo que usando la notaciéon de operadores dife-
renciales lineales, las EDO (H) y (S) a coeficientes constantes quedan

de la forma
(22)

P(D)yy = (D*+ @D +a)y=06Q.
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2.1. Valores Caracteristicos.

DEFINICION 2.1. El polinomio caracteristico de la EDO (22) es
p(\) = N2+ @\ +a con a,a € R. Sus raices My y Ao son reales o
complejas conjugadas y son llamadas los valores caracteristicos de la
ecuacion.

Observando que p se factoriza en como p(A) = (A — A1)(A — \y) es
claro que A1 y Ag son tales que @3 = —(A;1 + A2) ¥ Gp = A1 A2. De modo
que se tiene que (D — A\1)(D — Xy) = D? — (A1 + X2)D + M\ Ay = P(D).
Esto es, el operador diferencial P(D) se factoriza de forma andloga:

P(D)y=(D-M)(D-X)y = Q.

La ecuacion escrita en forma factorizada es facil de resolver. En
efecto, si se introduce la funcién auxiliar z = (D — A\g)y, se obtiene el
siguiente sistema de dos EDO de primer orden:

(D—-X)y = =z

Resolviendo como se explic en el capitulo anterior (ver (8)) se obtiene
que:

z = O exp()\lx)+exp()\1x)/exp(—)\ls)@(s)ds

y = Cyexp(lazx) + exp(Aax) /exp(—)\gs)z(s)ds.
Es decir
y = Cyexp(lax) + Crexp(Aax) /exp(()\l — Xo)s)ds

S

Vv
Solucién Homogénea yy,

+exp(Ao) / exp((\ — Ao)s) ( / exp(—Alt)@(t)dt) ds .

~
Solucién Particular y,

2.2. Solucion Homogénea. Se tienen tres casos para los valores
caracteristicos:

1. A1 v Ag reales y distintos.
2. A1 ¥ Ao reales e iguales.
3. A1 ¥ A2 complejos conjugados de la forma o + iw, w # 0.

Analizemos la solucién homogénea ;. Se sabe que los valores de la
integral /exp((Al — Xo)z)dz son:
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1. Para \; y Ay reales y distintas : exp((A — X))

AL — Ao
2. Para A\; y A\ reales e iguales : x

1
3. Para \; y Ay complejos conjugados : S exp(2iwz)
iw

Por lo tanto, los valores de y;, son:

1. éle’\lm +~C~'26>\2m
2. gle’\x + Chze®, con A = A\ = Ay
3. Che? senwzx + Cye? coswzx, con A = 0 £ w

donde C', Cy son constantes. Con esto, se tiene el siguiente teoremas:

TEOREMA 2.1. La EDO (22) a coeficientes constantes con valores
caracteristicos \i, Ao tiene por solucion homogénea y, dada por:
1. >\1, Ay € R, A1 # Ay : Yp = 016)\1:0 + 026)\2:0
2. =X =X€eR: Yp = 016)\96 + nge)‘x
3. M2 =otiw € C\R(w # 0) : yp, = C1e?" sen wr+Cqe”" cos wx

Nota: en el caso 3 se usé que exp(+if) = cos(f) £ isen(d) y se
tomé la parte real de la solucién homogénea y;,. Observar que (f+ig) =
f"+ig’ por lo que por linealidad 1, es solucién homogénea si y sélo si
sus partes reales e imaginarias lo son.

EJEMPLO 2.1 (Analogia electromecénica). En la figura (1), el sis-
tema de la izquierda representa un sistema mecanico en el cual m es
la masa del objeto, k es la constante de elasticidad del resorte y b es la
constante de amortiguamiento. La fuerza total del sistema, en funcion
del tiempo se representa por F'(t). El sistema de la derecha representa
un circuito eléctrico RCL, donde L es la inductancia de la bobina, C'
es la capacidad del condensador y R es la resistencia. E(t) representa
el voltaje aplicado en funcién del tiempo. La corriente que circula se
representa por %. Las ecuaciones que describen cada sistema son

L

(000
(5oL ) jt) co @ @ L.
AN

N
b =y R

FiGURA 1. Analogia electromecanica.
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b 2 F(t
gl ko FO
m m m
”_i_E’_'_L — E_t)
¢TTe T ot T g

Ambos sitemas estan definidos por una EDO lineal de orden 2 a co-
eficientes constantes, si se tiene que m ~ L,b =~ Ry k ~ % (todas
constantes positivas), entonces son andlogos. El polinomio caracteristi-

—b b? k
coes A2+ 2X 4+ £ =0,y sus soluciones son A = — + — = —
, m m 2m dm m
(A = &5 — £). Hay 3 situaciones:
b2
1. s > k, entonces las soluciones son reales y distintas.
m
b2
2. —— =k, las soluciones son reales e iguales
4};1212
3. s < k, las soluciones son complejos conjugadas.
m
Si al sistema no se le aplica fuerza o voltaje, es decir, F(t) = 0 o

E(t) = 0, se tendrd en cada situacién:

—b —b
1. yp, = Ciexp %jL\/A t p+Csexp o t
0 0
< <

(Régimen sobreamortiguado)

2.y, = Chrexp { (%) t} + Chtexp { <%) t} (Régimen criti-

camente amortiguado)

0.~ o () o { (22 1 cuen (v e { (2) )

—b
o equivalentemente y, = Csexp { <%> t} (sen (\/—At) +

Cy), pues sen(a + b) = senacosb + sen bcos a (Régimen suba-
mortiguado).

En la figura (3) se tienen los posibles valores de las raices. En la figura
(4) se grafica la dependencia con respecto a b, con b — 0 (es decir ,
A1(D) y A2(b)), y se obtiene su diagrama de bifurcacién. La solucion
homogénea de esta EDO se representa como la combinacion lineal de
dos funciones y; e y» que varian en cada caso.

2.3. Solucién Particular: Método de Variacién de Parame-
tros. Se sabe que y, = Cyy; + Coys, con C1,Cs € R, es decir, cada
funcién y; e yy satisface (H) para C; = 1,Co =0y C; = 0,05 = 1
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FIGURA 2. Regimen Sobreamortiguado (arriba), Criti-
camente Amotiguado (centro) y Subamortiguado (aba-
jo), con Cy = Cy = 10.

Im
AN
-oa0+—
Re
JAN

U Sobreamortiguado
O  Criticamente amortiguado
A Subamotiguado

FiGura 3. Posibles valores de A; y Ay en C.
respectivamente. Se tienen las ecuaciones:
yl @y, a1 =
Yo + WYy +Aoy2 =

10
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Im
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FIGURA 4. Diagrama de Bifurcacion de A1 (b) y A2(b) en
C, con b — 0.

N
>

Re

Multiplicando por C; € R la primera ecuacion, por (5 € R la segunda
y sumando ambas, se obtiene

(Ciyr + Coya)" + a1 (Cryr + Coya)' + ao(Crys + Coy) = 0

Luego, cualquier combinacién lineal de y; e ys es también solucion de la
ecuacion homogénea. Se busca una solucion particular de la forma y, =
Ci(z)y1 + Cs(z)y2, donde C1(x) y Ca(z) son incégnitas. Reemplazando

yp el (S)u

Q = y, +ay, +aoy,

Q = (Ci(x)y + Oa(x)ya)" + @ (Cr(x)yr + Ca(x)ya)' + @o(Cr(w)ys + Col2)yo)

Q = (Ci(@)yr + Cy(2)y + Ci(w)yy + Colw)ys) + @ (Ci(w)ynr + Coa)yz + Cr(2)y; + Ca(w)ys)
+ao(C1(7)yr + Co(7)ya2)

Q = (Ci(@)y + Cy(2)y2) + Cr(a)y! + Ca(x)ys + Ci@)yy + Co(x)ys

+a1(C(2)y1 + Cy(2)y2 + Ci(w)yy + Co(x)ys) + ao(Cr(z)yr + Co(w)y2)

Como se tiene (23), C1(x)(y] + a1y; + aoy1) = 0y Co(z)(yy + aryh +
Gopy2) = 0, por lo tanto

(C1(2)y1 + Ch(x)y2) + @ (Ch(x)ys + Ch(x)y2) + Ch(2)y; + Ch(x)yh = @
Imponiendo Cf(z)y1 + Cy(x)y2 = 0, se tiene el sistema

Ci(x)y1 + Cy(x)y2 = 0

Ci(z)yy + Cy(x)yy = Q
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Matricialmente,
(no wo) (60) -(3)

Si el determinante de esta matriz es no nulo para cualquier valor de z,
el sistema tiene solucion unica.

DEFINICION 2.2 (Wronskiano). Dada la solucion homogénea y;, =
Ciyr + Coyo y x € R, el Wronskiano de esa solucion se define como

W(z,y1,92) = ‘yl(w) yz(x)‘

yi(@) ()
= yi(@)ya(z) — y2(2)yy ()
En otras palabras, si Vo € R, W (z, y1,y2) # 0, el sistema tendra so-
lucion tnica de la forma

1 0 wys(z
A0 = T | @ zégftg‘
_ —Qy»
Wz, y1,y2)
o) = s | 0 5
Wi(z,y1,2) | 1i(z) @
_ Qu
W(z,y1,y2)
Integrando ambas expresiones, se obtienen los valores de Cy(z) y Co(z):
Qy2
Ci(x) = —/W(x,zhw)da:jtl(l

@311
C = —7 d K
2(1') /W(%yhyz) S

Y la solucién particular y, queda de la forma

Qs / Qy:
= — — " _dxr+ — 7 dx+ Ky, + K
o s / W(%yljyz) v2 W(il?ayl,yz) o 22

Veamos que para cualquier valor de las raices del polinomio caracteristi-
co el Wronskiano es distinto de cero:

1. )\1,)\2 - R, )\1 §£ )\2 CYn = Cle/\lx + 026)\296 = Y1 = 6)\1x,y2 =
Aox
e
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6)\11‘ 6)\21‘

)\16)\1:(: )\26)\2:(:

= 6()\1+)\2)x ()\2 — )\1)
—— —

>0 #0

W (z, eM® e)‘”) =

2. M =X =XER:y, =C1e" + Coze’ = y; = e, yp = 2™

e)\m xe)\m

AN \xer 4 e

= eM\r+1-\2)
- 2 \x
= e
~—~—
#0

Wiz, e, zer®) =

3. M2 =oxiw € C\R(w # 0) : yp, = Cre” sen wr+Cye” coswr =
y1 = e? sen wx, Yo = €’ cos W

W (z, e senwz, e’ coswz) = e”* sen wx e?" coswx
7 ’ oe’@ senwzr + we’® coswzr e’ coswr — we? sen wx

e2ox

w
N~
£0  £0

3. Independencia Lineal y Wronskiano

DEFINICION 3.1. Sea I un intervalo real. Se define C°(I) como el
conjunto de funciones f : I — R tal que f es continua en el interva-
lo I. Se define C™(I) como el conjunto de funciones f : I — R con
f, ' " . f™ continuas en el intervalo I.

Estos conjuntos son subespacios vectoriales del espacio de funciones
de — R con la suma y ponderacién de funciones. En efecto, 0 € C"(1)
y si f,g € C"(I) entonces para todo real A se cumple que A\f + g € C™.

DEFINICION 3.2. Las funciones yi, . ..,yx en C"(I) son linealmente
independientes (l.i.) si se cumple que ,
Vo e I,Ciyr(x) + - - -+ Cryp(x) =0 (funcion nula)
entonces

Cy=---=C, =0 (escalar nulo)

EJjEMPLO 3.1. Veamos que y; = senz,ys = cosx son Li. Si se
tiene la igualdad C)senx + Cycosx = 0, derivandola con respecto a
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x se obtiene Ccosx — Cysenx = 0, luego si el sistema de estas dos
igualdades tiene solucién tnica, las funciones son L.i. :

senr CoSxT 4 0
coOST —Ssenx Cy 0

Como el determinante de la matriz vale —sen?x — cos’z = —1 # 0
para todo x € I, el sistema tiene solucién tunica, por lo tanto C; =
Cy = 0 (notar que el Wronskiano de ambas funciones coincide con el
determinante de la matriz).

En general, para cualquier par de funciones y1,y, € C™(I), se tiene
la siguiente propiedad:

PROPIEDAD 3.1. Dadas dos funciones yy,ys € C*(I), si W(xo, y1,y2) #
0 para algin xo € I, entonces y, e Yy son linealmente independientes.

OBSERVACION. Existen puntos donde la combinacién lineal se anula
sin que se anulen los coeficientes. En el ejemplo (3.1), basta con evaluar
en rg = § + 2km.

DEFINICION 3.3. Las funciones yi, . ..,yx en C"(I) son linealmente
dependientes (1.d.) si existen constantes C1,...,Cy € R no todos nulos
tales que Yz € I,Cyy;(x) + -+ Cryp(z) = 0.

En el caso de la dependencia lineal, no se puede utilizar el Wronskia-
no como método de prueba, es decir, la implicancia Vo € I, W (g, y1, y2) =
0 = y1 e Yo son l.d.. Veamos el siguiente ejemplo:

3 >

EJEMPLO 3.2. Sean y; (1) = 23 e yo(z) = aixg i - 8
que son Li. basta con evaluar la expresion Ciy; + Coys = 0 en x = 1
y x = —1 y se tendran las ecuaciones C7 + Cy =0y —C; + Cy = 0,
con lo cual C7 = Cy = 0. Ahora, veamos que Vo € I, W(z,y1,y2) = 0.

. Para ver

3 3

El Wronskiano tiene 2 posibles valores, si x > 0, 3:);2 322 =0, osi
x> —ad . .

x <0, 202 3,2 | = 0. Con esto se prueba que la implicancia no se

tiene.

4. EDO de Orden 2 a Coeficientes Variables

4.1. Solucién Homogénea: Férmulas de Abel y Liouville.
En las seccidnes anteriores se vio que para una EDO de la forma (H) o
(S) a coeficientes constantes, la solucién homogénea es de la forma yy, =
Chiyr + Cyys donde y; e yo son dos soluciones homogéneas linealmente
independientes. Veremos en el proximo capitulo que ellas existen, sin
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embargo, en el caso de coeficientes variables, el método de los valores
caracteristicos no se puede aplicar y no existe una metodologia general
para encontrar y; e ys. No obstante, presentaremos una formula que
permite encontrar una soluciéon a partir de la otra: es la formula de
Abel.

Sean yi,ye soluciones de la EDO ¢” + @;(x)y’ + ao(x)y = 0. El
Wronskiano para esas soluciones es

Y1 Yo
W (x, y1, =
( Y1 y2) ‘ yi yé

/ /
= YilYs — Y1Y2

Derivando este valor, se tiene que

d
W/(f’f,yl, yz) = % (ylyé - yiyz)
= y1Ys + YiYs — Y1Ys — Y1 Y2
= s — Y1y

Como ¥, e yy son soluciones, cumplen con las siguientes igualdades

vl +a()yy +ao(z)yn = 0
yy + a1 (2)ysy + ao(x)y, =

Multiplicando por s la primera, por y; la segunda y restando ambas
ecuaciones, se obtiene la igualdad

(y1ys — yy2) +ai () (yivh — Yiye) = 0
—_——— —_—
W' (z,y1,y2) W (z,y1,y2)

W@, y1,y2) + @ ()W (z,91,92) = 0

W(z,y,y2) = Cexp (— / dl(z)dx)
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con C' € R. Esta expresion se conoce como formula de Abel.
Con esta formula, se puede despejar el valor de ys en funcion de y;:

Cexp (—/al(x)dx)

Yhth — Y1 Y2
1 C _
yh — Ly — exp (—/al(:):)dx)
(3 Y1

/ / / ,
yéexp (—/&dx) —&ygexp <—/&d£€) = geXp (—/El(x)dx—/&dx)

(%) = %exp (—/Gl(x)dz)
1 %
. 1
y2 = nC+ le/ " exp (— /El(sc)d:c) du
1

Si se supone que ys = v(z)y;, con v(x) variable, el dnico valor que
puede tomar C' es cero, con lo cual se tiene la formula de Liouville:

p = le/yi%eXp <—/61(x)dx> du
con v(z) = C / yi% exp (— / al(x)d:)s) du.

EJEMPLO 4.1. Se tiene la EDO 2%y” 4+ 2y’ — y = 0 y una solucién
Y1 = 2. Se pide encontrar ys:

/ d
xyy —y2 = Cexp (/—;x)

e _ C
y2 T xz
() - &
x g8
v = C =
P —22+\%
oo
- 2 0=_=
Y2 ,’,U’ 2

Al evaluar y5 en la EDO, se verifica que sea solucion de ésta: x—%xz —

Lr—21=0
x xT
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4.2. Solucién Particular. El mismo método de variacion de
parametros visto antes para coeficientes constantes se aplica en el caso
de coeficientes variables. Para ello, se debe disponer primero de dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea.



