CAP{TULO 4

Existencia y Unicidad, Sistemas Lineales de EDO

1. Introduccién

Hasta aqui se han estudiado ecuaciones lineales con una sola fun-
cién incégnita. Estudiaremos ahora sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales, tanto porque permiten modelar problemas fisicos que involu-
cran la interaccion de varias funciones incognita, como también porque
a ellos pueden reducirse ecuaciones lineales de grado superior.

DEFINICION 1.1. Un sistema lineal de EDO en K" (con K =R o
K = C) es un sistema de n ecuaciones escrito de la forma

(23) X'(t)=A@®)X(t)+ B(t), Vtel, X (to) = Xo,
donde A(t) € M,xn(K), B(t) € K" para cada t en I C R, I intervalo

abierto no vacio y Xg € K" son condiciones iniciales en t =ty € I.
En el caso B =0 se dice que el sistema es homogéneo. En el caso que
A es una matriz constante, se dice que el sistema es de coeficientes
constantes.

2. Sistemas Lineales en R?

EJEMPLO 2.1 (Polucién en dos estanques). Dos estanques 1 y 2,
que contienen V[m3] de agua, se encuentran interconectados por medio
de un canal, por el cual fluye agua desde 1 a 2 a razén de b[m;] El
sistema es alimentado a través del estanque 1 a razén de b[mTS], con un
poluente de concentracion a[%], que contamina el agua. El agua sale
del sistema por un canal del estanque 2, con un caudal de b[mTS] En esta
situacion se produce una contaminacion del agua en ambos estanques.
Para tratar de disminuir este efecto negativo, se propone anadir otro
canal que conecte a los dos estanques, para que devuelva flujo de 2 a 1,
a razén de b)\[mTS], donde A > 0. Sin embargo, para evitar el rebalse del
sistema, se debe aumentar el flujo del canal ya existente a b(1+ )\)[%3]
., Cudnto ayuda esta solucion a disminuir la poluciéon del agua en los
estanques?

Para el estanque 1, tenemos que la variaciéon de la cantidad de poluente
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S~

b (1+)\)
FiGurA 1. Polucién en dos estanques del ejemplo 2.1

por unidad de tiempo es la diferencia de las concentraciones que entran
y las que salen por unidad de tiempo, es decir:

' [%] =b {m;} o [%} + bA {m;} x5 [kg] % {%} —b(1+ ) {m?

Repitiendo el razonamiento para el estanque 2, resulta el sistema:

) = bo+ %xg(t) _ Mli‘j)\)xl(t)
R (EY bA b
xh(t) = Txl(t) — ng(t) — Vﬁlﬁ'g(t).

Este es un sistema de ecuaciones, por lo que se puede escribir matri-
cialmente:

N b+ bA
1 — 1% Va T + bo
) b(1+X)  b(1+)) Ty 0
i Va

Es decir, es de la forma (23), donde

_b(1+N) bA b
(24) A= b(l-}‘—@\) _bgfz+,\) ) B = ( 0 ),

Vi %)

esto es, un sistema lineal de dos ecuaciones de primer orden no ho-
mogéneo a coeficientes constantes.
O

Veamos algunos métodos generales para reducir un sistema lineal a
coeficientes constantes a una EDO de orden superior.

Supongamos A = ( i i ) (matriz constante) y B(t) = ( bu(t) ) :

ao1 Q92 b2 (t>

3

} w1 [kg]
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2.1. Meétodo de sustitucion. Para resolver el sistema,
(25) T = an® + a1a%2 + by
(26) [L’IQ = a91T1 + A92x9 + bg

con las condiciones iniciales z1(0) = 29 y 25(0) = 29, despejamos z; de
(26), suponiendo ag; # 0, esto es

(27> g = [L’é — Q92Ty — b2

Qg1
y luego derivamos:

7 / /

(28) Ty =

a21
Reemplazando (27) y (28) en (25) resulta:
zy — (@11 + a22)xh + (a11022 — A12a01) T2 = az1by — a11by + by,
que no es mas que una ecuacién de segundo orden, con condiciones
iniciales
25(0) =
75(0) = anal + agr) + by(0)
2.2. Meétodo de eliminacién. Utilizando la notacién de ope-

rador diferencial Dz = 2’ de la seccién anterior el sistema (25) se
reescribe

(29) (D — 0,11)113'1 — 1279 = bl
(30) —a91T1 + (D - GQQ)LUQ = bg

de donde, aplicando el operador D — a;; a la segunda ecuacién, multi-
plicando por as; la primera y sumando, se obtiene

(31) (D — an)(D — CLQQ)SL’Q — Q12021 T2 = a21bl —+ (D — au)b2
que es la misma EDO de orden 2 para x5 que la obtenida con el método

anterior.

2.3. Método de Transformada de Laplace. Se vera en el
proximo capitulo (ver Teorema 13.1).

Observacién: Puede verificar que en todos los casos, despejando
1 0 T, se llega a una EDO del tipo
ri — (a1 + an)r; + (an1a — apag)z; = fi;, i=1,2

~~

traza(A) det(A)

y con polinomio caracteristico asociado P(\) = A2 —tr(A)\+det(A) =
det(A — AZ). Se deja al lector corroborar que P(\) = det(A — A7)
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es cierto para sistemas lineales a coeficientes constantes generales de
tamano n > 1. Aqui lo probamos para n = 2.

3. Vectores de Funciones

Las definiciones de la subseccién anterior se pueden extender a es-
pacios vectoriales de vectores de funciones o matrices de funciones.

DEFINICION 3.1. C*(I)™ = C"(I) x ---x C"(I) son los vectores

v~
m veces

de m funciones n veces continuamente derivables en el intervalo I.
C™(I)™* son las matrices de m x k funciones n veces continuamente
derivables en el intervalo I.

Estos conjuntos tambien tienen estructura de espacio vectorial pa-
ra la suma y ponderacion por escalar componente a componente. La
integracion de elementos de estos espacios se definene de la forma

/ fi J h

F f fan
/ .fl,l .fl,k ffl,l ffl,k
fr;L,l fm,k f./;m,l ffm,k

La derivacion es analoga.

4. Existencia y Unicidad

Veamos primero la existencia y unicidad en un contexto mas amplio
que el de los sistemas lineales:

TEOREMA 4.1 (de Cauchy-Lipschitz, Existencia y Unicidad, caso
general). Sea T' > 0 y I = [to,to + T| para un ty € R dado. Sea
F € C°I x R™), es decir, F(t,X) es continua con respecto a t en I
y con respecto a X en R™, donde X es un vector de m funciones a
determinar. Sea ademas X (tg) = Xo € R™ un vector de condiciones
mniciales en ty. Si ' es Lipschitziana con respecto a la seqgunda variable,
es decir, si

AL >0 tal que Ytel, |F(t,X)—f(tY) <L|X-Y],

m
donde ||h|| = 4/ E h? la norma euclidiana en R™, entonces, para cada
i=1

condicién inicial Xo € R™, existe una tinica solucion X € C°(I)™ del
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problema de Cauchy.
(32) X' = Ft,X@),tel

Para la demostracién de este teorema primero escribiremos el sis-
tema diferencial en forma integral. Luego, usaremos un operador que
entregue esta forma integral y veremos que sus puntos fijos son so-
luciones del sistema en cuestion. Finalmente, demostraremos que la
aplicacion es contractante, utilizando una norma apropiada y conclui-
remos que tiene un unico punto fijo. En realidad, esta demostracién
hace uso del Teorema del punto fijo, que se deduce del hecho de que
toda sucesién de Cauchy es convergente. Esto es cierto en C(I)™ con
la norma del supremo u otra similar, siempre que el intervalo I sea
cerrado y acotado. Sin embargo, el Teorema resulta luego cierto para
cualquier tipo de intervalo.

DEMOSTRACION. El problema es de la forma X' = f(t, X(t)),t € I
(forma diferencial), integrando entre ¢ y ¢ se tiene que X () = X (o) +

t
/ F(s, X(s))ds (forma integral). Se define el operador ® : CO(I)™ —
t

CO(I)™ de la forma X (t) — ®(X) = X (to) + /tF(s,X(s))ds. Se con-

t
siderardn equivalentes las notaciones ®(t, X) con d(X).
Un punto fijo para ® es una funcién X € CO(I)™ tal que Vt € I, ®(t, X) =
X (t), y si es tinica, quiere decir que hay solucion tinica.
Recordemos que en R se cumple que:

1. Toda sucesion de Cauchy es convergente.

2. Una funciéon f es contractante en una parte cerrada C' C
Dom(f)si 3K € (0,1),Vz,y € C,|f(z) — f(y)| < K|z —y|. Si
f : C — C es contractante con C' una parte cerrada, entonces
existe un tnico xy € C tal que f(xg) = xo.

En la demostracion del Teorema de Existencia y Unicidad de utilizare-
mos los siguientes resultados, que son una extensién de lo anterior:

TEOREMA 4.2. En el espacio C°([to,to + T])™, con la norma del

supremo (|| fllec = sup |f(t)|), todas las sucesiones de Cauchy son
tE[to,to-{-T}
convergentes.

COROLARIO 4.1. Si ® es contractante de constante K € (0,1),

entonces tiene un unico punto fijo, que es una funcién de C°([to, to +
).
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DEMOSTRACION. Es andloga al caso en R. Tomando la sucesién
(fx) que cumple con fri1 = D(fx), se tiene que (fi) es sucesién de
Cauchy. Observemos primero las siguientes desigualdades:

1fs = fallo = [®(f2) = (f)lloe < Klf2 = filloo
1fs = fsllo = [9(f3) = @(fs)lloo < Kllfs — folloo < K[| f2 = filloo

i1 — fello = 12(fi) = P(fi-1)lloo < -+ < K" fo = fills

Y por lo tanto para m,n € N,n > m, se tiene que:

an_meoo < ||fn_fn—l||oo+||fn—1_fn—2||oo+"'+Hfm-i-l_meoo
< K" fa— fillo+ -+ K™ f2 = fills
n—2
< (z Kf) = il
i=m—1
n—2
) Kn—l _ Km—l Km—l
como i:m:lKZ: 1 < T — 0 cuando m — oo

(pues 0 < K < 1). Con esto, se tiene que 0 < ||f, — fimljoo <

n—2
( Z Ki) |f2 = fillo — 0O, por lo tanto, (fx) es una sucesion de

i=m—1
Cauchy. Por el teorema (4.2), la sucesion (fx) converge a un limite que
llamaremos f y por lo tanto f = lim f = lim ®(fi_1) = ®(lim fr_1) =
®(f). Las ultimas desigualdades se tienen ya que como ® es contrac-
tante, implica que es continua en el conjunto donde es contractante. El
hecho de que el conjunto C' donde es contractante la funcién garantiza

que el limite esta dentro del conjunto y que puede ser alcanzado por
o. O

Con lo anterior se tiene que:

t

B(t, X (1) — (LY (1) = |X(to) + / Fs, X(s))ds — Y(ty) - / F(s,Y(s))ds

to to

t

como ®(t, X (t)) = X(to) +/ F(s, X (s))ds, la constante X (to) debe
to

ser fija (dato inicial Xj) para todas las funciones en C°(I)™ y ademas,

la norma pasa al interior de la integral por la propiedad f < |f| =
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JE< Il =1L <11l = [If], con lo que queda

|®(1, X (1)) — @1, Y (1)) < /t|F(8,X(S))—F(S,Y(S))dS|
< L/t | X (s) —Y(s)|ds

< L/ exp(2L(s — tg)) (exp(—2L(s — tp))| X (s) — Y(s)|) ds

to

definiendo || fl|oo,r = supexp(—2L(t — ty))|f(t)],
tel

|D(t,Y(t) — ®(t, Z(t)| < L||X—Y||OO,L/ exp(2L(s — tg))ds

to

= LIX Y lhosgr (exp(2L(t — to)) — exp(~2L)

1
SIX =Vl ep(2L(t — 1)

IA

lo que implica que
1
exp(=2L(t — 10))|2(¢, X (1)) = 2(t, Y (1)) < FIX = Vo
tomando el supremo sobre los t € I,
1
120, X() =20, Z0) oo = SIX =Yoo

por lo tanto ®(-, X(-)) es contractante. Por el Corolario (4.1), exis-
te un tnico punto fijo para ®(-, X(-)), llamado X, con lo cual Vt €

IOt X(t) = X(t). O
OBSERVACION. 1. Se denomina a (34) solucion cldsica y a
(35) solucidn integral.
(34) X' = R X(), X(t) = Xo
t
(35) X = X —i—/ F(s, X(s))ds
to

En principio, (34) y (35) no son equivalentes, pues no se sabe si
X es continua por lo que (35) no se puede derivar. A posteriori,
una vez que se sabe que la solucion de (35) es continua por el
Teorema de Existencia y Unicidad, se sabe que la solucion de
(35) es continua y derivando (35) se obtiene (34) por el TFC,
siempre que F' sea continua en la variable temporal. Si no es
asi, como ocurrira por ejemplo en el préximo capitulo en que F
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sera solamente continua por pedazos en la variable temporal,
entenderemos la solucién de (34) en su forma integral (35).

2. Es posible hacer la misma demostracién si I’ es solo continua
por pedazos con respecto a la segunda variable.

3. Un interesante ejemplo en que no se cumple la condicién de
Lipschitz global es la EDO 3’ = 42, y(z0) = yo > 0 que puede
resolverse por separacion de variables. La solucion existe en un
intervalo [zo, zo + 1/yo| que depende de la condicion inicial y
en el borde de dicho intervalo, o sea cuando = — xo + 1/y, la
solucion diverge. Este modelo sirve para modelar una combus-
tion o explosiéon que ocurre tanto mas rapidamente si mayor
es la cantidad inicial yg.

Para una EDO lineal de orden n, se tiene que

F(t,X) = A@®X + B(t)

con X (to) el vector de condiciones iniciales, y A(t) y B(t) de la forma
explicitada en (23). La continuidad de F con respecto a la variable tem-
poral (respectivamente continuidad por pedazos de F') es equivalente a
la continuidad de B(t) y a;;(t) para todo 4,5 € {1,...,n} (respectiva-
mente, a la continuidad por pedazos de estas funciones). La continuidad
de F' con respecto a la segunda variable es directa pues es una funcién
lineal. La lipschitzianidad de F' con respecto a la variable de estado se
verifica como sigue:

[E(t, X (1) = F(2, Y ()] [A@)(X (1) = 2(1) + B(t) — B(t)|

<
< [A@X(@) =Y (@)l

Como [AX]?2 =3, (ZJ aijxj)Q y por Cauchy-Schwarz, ’ZJ a;;x;
| <a., X >*< <2J a%) <Z] x?) = (Z] afj) | X%, por lo tanto:
[F(t, X (1) — F(t,Y(1)] < [A@®)(X() - Y ()]

< A mIX @ - Yl
teltntor ) Z Z aji(t) | 1X (1) — V(@)

- -
'

< LIX(1) = Y(1)]

‘ 2

IA

Por lo tanto la condicién de tipo Lipschitz es valida si los a;; son funcio-
nes acotadas en [to, to+ 1], lo que se tiene tanto si los a;; son funciones
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continuas o si ellas son continuas por pedazos (siempre que restrinja-
mos las discontinuidades a discontinuidades de salto como serd el caso
en el préximo capitulo).

TEOREMA 4.3 (Existencia y Unicidad, caso lineal). Si A € C(1)™*™
y B € C(I)™, entonces dado Xy € R™ y ty € Iy, existe una tnica
solucién X € C°(I)™ del sistema lineal:

X'(t) = A@)X(t)+ B(t), tel
X(to) — XQ

tal que X € CO(I)™.

1. De hecho en el teorema anterior X € C'(I)™, pero si A o B
son solamente continuas por pedazos eso no es ya cierto y X’
es solo continua por pedazos.

2. El teorema precedente es valido también en los siguientes in-

tervalos I:
a) [t(), to + T[ s b) [to, OO[, C) [t() — T, t()], d) [t() — T, t()], e)]l’o —
T, xo), f) | — 00, z0] y en el caso que zg sea interior al intervalo.
Para a) y b) basta considerar la extensién sucesiva de la solu-
cién en intervalos [tg,tg + 1 — 1/n] 6 [to,to + T + n| cuando
n — +o00. Para los casos ¢), d) y e) hay que hacer el cambio de
variables z =ty —t. Si ty es interior, basta separar el intervalo
en dos intervalos con extremo tg.

3. En el diagrama de fases las curvas cubren todo el espacio y no
se intersectan salvo una curva que se cierra sobre si misma o
asintéticamente. Ademds, en los sistemas lineales existe C' € R
tal que || X — Xl < C||Xo — Xo||, es decir, si las condiciones
iniciales son parecidas, entonces las soluciones lo son.

4. Si un sistema homogéneo (EDO lineal de orden n) parte con
condiciones nulas se mantiene siempre (dentro del intervalo 1)
en reposo.

COROLARIOS 4.1. (a) Si un sistema lineal homogéneo tiene
una condicion inicial nula, entonces la unica solucion del sis-
tema es la funcion nula.

X' = AX

X(t) = 0 }:>X(t):O, Vtel

(b) Si tenemos un sistema lineal con dos trayectorias que coin-
ctden en un punto, entonces son la misma; interpretado de
otra forma, dos trayectorias X (t) e Y(t) € R™ distintas no se
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cruzan (determinismo ).

X' = A@)X + B()
Y — ADY 4B S = X(1)=Y(), Viel
X(to) = Y(to)

5. Sistemas Homogéneos

En ecuaciones diferenciales es habitual estudiar primero las solu-
ciones de la parte homogénea de las ecuaciones, porque ellas entregan
importante informacién para luego deducir las soluciones generales.
Partamos entonces estudiando detenidamente los sistemas homogéneos.

DEFINICION 5.1.
H={XeR"| X' =AW)X, tel}.
DEFINICION 5.2.
S={XeR"| X' =At)X + B(t), t e I}.

Ademas, del Teo. de Existencia y Unicidad, sabemos que para cual-
quier condicion inicial, el sistema lineal homogéneo tiene una tinica so-
lucion, en particular para la base canénica de R", y entonces podemos
dar la siguiente definicién:

DEFINICION 5.3. Llamaremos ¢, solucién fundamental canénica k-
ésima asociada a to € I a la solucion del sistema:

¢ = Alt)gr, tel
¢k(t0) = €k, Vk‘zl,...,n.

A la matriz formada por las soluciones fundamentales canonicas aso-
ciada a ty, es decir, que en su columna k-ésima tiene a ¢, se lla-

mard matriz canénica fundamental asociada a to, y se denotard por
o

TEOREMA 5.1. El conjunto {¢r}}_, es una base de H, y por lo
tanto, dim(H) = n.
A esta base se le llama base fundamental candnica

EJjeEMPLO 5.1 (Cadena con resortes). Se tiene una cadena conex-
trmos fijos formada por n cuentas conectadas por resortes idénticos
de constante elastica k y largo natural ly. Cada cuenta de masa m;,
1 = 1...n, tiene libertad para oscilar horizontalmente, pero cada una
presenta un rozamiento lineal con el medio, de constante ¢;, i =1...n.
Para cada cuenta tenemos la ecuaciéon de movimiento:

mxy = —cix) — k(v — xio1) + (2 — 2-0), Vi € {1,...,n},
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donde se ha definido z¢g = z,+1 = 0.

Matricialmente tenemos:

"
my T

ma T2

es decir, tiene la forma
MX"+CX' +KX =0,

con X € R". Para transformarlo en un sistema lineal, hacemos el cam-

bio de variables:
X X'
2= (v )=7=(%)

X'"=-M'KX-M'CX'

Por lo tanto, se puede escribir el sistema lineal:

. 0 I
Z = ( ~M'K —-M-C ) Z

Para determinar el conjunto de soluciones fundamentales asociadas, por
ejemplo, al origen, bastard resolver el sistema anterior con condiciones
iniciales en cada vector candnico de R??

Z(O) = €.

(En total son 2n sistemas con condiciones iniciales a resolver). U

pero

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.1. Partamos probando que efec-
tivamente es generador, es decir,

<A{dr}i— >= H.
Sea X, € H la solucién del sistema homogéneo
X, = AX,, Vtel
Xn(to) = Xo.
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Descompongamos X en la base candénica de R™:
1 1
Xo = xpe1 + -+ - + 06y, Zgy, ..., T, € R
Demostraremos que X, = x{¢1 + - - - 2 ¢,,; para esto definimos V¢ € I

Z(t) = whdr - ahdn, b= ou(t)
N Z/(t) _ x(1)¢/1 I xg(ﬁ;” pero (ﬁ; = A(bk
= Z(t) = Azghr +---25¢a) = AZ(t)

Y ademds, por la definicién de los ¢, tenemos que: Z(ty) = xhe; +
ot ale,
.. Z es solucion del mismo sistema de ecuaciones diferenciales que Xy,
con las mismas condiciones iniciales. Luego, por teorema de existencia
y unicidad, Z(t) = X,(t) Vtel

OBSERVACION. Notar que lo anterior demuestra también que si se
tienen soluciones del sistema homogéneo, entonces cualquier combina-
cion lineal de ellas también satisface el sistema, salvo las condiciones
iniciales.

Ahora veamos que {¢y}7_; son soluciones l.i.,

P.d.q.

D pgi(t) =0, Vt =0, =0Vk=1,.,n
k=1

aq 0

S =02 (o 6 0 0)| )=
k=1

J
~ o 0
‘I) n

Si pudiéramos probar que det(®(t)) # 0, V¢, entonces la tnica solu-
cién del sistema es @ = 0, que era lo que hay que demostrar. Se define el
Wronskiano de una familia de funciones vectoriales, justamente como el
determinante de la matriz que tiene en sus columnas dichas funciones,
asi

W (o1, g2, .., ¢n) = det(P)

Notamos también que:
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Asi el Wronskiano es no nulo en un punto, lo que implica que no
se anula en todo el intervalo. En efecto, razonando por contradiccion,
supongamos que existe ¢ € I tal que W(¢) = 0, como el Wronskia-
no corresponde al determinate de la matriz fundamental candnica, te-
nemos que esta matriz tiene sus columnas l.d., es decir, dag, ..., a,
constantes no todas nulas, tal que:

Pero vimos que cualquier combinacién lineal de soluciones fundamenta-
les candnicas, también es solucion del sistema homogéneo, y claramente
la funcién nula también es solucién con la condicion inicial impuesta
en t. Por lo tanto, por Teo. de Existencia y Unicidad,

a1¢1(t> et an¢n(t> =0 Vie [7

lo que es una contradiccion, pues en ty no se cumple. Luego, concluimos
la independencia lineal buscada, y por tanto, dim(H) =n O

COROLARIO 5.1. La solucion del sistema homogéneo
X, = AX, Vtel
Xn(to) = Xo
estd dada por
X = xyd1 + -+ 2 dn,
o equivalentemente

Xp = ®(t) X,

COROLARIO 5.2 (Propiedades de la matriz canénica fundamental
¢ asociada a ty).
(a) ®(ty) = I,
(b) /(1) — AD(1)
(c) @ es unica.
(d) ® es invertible, Yt eI

DEMOSTRACION. (a) Es directa de la definicién.
(b) Entendiendo la derivada en el sentido que se deriva componente a
componente, se tiene que:

V= (g oy it )=( A0 ap i a0, )=A(0 @ i g, ) =40

(¢) Se concluye por Teo. de Existencia y Unicidad aplicado al sistema
formado por (b) , con las condiciones iniciales de (a).
(d) Se prob6 en la demostracién del teorema anterior que si:

I to det(®(to)) £ 0= Vte I det(d(t)) £ 0
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Lo que prueba lo pedido, pues det(®(t)) = 1.
U

Para generalizar los resultados anteriores, definamos una matriz
fundamental (no necesariamente canoénica) como la matriz M(t) =

[ Uil ol T |t ] , Vt € I, donde 9 son soluciones del sistema:

U, =At)pr, ¢ toel
Yp(to) =ve ,Vk=1,..,n

donde {¢;}®_; es una base (no necesariamente canénica) de R", y en-
tonces concluimos el siguiente corolario:

COROLARIO 5.3. Sea una matriz fundamental M (t), entonces:
(i) Si existe to tal que det(M (ty)) # 0, entonces det(M(t)) # 0, Vt € I.
(i1) Si el sistema X' = AX tiene condiciones iniciales Xy no nulas,
entonces X (t) = M ()M~ (ty) Xo.

DEMOSTRACION. (i) Consecuencia directa.
(77) De la observacién del teorema anterior, tenemos que una combina-
cion lineal de los v; resuelve el sistema, es decir:

X(t) = a1ty + cothy + - + cpipy = MC

C1
donde el vector C' = : queda dado por las condiciones iniciales,

Cn
entonces

X(tg) = M(to)C = C = M(to) ' Xo = X (t) = M(t)M " (ts) Xo
O

6. Soluciones Particulares

Teniendo bien estudiadas las soluciones del sistema homogéneo, solo
falta encontrar las soluciones particulares, gracias a que se tiene el
siguiente teorema.

TEOREMA 6.1. Dada una solucion particular X, de X' = AX + B,
toda solucion del sistema se escribe como suma de X, y alguna solucion
del sistema homogéneo.

Xo =X, + X
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DEMOSTRACION. Sea X una solucién general del sistema, y X,
una particular, entonces:

X, = AXg+B
X, = AX,+B,
restando las ecuaciones:
(Xe — X)) = A(Xeg — X,).
Luego X¢ — X, es solucién de la homogénea, es decir:
Xp=Xeg— X, = X¢g=X,+ X
O

Ahora, buscamos una férmula de variacién de parametros, es decir,
buscamos X, = ®(t)C(t), ecuacion que podemos reemplazar en X, =
AX, + B, pero falta una férmula para derivar productos de matrices,
que se estudia en el siguiente lema:

LEMA 6.1. Sean A(t) € Myyn(R), B(t) € Myyp(R), X(t) € R
i) (A[)X (1) = A'(t)X () + A(t)X'(¢)
i) (A(t)B(t)) = A'(t)B(t) + A(t) B'(¢)

DEMOSTRACION. (i) Por componentes:

<Z ai;(t)x; (t)) = Z(az’j(t)%’ ()" = Z(aéj(t)l‘j (1) + ai;()25(1))
= D ay(t)z;(t) + Z ai; (t)a; (1)
(77) Anélogo. O

Luego, volviendo al problema de variacién de parametros, podemos
reemplazar X, = ®(¢)C(t) y derivar:

Xp(t) = A(t)X,(t) + B(t)
= (D()C()) = A)®()C(t) + B(t)
= I (B)CH)+PM)C'(t) = A@R)D(H)C(t) + B(t)
= C'(t) = d7Y(t)B(t)
= C(t) = [, @7 '(s)B(s)ds

Por lo tanto, X, = ®(¢) ft

o d~1(s)B(s)ds, y se concluye el siguiente
teorema
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TEOREMA 6.2 (Variacién de Pardmetros). La solucion del sistema:
X'(t) = A@®)X(t)+ B(¥)
X(to) = X(),

esta dado por :

X(t) = ()X, + (t) /t d~1(s)B(s)ds,

to

donde ® es la matriz fundamental canonica asociada a ty.

7. Exponencial de una Matriz

Para calcular ®(t) resulta util la nocién de exponencial de una
matriz:

DEFINICION 7.1 (Exponencial de una Matriz). Sea M (t) € M, x,(R).
La exponencial de M se define como:

e k 2 n

M_ —_— —_— .« .. —_— .« ..
e _kzk!_l+M+ T
=0

Como estamos tratando en general con series de funciones en cada
componente, es 1til tener presente el siguiente lema:

LEMA 7.1 (Criterio M de Weierstrass). Sean f, : S € R — R
Vk € N funciones. Si existe una sucesion (My)ren de reales positivos
tales que

|fk($)| < Mkavn > Ny, Vo € Sa
y la serie Y o | My, converge, entonces la serie de funciones Y p | fr(x)

converge uniformemente en S.

DEMOSTRACION. Como |fi(z)| < My, Vn > ng, Vo € S, por crite-
rio de comparacién de series tenemos que para cada x € S, >~ fr()
converge (convergencia puntual). Definamos entonces g : S — R tal

que g(r) = 352, fr(®),

Sean m > n > ng, hagamos la diferencia

SR =Y f@) =Y K@< Y @< Y M=) MY M,
k=1 k=1 k=1 k=1

k=n+1 k=n+1 k=n+1
Como la serie Y7, M), converge, podemos tomar limite m — oco:

g(@) =Y fula)| <Y My =) My
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Pero como la serie de los M} converge, tenemos que:

Ve >0, AN > ng, Vn > N, <e Vres.

g(@) =Y file)

Recordando que g(z) = >~ fi(x), se tiene la convergencia uniforme.
U

TEOREMA 7.1. Si las componentes de la matriz M(t) estdn uni-
formemente acotadas en un intervalo I, entonces cada componente de
eM® converge uniformemente en 1.

DEMOSTRACION. P.d.q. (eM®),; converge uniformemente en I.
Tenemos por definicién que

o

(eM(t))ij _ Z (M k('t>>lj

k=0

Esto es una serie de funciones, por lo que para demostrar la convergen-
cia uniforme usaremos el criterio M de Weierstrass. Veamos que, como
cada componente esta uniformemente acotada en I, se tiene:

JaeR: Vi,j |(M(t));] <a,vVtel.
Luego,

3

Vi, j |(M?);] < <D M) [(M)g] < o?n

Asi, por induccién, se tiene:
Vk>0Vi,j [(M");| <on*' vt el

De esta forma encontramos una cota para los términos de la serie in-
dependiente de t

k -
Vk > 0Vi,7 ’M <aofnf 1l vtel.

k!
Sélo falta ver que la serie se estas cotas converge, en efecto:
zp: afnk-1 B Zp: afnk—1 1
| - I n
pt k! e~ k! n
1 " oaknk1
) k! n
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Por tanto converge, incluso sabemos cuando vale:
oo —
ozknk 1 ean 1
Z k! n n

k=1

Finalmente, por criterio M de Weierstras, se tiene que
o0
3 (M (1))
k!
k=1
converge uniformemente en I, y por tanto lo hace también

— (ME(1))is
K

e
Il
o

Algunas propiedades de la exponencial de una matriz, son:

PROPIEDADES 7.1. Sean A, B € M,x,(R) matrices constantes,
t,s € R, entonces:
1. %t =1
eA0 =17
ieAt _ AeAt
pA(t+s) — oAt As

et es invertible, y (e

AB = BA & Be?t = ¢4tB
7. AB = BA < eAteBt = (A+B)

At)—l — e—At

ARl o

DEMOSTRACION. Las propiedades 1) y 2) son directas de la defini-
cion.
3) Notamos que en cada intervalo [—b,b], b € R, las componentes de

la matriz At estan uniformemente acotadas por |max(a;;)||b], luego

tenemos la convergencia uniforme de hy(t) = >, _, ( lj,’ , s dec1r te—

nemos la convergencia de la serie de potencias h(t) = Y ;- 0 , :
por lo que sabemos que h, converge uniformemente a h, y la su-

l{:M converge uniformemente en (—b,b) a

cesién hy(t) =
k‘M y pr1nc1pa1mente que h(t) es derivable y que

tkl

Ak
Zk: , Wt € (=b,b),
pero

(ARt SN (ARt e (At
ZkT_ T_M)“ R
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En conclusion,

d
E(eAt)ij = Ay;(e™)i; Vt € (=b,b),

y dado que b era arbitrario, se tiene el resultado para todo t € R.
4) Para cada s fijo, tomamos la funcién

w(t) _ eA(t—l—s) . €At6As,
de este modo
¥(0)=0

y
Qﬂ/(t) _ AeA(t—l—s) _ AeAteAs _ Aiﬁ(t)

Luego por Teo. de Existencia y Unicidad,
VtER, Y(t) =0 =Vt s € R A0H) = AlpAs,
5) De 4) sabemos que
pAtg=At _ JA(t—t) _ T s (eAt)—l — oA

6) Por induccién, es facil ver AB = BA < Vk € N{0}, A*B = BAF,
pues
A*B = BA* /. A
AMB = ABA*  pero AB = BA
AMB = BAAF
Ak—l—lB — BAk—l—l.

Para la otra implicancia basta tomar k£ = 1. Ahora:

A’ft’f =\ BARtE N ARt
=B Z = T = T -B= eAtB.
7) Anédlogamente a 4) tomamos la funcién
w(t) _ €At6Bt _ e(A-i—B)t’
que cumple con
¥(0) =0,
y
@D/(t) _ AeAteBt + eAtB eBt . (A + B)e(A-i-B)t

_ AeAteBt _'_BeAteBt (A+B) (A+B)t
6)

= (A+B)(eMe™ — ) = (A+ B)y(t),
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es decir, tenemos:

Y(t) = (A+B)y(t)

$(0) = o.
Concluimos por Teo. de Existencia y Unicidad, que
Vte R ¢(t) =0.

0

Las propiedades anteriores entregan mucha informacion sobre las
soluciones de sistema lineales a coeficientes constantes.
De 2) y 3) vemos que A=) cumple el mismo sistema que la matriz
fundamental candnica asociada a ty, entonces, por Teo. de Existencia
y Unicidad:

d(t) =M e

Luego, recordando que en un sistema lineal cualquiera, la solucion
esta dada por:

X(t) = d(t) X, + ®(1) /t ®~(5)B(s)ds,

to
en términos de la matrix exponencial queda:

t
X(t) = M X, —i—/ A=) B(s)ds.
to
El problema ahora se reduce sélo al calculo de la matriz exponen-
cial, para esto nos ayudaran las propiedades anteriores, y la forma de
la matriz A, en el sentido de si es o no diagonalizable.

7.1. Caso diagonalizable. En el caso de que A sea diagona-
lizable, por ejemplo, en los casos en que A es simétrica (A" = A),
antisimétrica (A = —A), o normal (AA' = A'A), A se que puede es-
cribir de la forma A = PDP~!, con D, matriz diagonal formada por los
valores propios de A, y P una matriz que tiene en sus columnas los vec-

tores propios respectivos. De esta forma tenemos, que si A, ..., A, son
los valores propios de A, y vy, ..., v, sus respectivos vectores propios:
N - 0
D= SR P:(UI‘U2"" |UTL)7
0 - A\,
entonces

eAt — 6PDPflt — f: (PDP_I)ktk —p (i Dktk) P—l — PeDtP_l,

[ [
e~ k! i
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donde

De esta forma la solucién del sistema homogéneo se puede escribir
como:

Xu(t) = et X, = PePlem P PTIX = PeP'C,

C1
donde C' = : es un vector constante que depende de las condi-
Cn
ciones iniciales. O bien, desarrollando las matrices, tenemos:
_ At Aot Ant
Xut) = (Mo | Moy | oo e, )C

= Moy + ey + -+ e,

Para aplicar todo esto, veamos un

EjempLo 7.1 (Confort de un auto). Un modelo para estudiar el
confort de un auto esta dado por

JJH = —(/{31 + ]{72)1’ + (/{ZlLl - kQLQ)H

9// = (lel — kQLQ).T - (le% _'_ k2L§)07

donde las constantes ki, ko, L1 y Lo son respectivamente las rigideces
y las distancias de los amortiguadores traseros y delanteros al centro
de masas G del auto. En un instante ¢ > 0, x(t) representa la posicién
vertical de Gy 0(t) el giro del auto en torno a G.

F1GURA 2. Modelamiento de los amortiguadores de un
auto del ejemplo 7.1
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Este sistema de orden 2, lo llevamos a un sistema lineal tomando
la variables: x, 6,2, 0', resultando:

/

x 0 0 10 x
0 | 0 0 01 0
l’/ o —(]{71 + ]{32) ]ﬁLl - kQLQ 00 l’/
0 ko Ly — koLy —(kiL? 4+ koL2) 0 0 4

En lo que sigue supondremos que ko = pky y Ly = uls, donde
0 < pu < 1, pues generalmente el G de los autos esta hacia delante del
auto, debido al peso del motor. De esta forma se anulan los términos
de acoplamiento k1L, — koLo. Si para simplificar notacién llamamos &
a k1 y L a Ly, resulta el sistema:

/ x
0

x
¢ , |, dondea=—(1+4+pkyb=—pu(l+ukL?

~

o OO
O OO
o OO
OO = O

x x
0 0

Dado que tenemos la forma X’ = AX, podemos calcular la exponencial
de la matriz. Para esto analicemos cémo son la potencias de A:

0010 a 0 0 0
10001 > | 0b 01
A=laooo |7 oo0oao ]
0 b 0O 000 b
luego, elevando a k:
a 0 0 0
w | 0 W 0 1
AT = 0 0 o 0 |
0 0 0 bk
y si multiplicamos por A, queda:
0 0 a 0
0 0 0 b
2%+1 _
4 |l 0 0 0
0 b+ 0 0
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Teniendo todas las potencias calculadas, procedemos a determinar la
matriz exponencial:

A 0 (At)k B 0 0 At 2k+1
= T _Z .+sz+1
k=0 k=0 k=0
ak 0 0 0 0 a 0
= [0 v 0 1 — ! 0O 0 0 b
- kz_o(zk)' 0 0 a 0 +kz_0 k)| a0 0 0
B 0 0 0 o Bl 0 o+t 0 0
Si tomamos a = —a? y b = — (32, resulta:
00 akt% e (—1)k(at)2k
- ~—— 7 = cos(at)
kz:% (2k)! kz:; (2k)!
e bktzk e (—1)k(ﬁt)2k
= ~————— = cos(ft),
kz:% (2k)! z:; (2k)!
y de la mima manera:
0 akt2k+1 B li (—1)k(ozt)2k+1 B lsm(at)
= (2k +1)! ai= (2k+1) a
() bktzk—i—l B l i (—1)k(ﬂt)2k+1 B lsm(ﬁt)
£~ (2k +1)! N B (2k+1) G ‘
Por lo tanto:
cos(at) 0 0 0 0 0 L sin(at) 0
AL _ 0 cos(t) 0 1 n 0 0 0 %sin(ﬂ
0 0 cos(at) 0 —asin(at) 0 0 0
0 0 0 cos(ft) 0 — (G sin(fGt) 0 0

Si ponemos alguna condicién inicial, como por ejemplo una frenada,
representada por:

z(0)=0, 6(0)=0, 2(0)=-1, #(0)=-1,
y reemplazamos en la formila obtenida para sistema a coeficientes cons-
tantes, se tiene:

__sin(at)

x (03
) . sm(ﬁt)

/ = )
g/ — cos( t)

— cos(t)
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es decir, la solucién del movimiento es:

_ —sin(at) _ - sin(5t)
wt) = ——— 0t —5

a
con @ = /(1 +p)ky = Ly/pu(l+ pk, que fisicamente representan

la frecuencia de cada modo. Otro método para solucionar este problema
es analizar los valores y vectores propios del sistema.
Calculemos los valores propios de A

A 0 1 0
0 -x 0 1
det(A — \I) = det 0 - o | = (A2 —a)(\? —b).

0O b 0 =X

En términos de las variables antes definidas quedan los valores propios
imaginarios puros:

)\1 = 'éOé, )\2 = —iOé, )\3 = Zﬁ, )\4 = —’éﬁ,

que tienen asociados respectivamente los vectores propios:

—ifa ifo 0 0
Luego la solucién general sera:
z —i/a ija 0 0
4 o 0 —ix 0 i —1 i 7
o | =ae ¢ . 1 cpetet X § eyeilt 0/5 + e {)ﬂ ’
o bien,

D I G i R () R G P RS )
= (icse™ — jeyeted) ( 1(/)0‘ ) + (icge™ P — jcyePt ( 19 3 ) .

Aqui se ve que el movimiento del sistema se expresa fundamental-
mente sélo como el movimiento vertical de G (representado en el vector
(1/c,0) y separadamente la rotacién del eje que une los resortes, en
torno a G, representado en el vector (0,1/3), y por tanto la solucién
general del sistema no es mas que la combinaciéon lineal de estos dos
movimientos fundamentales llamados modos propios. Los valores pro-
pios cuando son imaginarios puros, representan la frecuencia natural
de cada modo propio, en este caso al modo de movimiento vertical
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(1/a, 0) tiene asociado la frecuencia propia w = «. Una aplicacion del
conocimiento de este valor es que si se deseara tener un fenémeno de
resonancia, bastaria aplicar una fuerza externa sinusoidal sobre el auto
con esta misma frecuencia (F' = Fysin(at), Fy constante). La misma
interpretacion se tiene para la frecuencia 3 en el modo (0,1/3). Para
comprobar que este método entrega la misma solucién que la exponen-
cial de la matriz, impongamos las mismas condiciones iniciales, para
determinar las constantes:

—C + Co =0
—C3+ C4 =0
_Eicl + 02% = -1
%03 + 04% =-1,
de donde se obtiene ¢; = ¢y =3 =c¢4 = —%, por tanto:

(50 = feemeem (et (5,

recordando la identidad e’ — e™* = 2isin(s), se obtiene:

( fggg ) — _sin(at) ( 160‘ ) — sin(B1) ( 1‘/)5 ) ,

que es el mismo resultado antes obtenido. O

7.2. Caso no diagonalizable. Si A es una matriz cuadrada
cualquiera (en particular no diagonalizable) siempre existe una des-
composiciéon dada denominada Forma canonica de Jordan que estudia-
remos a continuacion, aunque soélo se enunciaran los resultados, puesto
que estas propiedades forman parte de los resultados clasicos del alge-
bra lineal, y su demostracién es bastante extensa. La demostracion de
éstas se pueden consultar en el libro The Theory of Matrices, de Peter
Lancaster.

DEFINICION 7.2. Se llama Bloque de Jordan de tamano k X k y
valor propio A € C a la matriz B € My (C) dada por:

A1 0 -0
0 X 1
B=1: 0 ) 0

. 1
0 ... ... 0 A
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Se llama suprabloque de Jordan de tamano m x m y valor propio
A € C a matriz diagonal por bloques, donde cada bloque es un bloque de
Jordan de diversos o iguales tamanos, todos con el mismo valor propio
A

Una matriz se dice Forma canoénica de Jordan si es diagonal por
bloques, formada por uno o mds suprabloques de Jordan.

EJEMPLO 7.2. Una matriz formada por un suprabloque de Jordan
de tamano 2 formado por dos bloques de Jordan de valor propio 8; un
suprabloque de Jordan de tamano 3 formado por dos bloques de Jordan
de valor propio 3, y un suprabloque de tamano 1 de valor propio 4 es
una forma de Jordan.

(8] 0 000 0
E 000 0
00 00 | o
00 0 |31 0
00 0 |0 3 0
00 000

PROPOSICION 7.1. Sea X\ wvalor propio de A € M, «,,(C) de multi-
plicidad algebraica m. Sea Es = ker(A — \I)*, s € N, entonces existe
p, 1 <p < m, tal que:

{O}ZEOQEIgE2g-..Ep:Ep+1:Ep+2:...'

DEFINICION 7.3. Los espacios Es, 1 < s < p, de la Proposicién
(7.1) se demominan espacios propios generalizados de A de orden s
asociados al valor propio \.

Un elemento no nulo v tal que v € Es yv ¢ Es_1 se dice vector propio
generalizado de A de orden s.

Observacién: Con la definicién anterior, los vectores propios usua-
les son vectores propios generalizados de orden 1.

PROPOSICION 7.2. v, es un vector propio generalizado de A de or-
den s (s > 2) asociado a X\ si y solo si vs_1 = (A — A )vs es un vector
propio generalizado de A de orden s — 1 asociado a .

De la proposicién (7.2) tenemos que si tomamos v, (vector propio
generalizado de orden s), entonces vs_; dado por

vs—1 = (A= A )vs & Avg = Avg + v
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es un vector propio generalizado de orden s — 1, y asi recursivamente
tenemos definidos:

AUl = )\Ul
AUQ )\Ug + U1
Avg = >\U3 + U2

Avs = >\Us+vs—17

donde v; es el vector propio usual.

Una cadena vy, vy, . .., vs asi construida, se denomina cadena de Jordan
de largo s, cuando es maximal, es decir, s = p 0 si s < p, entonces el
problema

(A= M)v = vy

no tiene solucion con v vector propio generalizado de orden s + 1.
La cadena también se denomina como cadena asociada al vector propio
V1.

PROPOSICION 7.3. Los elementos de una cadena de Jordan son
linealmente independientes.

PROPOSICION 7.4. El niimero kg de cadenas de Jordan de largo s
es

ks = 2ls - ls—l - ls-‘,—la
donde l; = dimker(A — AI)®.

TEOREMA 7.2 (Descomposicién de Jordan). Para toda matriz A €
M, «n(C), existe una Forma de Jordan J asociada, y una matriz P
wnvertible tal que:

A=PJpP.

Ademds, la matriz J es unica, salvo permutaciones de sus bloques.

Observacién: Para construir la descomposicion se puede proceder
de la siguiente manera:

= Se calculan los valores propios de A.

= Se toma un valor propio A de multiplicidad algebraica m, y se
determina la dimensién de los espacios ker(A — A\I)*, aumen-
tando s hasta m.

= Se calculan los kg, de donde se obtiene un bloque de Jordan
de tamano k, asociado a cada cadena, y los respectivos valores
propios generalizados asociados determinan la matriz P.
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EJEMPLO 7.3. Sea

1 0 0 1 -1
0o 1 -2 3 =3
A= 0 0 -1 2 =2
1 -1 1 0 1
1 -1 1 -1 2
A tiene valores propios A\; = —1 con multiplicidad algebraica 1, y

Ao = 1 con multiplicidad algebraica 4. De esta forma sabemos que la
matriz J estard formada por dos suprabloques, uno asociado a cada
valor propio.

Para A\;, como tiene multiplicidad 1, sélo le correpondera un bloque de
Jordan de tamano 1, y tomamos como vector propio asociado (0, 1,1, 0, 0).
Para )\, calculamos:

li = dimker(A—1)

l, = dimker(A—1)*=4
I3 = dimker(A—1)>=4
ls = dimker(A—1)"=4

Como [y = 0, tenemos que k; = 0y ky = 2, por lo que no hay cade-
nas de largo 1, pero hay 2 cadenas de largo 2. Cada cadena de largo
2 determina un bloque de 2 x 2, por lo que tenemos completamente
determinada la matriz J

N

I
cooco~
OO~
co—~oo
O~ oo
—o o oo

Para Ay tenemos:

(A_I)Ulzo = Ulz(aaaaoaﬁaﬁ)
(A_[)U2:U1 = 02:(5_'_77770570[—’_576)’

Sia=0,8=1= v =(000,1,1) = v, = (1++,7,0,6,6). Si

v =8=0= v =(1,0,0,0,0

Sia=1,8=0= v = (
0

).
1,1,0,0,0) = vy = (v,7,1,1 4+ 6,0). Si
y=9d=0= vy, =(0,0,1,1,0).
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De esta forma

01100
00101
P=100011
10010
100 00

O

Para el célculo de e en el caso general veamos la siguiente propie-
dad:

PROPOSICION 7.5. Sea M € M, ,(C) diagonal por bloques de la
forma

M, 0 - 0
M= 0 M, '
’ 0
0 0 M,
M; bloque de M, entonces
eM 0 .. 0
Mo .
6M _ 0 €
: SR
0 0 eMn

DEMOSTRACION. Recordemos que las matrices por bloques se pue-
den multiplicar como si los bloques fueran escalares

M, 0 --- 0 M, O --. 0 M12 o .- 0
0 0 M, 0 0 M, 0 0 M?
MF 0 0

, aplicando esto
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a la matriz exponencial:

ME 0 0 Mo 0
1| 0o Mk - = o &
D D
e = =
| . . . . .
= : w0 k=0 : . 0
k k
0 -~ 0 M 0 0 %
M0 0
0 M
0
0 0 eMn
O
0O 1 0 0
Calculemos ahora: e”i* = eQilm+N)t donde N =
1
0 0
(' m es la multiplicidad del valor propio ;).
Claramente \;I,,, y N conmutan, entonces
eJit — 6)\ilmt+Nt — 6)\iIMt€Nt.
et 0
Sabemos que eifmt = P : , pero falta conocer propie-
O P 6)‘7,t

dades sobre N; para esto veamos las potencias de V:
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N = T
N = N
0 1 0 0 0 1 0 0 0
N2 — N.N = Do e oo e _
0 0 0 - 0 0
0 0 0 1
Nm—l — O
: 0
0 0
N™ = 0,,.

Por lo tanto, N es una matriz nilpotente de orden m, y tenemos que

. NFtk thk
Nt _
€ o L Z + Z k! \,—/
k=0 k=0
2 tm_l 1
= [I+itN N — N
* +2t R P Y
t2 tmfl
Lot 21 77T me1)
e t‘2
21
t
0 1
Nt

En conclusion, e** es una matriz triangular superior de la forma

thk

[6Nt]i': oSt j—i=k=>0
! 0 st 7—1<0

OO = O
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Finalmente,
ot ﬁ o tmfl
ert () 0 Lt 3 (m—1)!
6Jit — +2
21
Nt gt ot T Gt
ert tett et m=1 %"
= : . - - 2 oAt
: . . . ge v
: . . . telit
0 eAit

De esta forma hemos demostrado la siguiente proposicion:

PROPOSICION 7.6. Sea A € M,,,,(C), y su descomposicion en for-
ma candnica de Jordan A = PJP™!, entonces:

EJEMPLO 7.4. Consideremos el sistemas:
X' = AX,

con condicién inicial X (0) = X, donde la matriz A estd dada en el
ejemplo (7.3). Luego como ya habiamos calculado su descomposicién
canoénica de Jordan , se tendrd en virtud de la proposicién anterior que
la solucion es:

et 0 0 0
0 ¢ 0 0 0
Xt) =P 0 0 e t 0 |P X,
0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 et
con P descrita en ejemplo (7.3).

U

EJjempLO 7.5 (Equilibrio Marino). Suponga que la poblacién de
ballenas b, plancton p y temperatura del mar T estan regidas por el
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siguiente sistema discreto, donde n designa el anoy A > 0 es un parame-
tro de crecimiento:

bn—l—l = >\bn + Dn
Pn+1 = )\pn + Tn
Tn+1 = >\Tn7

con condiciones iniciales by, pg, Ty constantes positivas.

Se quiere saber coémo evoluciona este sistema en el tiempo, dependiendo
del parametro \. Para esto, escribamos el sistema anterior se puede
escribir como:

bpi1 A1 O b, bo
Pl = 0 A 1 Pn |, con condicién inicial | pg
Thi1 0 0 X T, T

Consideremos primero un caso mas general de sistemas discretos:

Xn+1 = AXn + an n = Ov

con condicién inicial X, € R, donde A € My, q(R), B, € R% n > 0.
Como X es la condicién inicial, iterando tenemos:

X1 == AX(] + B(]

Xy, = AX, + B, = A(AXy + By) + B, = A’Xy+ ABy + B,

X3 = AXy+ By = A*X,+ A’By + AB; + B,

X, = A"Xo+ ) A"7B; .

J=1

Probemos por induccién que efectivamente la solucion del sistema esta da-
da por:

Xy =A"Xog+ Y A"B;y, n>1

j=1
Para n = 1, resulta

X1 = AXy + By,
que es solucion del sistema. Suponemos ahora que X, = A"X, +

Z?:l A"~I B;_; satisface el sistema propuesto, entonces hay que probar

que
n+1

Xn+1 _ An+1X0 + ZAn-i-l—ij_l

j=1
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también lo satisface. En efecto,

n+1
Xn+1 _ An—i—lXO + ZAn-l-l—ij_l

j=1

— ALY, 4 ZAnH—ij_l + An+1—(n+1)B(n+1)_1

Jj=1

= A" Xo+ AY A"IB;_i + IjxaBy

=1

= A (A”Xo + Z A" Bj_1> + B,,, usando la hipotesis de induccion
j=1

= AX, + B,.

Por lo tanto, X, satisface el sistema.
Estudiemos ahora la solucién del sistema discreto homogéneo, para el
caso en que A sea diagonalizable, es decir A = PDP~!, con

AN - 0
D= Doot., , donde \q,...\q son los valores propios de A.
0 - N\

Segun lo anterior, la solucién de este sistema sera: X,, = A" X, pero
A" = PD"P~! entonces:

AP0
X,=P| : .. | P'X,.
0 --- A
De esta forma si queremos que nuestro problema tenga solucién, es decir
que exista nh_)ngo X,, debemos imponer que nh_)ngo Ap exista VE =1,...,d,

lo que equivale a pedir que |A\x| <1, Vk=1,...,d.

Si volvemos al problema especifico de las ballenas, estamos en el caso
de un sistema homogéneo discreto, pero donde la matriz A no es diago-
nalizable (tiene la forma de un bloque de Jordan), sin embargo, sigue
siendo valida la solucion X,, = A" X, entonces sélo resta calcular A™.
Para esto usaremos la siguiente propiedad:

AB=BA= (A+B)"=>_ (Z) AFB™F n > 0,
k=0

es decir, si la matrices conmutan, se tiene la propiedad del Binomio
de Newton, y la demostracién de esto es idéntica a la del Binomio
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original (por induccién). En este caso podemos usar esta férmula, pues
claramente
AMgN = AN = NX = N\,
Luego:
" /n " /n
A" = Mg+ N)" = NTEN"F = AP NTE
=3 () S (1),
k=0 k=0
con N una matriz nilpotente de orden 3, pero N*=% = 0 cuando n—k >
3 =n—3 >k, luego la suma sin los términos nulos queda:

Ar = ji: (;i)Akpvn—k

k=n—2

= ("o (O et g (e
n—2 n—1 n

= 7”(”2_ DAn-2N2 4 nxrIN 4 A",
En el desarrollo sobre las formas de Jordan, habiamos calculado todas

las potencias de una matriz nilpotente, resulta entonces:

—1
a = Mo d) )A"‘2N2+nA"‘1N+(n))\"
2 n
n(n - 1) 00 1 010
= S0 0 0 fan [0 0 L]
00 0 000

An nAn—l nvgﬁ)An—2
= o x
0 0 A”

De esta forma vemos que se repite la solucion que teniamos para el caso
diagonalizable: independiente de la condiciones iniciales, nuestro mo-
delo indica que cuando n — oo |, si |A| > 1, el sistema diverge, es decir
las poblaciones de ballenas y plancton se expanden indefinidamente,
al igual que la temperatura, mientras que si |A\| < 1, las poblaciones
se extinguen y la temperatura del mar desciende a 0. En el caso criti-
co |A] = 1 se tiene que las poblaciones animales divergen, pero con
temperatura constante del mar Tj. O






CAPITULO 5
Transformada de Laplace

1. Introduccién

DEFINICION 1.1. Dada f : [0,+00) — R se llama transformada de
Laplace de f a la funcion

(36) LIf1(s) = / et (ndt

que asocia a s € R el valor L[f](s) cuando la integral converge. Si la
transformada de Laplace de una funcion existe para s > ¢, a la minima

»»

cota “c” se le llama asintota de la transformada.

Veamos algunos ejemplos para funciones conocidas:

+00
Ejempro 1.1. f(t) =1, L[1](s) = / e *1dt. Veamos para que
0

valores de s la transformada existe:

£i(s) = /O "

( —+o00

0

- s>0

o 400 s=0
[ —00 s<0

por lo tanto, L[1](s) = — existe si s > 0 (la asintota de convergencia
s

es ¢ =0).

99
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+oo
EJEMPLO 1.2. f(t) = e con a € R, L[e™](s) = / e tedt
0

+o00
Lle™)(s) = / e e dt

0

+0o0o
= / - (s_a)tdt
0

e
t s=a
= —1 oo
6—(s—a)t s 7& a
s—a 0
1
s>a
_ s—a
N { +oo s=ua
—00  s<a
por lo tanto, L[e™](s) = existe si s > a (la asintota de conver-
s—a
gencia es ¢ = a).
+oo
EjempPLO 1.3. f(t) = coswt, L[coswt](s) = e * coswtdt (re-
) J0 )
cordemos que cos wt + i sen wt = et y que R(e™) = cos wt, F(e™') =
senwt son la parte real e imaginaria de e™! respectivamente) :
+oo
Llcoswt](s) = / e~ cos wtdt
0
“+oo
= R </ e(—s—l—iw)tdt)
0
+0o0
- R ;e(—s-ﬂ'w)t
=5+ 1w 0
sty ((COsSwi + isenwi oo
= e
—5 +iw 0
- (coswt + isenwt)(—s — iw) |7
= e
52 + w? 0
. 1 —st +oo
= a1 a2t (—s coswt + w sen wt)‘o
s
T
s
por lo tanto, L[coswt|(s) = ——— existe si s > 0.

52 4+ w?
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PROPIEDAD 1.1. L es lineal, es decir, Vf, g funciones de [0,400)
en R tales que L[f](s) y L[g](s) existen y Y\ € R se tiene que:

. LIf +](5) = LI71(5) + £lg)(s)
= LIAf(s) = AL[f](s).
DEMOSTRACION. Como / es un operador lineal para las funciones
integrables, se tiene la linealidad de L. 0
e +et

EJEmMpPLO 1.4. f(t) = cosh(t). Como
que:

= cosh(t), tenemos

Lleosh(t)](s) = Ll—5—I(s)

_ c[%](s)+£[7](2)
= L (L) + £l ()
= %(iﬁsil)
-

VA
(V]
I

—_

como L[e'](s) existe para s > 1y L[e "](s) existe para s > —1, se tiene
que L[cosh(t)](s) existe para s > 1 (asintota de convergencia ¢ = 1).

2. El espacio C,

DEFINICION 2.1. Una funcidén f tiene una discontinuidad de salto
en a € Dom(f) si los limites laterales lim, .+ f(x) y lim, .- f(x)
existen (distintos de —oo 0 00) y son distintos.

DEFINICION 2.2. Una funcion f : [0,400) — R se dice continua
por pedazos si tiene un numero finito o numerable de discontinuidades
de salto en [0,400), pero sobre cada subintervalo acotado de [0,400)
tiene a lo mds un numero finito de discontinuidades de salto.

Veamos algunos ejemplos:

1 0<tnt<1
-1 1<tNnt<2
con periodo 2, llamada onda cuadrada es continua por pedazos.

EJEMPLO 2.1. La funcién f(t) = (—1) o f(t) = {
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FiGuraA 1. Gréfico de la onda cuadrada.

EJEMPLO 2.2. La funcién f(t) =t —[t] o f(t) =¢,0 <t < 1 con
periodo 1, llamada onda de dientes de sierra es continua por pedazos.

FIGURA 2. Gréafico de la onda de dientes de sierra.

EJEMPLO 2.3. La funcién f(t) = tan(¢) no es continua por pedazos

pues ll'm+ tan(t) = —oo y lim tan(t) = +oo.
t—35 —Z-
! t#0
EJEMPLO 2.4. La funcién f(t) =< ¢ 70 10 es contins por
0 t=0

.1 .
pedazos pues lim — =400y lim — = 0.
t—0+ { t—0— ¢

DEFINICION 2.3. Una funcién [ : [0,+00) — R es de orden ex-
ponencial si Ja, M € Ry, |f(t)] < Me*. Al valor inf{a : IM €
Ry, [f(t)] < Me*} se le llama orden exponencial de f. Grdficamente,
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el hecho de tener orden exponencial significa que la funcion, en valor
absoluto, no puede crecer mds rdpido que M e™

DEFINICION 2.4. El espacio C, se define como

Co ={f:]0,400) = R:

[ es continua por pedazos en [0, +00) y de orden exponencial a}.
PROPIEDAD 2.1. C, es un subespacio vectorial de { f| f es funcion de [0,4+00) en R}

DEMOSTRACION. La demostracién es facil y queda propuesta al
lector. O

PROPIEDAD 2.2. Si ' € C, entonces f € C,,.
DEMOSTRACION. Propuesta. O

PROPIEDAD 2.3. Si f € C, entonces para todo s > «, existe L[f](s)
(y converge absolutamente) y ademds

LF@)(s)] <~ ¥s > a
de modo que SETmﬁ[f(t)](S) —0.

DEMOSTRACION. Recordemos que si la integral converge absoluta-
mente, entonces converge. Con esto se tiene que:

L)) = /0+°°e—stf<t>d4
< [l

= [ e

S C/ —st atdt
S / s atdt
0
< oL st
o —S+t« 0
C

<

S —«

O
EJERCICIO PROPUESTO 2.1. Demostrar que t*, k € N, tiene trans-

formada de Laplace y que L[t*](s) = Il:+1 , 5> 0.
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3. Funciones especiales

3.1. Escalén de Heaviside. La funcion escalon de Heaviside se
define como
0 t<a

mo-{ ] 15

FicurA 3. Escalon de Heaviside con a = 0.

Como Hy(t) representa el escalén de Heaviside con a = 0, la represen-
tacion de H,(t) con a > 1 es Hy(t — a). La transformada de Laplace

1

de H,, con a > 0 es L[H,(t)](s) = —e™ %, para s > 0 (verificar) (para
s

a = 1 se obtiene L[1](s)).

0 t<a
3.2. Pulsoentreayb. Sedefinecomo Py(t) =4¢ 1 a<t<b
0 t>0b

con a < b. Notar que P, (t) = H,(t) — Hy(t). Luego, su transformada
de Laplace para 0 < a < b serd L[Py(t)](s) = L[Ha(t) — Hy(t)](s) =
L[H,(t)](s) — L[Hp(t)](s) (por linealidad del operador) por lo tanto

L[P,b(t)](s) = é(e‘“s —e7%), para s > 0.

3.3. Delta de Dirac.
DEFINICION 3.1. Para n € N, se define la funcion f,(t) = nPy1(t)

0 t<0
1
, con nPy1(t) = n(Ho(t) — Hi(t)), es decir, fo(t) =4 " 0<t< o
' " 1
0 t<-=

n
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£x(t)

0.5F

FIGURA 4. Pulso entre a =3y b = 5.

Ficura 5. Distintas funciones f,,.

Las funciones f,, cumplen con las siguientes propiedades:

PROPIEDAD 3.1. Sea f una funcion continua en 0.
+oo
L. fo(z)dr =1
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—+00

2. lim fu(z) f(x)dx = f(0)

n—oo
—00
—a

3. lim fo(z)f(x)dx =0, con a > 0.

n—~o0
—0o0

“+oo
4. lim fo(x) f(z)dx =0, con a > 0.

n—oo
a

DEFINICION 3.2. La Delta de Dirac 6(t) se define como el “limi-
te”de las funciones f, anteriores, esto es, un cierto operador cumplien-

+0o0
do la propiedad fundamental/ d(t)f(t)dt = f(0) para funciones f

continuas en el origen. Fxtendiendo la definicion, se tiene que, dado
a€R, [T25(t—a)f(t)dt = f(a) para f continua en a.

De la propiedad fundamental de ¢ tomando f(t) = 1, se tiene
+o0o

PROPOSICION 3.1. / d(t)dt = 1.

—00

Del mismo modo, tomando f(t) = e™*! se obtiene

PROPOSICION 3.2. L[0](s) =1, Vs € R.

Observacién: Esta ultima propiedad es coherente con el hecho que
lim L[f,] = lim L[nPy/] = lim —(1 — e /") = 1.
n—oo n—o0 n—oo S
Observacién: Cabe destacar que las funciones f,, no son las ini-
cas que dan origen a J, pues basta con que cumplan las propiedades
enunciadas. Algunos ejemplos de familias de funciones que dan origen
a 0 y cumplen con las propiedades son:

. fn(t) = ﬁe_n

242

_ sen(2mnt)
= fu(l) = ﬁ
0= EE T

Observacién: En estricto rigor, la delta de Dirac no es una funcién,
pues no esta definida puntualmente como tal en ¢ = 0, sino que se define
a través de una propiedad integrall.

Observacidén: Si se tienen dos funciones f y g, con g derivable en R,
tales que lim; 4o f(t)g(t) = 0, la integracién por partes de f ¢’ puede servir
para definir la “derivada” de f’g, atin si f no es derivable. En efecto

| swatnar =g - [ sod o

1En realidad es lo que se llama una funcién generalizada o distribucién.
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Como lim, 4o f(2)g(z) = 0, se obtlene/ f(t / J)

Si tomamos f H,, el escalon de Heav181de ena>0yg der1vable tal que
lim;—, 4 g(t) = 0, se obtiene

/ H.(t / H,( /aoo g t)dt = g(a).

Entonces, en cierto sentido

PROPOSICION 3.3.

H,(t)=06(t —a), VaeR.

La distribucién § modela un impulso, golpe o chispazo, es decir, un gran
estimulo aplicado en un brevisimo periodo de tiempo a un sistema. Si éste
estd modelado por una EDO de orden n, un lado derecho & corresponde
de hecho a un valor inicial para y™~1(0%). Para ver esto basta verificar
por transformada de Laplace que las dos EDO siguientes, donde P(D) es un
operador diferencial a coeficientes constantes de orden n, tienen exactamente
la misma solucién:

(37) P(D)y=0,  y(0)=0,..., y"2(0) =0, y"""V(0) =1
(38) P(D)y=6,  y(0)=0,..., y"72(0) =0, y" D (0) = 0.
Es por ello que § es llamada también impulso unitario o simplemente im-

pulso. La solucion correspondiente de la EDO anterior es llamada respuesta
al impulso (ver funcién H (t) més adelante).

4. Transformada de una derivada

Sea f € C, derivable. Calculemos su transformada de Laplace:

+o0
CIFB)(s) = /0 S (s >

_ S/Ooo e_Stf(t)dt—l-e_Stf(t) )
= SLUAW)(s) + Jm e () — Tim (1)

t—0t

como f es de orden exponencial «, se tiene que limy o |e 75! f(¢)| < limy_ o |65t

limy_,o0 e~ (=¥ = 0, pues s > . Llamando f(0") = lim, o+ e~ 5 f(t). Con
esto se obtiene

LIf'(B)](s) = sLIFB)](s) = £(0F),5 > o
Veamos ahora la transformada de Laplace de la segunda derivada de f:
LIf"®)](s) = sLIf'B)](s) = f(07),s > a
= s(sL[f(®)](s) = f(07)) — f'(0F)
= S"LIFB)](s) — sf(07) = f'(07)
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Repitiendo el proceso, se obtiene la formula para la transformada de la n-
ésima derivada de f:

LIFM(@)](s) =
S"LIF(6)](s) = s HF(0F) = "2 f(0F) — - = f7D(01), 5 > a

EseEMPLO 4.1. Un cohete despega con velocidad inicial vy desde la Tierra
en forma vertical. Luego de algunos segundos, se activan los motores de
emergencia, por lo que adquiere una aceleraciéon a > 0 durante un intervalo
de tiempo breve. Si la gravedad de la Tierra es g, encuentre la ecuacién de
movimiento del cohete suponiendo que tiene masa m y to —t1 es el intervalo
en el que funcionan los motores de emergencia, con to > ty.

De la sumatoria de fuerzas obtenemos
d2
md—y2y(t) = —mg+ ma(Phtz (t))
,donde y(t) es la posicién del cohete con respecto a la Tierra. Las condiciones

iniciales del cohete son y(0) = 0y 3'(0) = vp. Eliminando m a ambos lados
y aplicando L se obtiene la ecuacién

LIy"(1))(s) = aLlPr, ()] (s) — gL[1](s)
recordando las expresiones para L[y”(t)](s), L[Py1,(t)](s) v L[1](s), la ex-
presién queda
$2LIy)(s) = sy(0F) =y (07) = (et — o7 —

Los valores y(01) y 4/(0") equivalen a las condiciones iniciales del problema,
es decir, y(07) =0y ¢/(07) = v,
Yo @ 4t @ 4ot 9
E[y](s):?—i-s—ge ! -3¢ 2 -3
En este punto, se necesita comprender como opera un antitransformada, por
lo cual, se continuara en el ejemplo (12.1).

5. Transformada de una integral

Sea f € Cq 1ntegrable Sea a € R. Encontremos la transformada de la

funcion F(t /f Ydu (F'(t) = f(t)):

LIF'(®)](s) = LIF@)(s) = F(07),s > a

- SL‘Uf - [

por lo tanto, la transformada de F'(t) es

E[/atf(u)du](s):—ﬁ ——/f Ju,s > o
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t ot t s ru
Sea/ / f(u)du la expresion que representa/ </ f(v)dv) du. La trans-

formada de esta expresién es

E[/at/atf(u)du}(s) - —E[/f du} ——//f Jdu,s > a
- 1 (qane "/f d“)“//“

0 a

repitiendo el proceso, se obtiene la férmula para la transformada de la n-

ésima integral:
t t
c // Flu)du| (s) =
a a

n veces

EYHOCEE AITTTEE (A I
Jo o

n — 1 veces

6. Traslaciones

Una traslacion en el dominio temporal ¢ corresponde a un factor expo-
nencial en el dominio de Laplace s, es decir, si f € Cy,a € R se tiene que

LIH(t—a)f(t—a)l(s) = /000 e SUH(t —a)f(t — a)dt

/OO e SLf(t —a)dt

/OO e~ () £ (4 du
t-a 0
= e LIfB)](s)

De manera anéloga, una traslacion en el dominio de Laplace corresponde a
un factor exponencial en el dominio temporal:

{II

u

ClfO)(s —a) = /O e f(tydt

= /OO e Ste f(t)dt

= L[e"f())(s)
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7. Igualdad de transformadas

g con f,g € Cq, se tiene que f — g = 0, por lo tanto L[(f —
9)()](s) = L[0](s), como L es un operador lineal, L£[0](s) = 0y L[(f —
9)D)](s) = Lf()](s) = L]g(t)](s) = 0, de lo que se deduce L[f(t)] = L[g(t)].
Son embargo, la proposicién reciproca L[f(t)] = L]g(t)] = f = g no implica
f = g. Para determinar cuando se tiene la implicancia se tiene el siguiente
teorema (sin demostracion):

TEOREMA 7.1 (Lerch). Si f,g € Co y LIf(¥)](s) = L[g(®)](s),Vs > «
entonces f(t) = g(t),Vt > 0 salvo en la union de las discontinuidades de f
yg.

8. Convergencia Uniforme de L

Sean ®(s) = / e SLf()dt y Bp(s) = / e S f(t)dt, con s € T =
0 0
[ag, M], M > ap > a, f € Co. Probemos que ||[® — @, ||cc — 0. Sea s € I:

. -0l = | [Tt
< C e—(s—a)t >
s—« n
< c e—(s—a)n
T s—«

por lo tanto lim,,—,~ ®,(s) = ®(s), es decir, ®,, converge puntualmente a P
para todo s € I.
Veamos la convergencia uniforme:

sup [ Bu(s) — @(s)| < sup—o—e (e
SG[CV(),M] s>a § — ¢
_ c e—(ao—a)n
g —
— 0
~~

por lo tanto ||® — @, || — 0,Vs > ag > «a.
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9. Diferenciabilidad e integrabilidad de £

9.1. Diferenciabilidad. Sea f € C,. El valor de la derivada con res-
pecto a s de la transformada de Laplace de f se calcula de la forma:

Loy = di et
= /0 h —te S f(t)dt
= el

Repitiendo el proceso, la derivada n-ésima de la tranf. de Laplace de f se
expresa como

LLW)s) = ()L T0](s)

9.2. Integrabilidad. Para el caso en que deseemos integrar la transf.
de una funcién f € C,, se obtiene
/ L[f(t)](u)du / </ e_“tf(t)dt> du
0 0 0
= - ) e U f(t du> dt
= (e
= / <_—16—“t f(t)> dt
0 t 0
et 1

si en la formula de la derivada de la transformada, se toma g¢(t) = @,
se obtiene iﬁ [f(t)} —L[f()](s), por lo tanto lims_,o £ [@] (s) —
L [ } / L[f(t)](u)du. Si @ € Cq se tiene limg_, oo £ [@] (s) =

0, por lo cual

c [@] 0= [ el

ft) ft)

La tnica condicién para que T € C, con f(t) € Cy es que lim;_,g+ -

exista (# £o00). Entonces, la formula que se obtiene es
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s - oo o\ oo@
| el =~ [~ e+ [ 5

que equivale a integrar desde 0 a oo, es decir,
/ clf / 1® g
10. Convolucién

DEFINICION 10.1 (Producto de Convolucién). Sean f y g funciones en
Co. El producto de convolucion entre f y g de define como (f * g)(t) =

/ £(s)g(t — 5)ds
0

PROPIEDADES 10.1. Se tienen las siguienes propiedades:

1. x es conmutativa en C,,.
2. *x es asociativa en Cq.
3. x distribuye con respecto a + en Cq.

DEMOSTRACION. Propuesta. O

TEOREMA 10.1. Sean f,g € Co. Entonces

LI(f = g)®)](s) = LIF)](s) - Lg(®)](s)
,es decir, la convolucion actia como la multiplicacion bajo transformadas de
Laplace.

DEMOSTRACION. Dadas f y g en C,, tenemos que

clreaolt) = [ e </f t—udu)d
= /0 /Oe_Stf(u)g(t—u)dudt

como 0 <t < o0yl < u <t podemos hacer un cambio en los limites
de integraci(’)n ya que los conjuntos {(¢,s) : 0 <t <00 A0 < u < t}y
{(t,s):u <t <ooA0<u< oo} son iguales, por lo tanto

/ / e f(wg(t —uydudt = / / e~ f(u)g(t — w)dtdu
= | wstava

= [ e [ e
— L)L)
O
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Observacién: Como consecuencia se obtiene que dy es el neutro para *,
es decir, para f € Cq, L[f*00] = L[f]-L[0o] y como L[dp] = 1, L[f*do] = L[f].
Por el teorema de Lerch, f xdy = f < dg* f = f (no riguroso).

11. Fracciones Parciales

. . . p(x) .
Supongamos se tiene la expresion racional ——= con p y ¢ polinomios

q(z)

a coeficientes reales tales que sus grados cumplen con gr(p) < gr(q). Si se

. . .. . y4es
quiere obtener expresiones mas simples a partir de ﬁ, se puede descom-
q(z

poner esa expresiéon en fracciones parciales, las que al ser sumadas dan como
resultado la expresién original. Los casos més frecuentes de descomposicion
son los siguientes:

1. Si g(z) tiene n raices reales distintas cada una de multiplicidad al-
gebraica (m. a.) 1, es decir, ¢(z) = (r —a1)...(x —ay), con a; € R
¥ Vi # j.ai # aj:

A A,
o) A
q(z) x—a x — ap
2. Si g(x) tiene una raiz real de m. a. n, es decir, ¢(x) = (z —a)", con
a € R:
plz) Ay Ag Ap
q(x)_x—a+(:n—a)2+ +(x—a)"

3. Si g(x) tiene m + 1 raices reales distintas, m con m. a. 1 y una con
m. a. n, es decir, ¢(z) = (x —a)"(x — by)...(x — by,), con a,b; € R
y Vi # 3,bi #bj ANb; # a

po) _ A, A A B B
qlx) z—a (x—a)? (x—a)” x—0b T — by

4. Sig(x) tiene 2 raices complejas distintas de m. a. 1, es decir, g(z) =
azr? + bz + ¢, con a,b,c € R o bien q(z) = (v — 2)(z — %), con
2,z € C,3(z) # 0 (parte imaginaria distinta de 0) soluciones de la
ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0:

p(r) Az + B
q(zr)  ax?+br+c

5. Si g(x) tiene 2 raices complejas distintas de m. a. n, es decir, g(z) =
(az? + bz + ¢)™, con a,b,c € R o bien q(x) = (z — 2)"(z — 2)", con
2,%Z € C,S(2) # 0 soluciones de la ecuacion cuadratica az? + bx +

c=0:
p(l‘) . Ajx + By Aosx + By A,z + B,
qz)  ar?+br+c  (ax? +bx + c)? (ax? + bz + )

6. Cualquier combinacién de estos casos.
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Una vez descompuesta la expresién original, se deben encontrar los valores
de los coeficinetes de la parte derecha. Existen varias formas de encontrarlos,
veremos 2 métodos:

» Método 1: Multiplicar por ¢(x) a ambos lados y evaluar raiz por
raiz.

= Método 2: Desarrollar la suma de la parte derecha e igualar coefi-
cientes.

EJEMPLO 11.1. Se desea descomponer la expresion
1
s2((s —a)? +v?)
sabiendo que las soluciones de (s —a)? +b?> = 0, z y su conjugado Z estan
en C.
Realizando la descomposicién utilizando una combinacién de (2) y (4), se
tiene que

1 A B C+ Ds
FG-af1®) s #Goari
Utilizando el método 1, es decir, multiplicando por s?((s —a)? 4+ b%) a ambos
lados de (39), se obtiene
1=As((s —a)?> +b?) + B((s — a)®> + %) + (C + sD)s?
Evaluando en z y Z, se obtienen las igualdades
1=022+23D
1=Cz2+7°D
multiplicando la primera igualdad por z2 y la segunda por z
=027 +2-22-2°D
22=07% 22 +7z-7%- 22D
como z - Z = |z|2, se deduce que
22 =Clz|*+ 2z |2|"D
2=Clz|*+% |2|*D
multiplicando por —1 la primera igualdad y sumando, se obtiene D
D= (z—2)(2 +_2)
—lz[*(z —%)
—2%R(2)
R
recordando que R(z) = z + z. El valor de C se obtiene reemplazando el D

obtenido.
Evaluando en 0, se obtiene

(39)

2. se tiene

1 = B(a® +b?)
1
a?+v%
incognita por alguna raiz, por lo tanto, se utiliza el método 2 para determi-
narla.

con lo cual B = La constante A no se obtiene reemplazando la
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Ahora, si utilizamos el método 2, es decir, desarrollar el lado derecho de
(39), se obtiene

1 As((s —a)®> + %) + B((s — a)® + %) + (C + sD)s?
$2((s — a)? + b?) $2((s —a)®> +b?)
1 = A(s®—2as®+ (a®> +b*)s) + B(s* — 2as + a®> + b*) + Cs®> + Ds®
1 = (A4 D) +5*(—2aA+ B+ C)+s(A(a* + %) — 2aB) + (Ba® + Bb?)

de esta igualdad, se deduce 4 ecuaciones, igualando los coeficientes de cada
lado:

0 = A+D
0 = —2dA+B+C
0 = A(a*+b*) —2aB
1 = Bad®+ B
o equivalentemente,
1 0 0 1 A 0
—2a 1 10 B 10
(a® +b?) —2a 0 0 C |0
0 (a>+0v%) 0 0 D 1
de este sistema se obtienen los valores de A, B,C' y D. O

EJEmMpPLO 11.2. Ver Ejemplo 13.2 méas adelante para la aplicacién del
método de fracciones parciales a un ejemplo concreto de intercambio de
masas atmosféricas.

12. Antitransformadas

Se tiene la siguiente EDO a coeficientes constantes:
P(D)y(t) = Q(t)
con P(D) un operador diferencial de orden n normalizado (a, = 1)y Q(t)

es combinacién lineal de funciones en C,. Aplicando £ a ambos lados de la
EDO, se obtiene:

LY aiDly(t)| () = LQE)(s)
j=1

> aL[Diy®)] () = LIQ)(s)

j=1

pero se sabe que £ [Diy(t)] (s) = s/ LIy(t)](s) — s ty(0F) — - —yI~1(0F),
lo cual es un polinomio de grado menor o igual a 7 —1 en la variable s, cuyos
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coeficientes dependen de las condiciones iniciales. Con esto la ecuacién queda
(R(s) tiene grado a lo mas n — 1):

(Z ajsj) Ly®)(s) = aj(s"y(0h) +---+¢7710") = LQ1)(s)
j=1 Jj=1

P(s) R(s)
POLOIE) = R)+ LRI
cholls) = g+ SR

Llamando yy(t) e y,(t) ala funciénes tales que L]y (t)](s) = PEs) y Llyp(t)] =

LQMI(s) .. ,
W’ se tlene que :

Lly@®)](s) = Llyn®)](s) + Lyp(®)](s)

DEFINICION 12.1. Una funcion f (en el dominio temporal) es antitrans-
formada de una funcion p (en el dominio de Laplace) si se cumple que

LIf()] = p(s). Se denota como f(t) = L7 [p(s)](t).

En el ejemplo inicial, se tendria que y(t) = £} [ﬁgz;] (t) e yp(t) =

- [£58)o

Para encontrar y,(t), consideremos H(t) = £~

yp(t) =

= (H*Q)(t)
_ / H(t — 0)0(0)d0
0

Para encontrar y(t) se utiliza la descomposicién en fracciones parciales

de la funcién racional R(s)'
P(s)

_1 [R(s) .

Se tendra que y,(t) = L eIk con gr(P)=mny gr(R) <n—1, consi-

derando al polinomio P(s) de la forma
P(s)=(s—A)™ ...(s=X\)™
con Aq,...,A\; raices de Py myq,...,m; son las multiplicidades algebaicas

respectivas. Si alguna raiz cumple con (\) # 0 (parte imaginaria distinta
de cero), entonces ella y su conjugado son raices del polinomio, y se tiene
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que A = o +iw, A = 0 —iw tales que (s — o —iw)(s — o +iw) = (s — ) +w?.

Con esto, podemos escribir la descomposicion de P de la forma
P(s) = (s—=A1)™ ... (5= M) (s — 0py1)? Fwpsr) ™1 ... ((s—07)% 4+wy)™

donde las raices Aj,...A\; cumplen con J(A) = 0, y las raices A\gy1,..., N

cumplen con F(\) # 0. Por lo tanto, la expresién para m, utilizando una
S
descomposicién en fracciones parciales, seria de la forma:

1 — Al’l e %
P(s) s— A\ (s —A\)m™
+...
n Atk L Ay i
s — A (S - )\k)mk
Bigt1+5Crpr | Bmgiktr +50m, ok
(8 = Ok1)? + Wrt1 ((8 = O41)? + wp1) k1
+...
Bii+sCy By, i+ 5Chm,
(s —01)?2 +wy ((s — 07)? + w)™

Considerando las siguientes transformadas de Laplace

CHDNs - = —
=1 7 1
£ [(k— ol R P
L [% sen(wt)| (s —o) = m
Lleos(wt)] (s — o) + L [% Sen(wt): (s-0) = (s —so—;?(il— w? * (s — 0;—2 + w?

y recordando que

LIHM(s =) = LMHD)(s)

k=1 [, o
g e-» = eleg]©
L [% sen(wt)| (s —o) = L % sen(wt)} (s)
L [cos(wt)] (s — o) + L [% sen(wt): (s—0o) = L -e"t cos(wt) + % sen(wt)] (s)
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se obtienen las antitrasformadas

MH@E) = £ _SiA] ()
, Rt o[ 1
o = ]
% sen(wt) = L7 = 0)12 n wz] (t)

e’ cos(wt) + sen(wt) = L7

Con estas 4 identidades, la expresién (40) queda practicamente de la forma

1
() = L[f(t)](s), con lo que se tendria el resultado, sin embargo, ain falta

encontrar las antitransformadas de los siguientes tipos:

~1 S
1. L 7(82 ) (t)
— 1 3
-1
2. L Tt ) (t)
1 [ S |
3. L _7(32 o (t)
L 1 d
-1
4. L Era)] (t)
Veamos cada caso:
d 1 -2
1. Basta considerar P = Gt 22)2, por lo tanto:
-1 d 1
L) = =L s
[(32—1—&2)2} ®) 2 ds s? + a?

-1

= ! [diﬁ[sen(at)]]

2a s

1
= —t t
oa sen(at)
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t
2. Recordando que £ {/ fl= lE[f], se tiene:
0 S

1 1 s
_1 e —— pr— 1 —_— =
8 [(32 + az)J ©) £ [s (s + CL2)2:| ®)
-1
= -1 - —t t
et |2e grsentan| 9]
1 t1
= L [E [ ; %tsen(at)] (s)] (t)
t1
= ; %t sen(at)
= % <1 sen(at) —t cos(at)>
a’ \a
. . d 1 (n —1)(s% +a®)"22s
3. Por recurrencia se tiene que T ] — e _
%, y la antitransformada sera de la forma:

_1 S _1 _1 d 1
") = — S (R t
HMaay) 0 = et [ (erar) | ©
1 1
= — L —————— | (¢
2(n —1) [(32 + a2)”—1} ®)
4. Queda propuesto al lector utilizando un método similar al del punto

2 anterior.

EJeEmpPLO 12.1. Continuando el Ejemplo 4.1 del cohete, hay que encon-
trar las funciones que al ser transformadas por £, equivalen a cada uno de
los sumandos del miembro derecho de la ecuacién

Vo a _ a _ g
Llyl(s) = 5 + 3¢ - 3€ 2t 3
No es dificil darse cuenta de que E[vot],ﬁ[g(t — t1)?H(t — tl)],ﬁ[%a(t —
2
to) 2 H(t—t9)] y E[%] equivalen a cada sumando respectivo. Reemplazando
obtenemos
a 2 —a 9 gt?
Llyl(s) = Lvot] + 5[5(15 — 1) H(t —t1)] + 5[7@ — 1) H(t —t3)] + £[7]
a a t2
LIy)(s) = Llogt + 5t =t H(E — 1) = 5 (¢ = t2)2H(t — t2) + ]

por lo tanto, la ecuacién de movimiento del cohete es

a

a t2
y(t) = vot + St — 1) H(t = 1) = St — 1) H(t — t2) + L=
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EJEMPLO 12.2. Resolver la EDO y” + 2y’ + 2y = 0.
Aplicando £ a ambos lados, se obtiene:

Lly" +2y +2y)(s) = L[0](s)

Lly"T1+2Ly]+2Ly] = 0
s’ Lly)(s) — sy(07) — ¢/ (07) + 2(sL[y](s) — y(07)) + 2L[y)(s) = 0
(s2+2s+2) [y](s) = s+3

Como las raices de s> 4+ 2s + 2 = 0 son complejas, se escribe ese polinomio
de la forma (s + 1)2 + 1, con lo que se obtiene

s+3
Llyl(s) = CESICES]
s+1 2
o) = eyt T e
e _ s+l —a __ 1
S.Kcomo Lle % cosz](s) = CESICES] y Lle""senz](s) = GriZtl 5€
tlene que
1
COlls) = L[ eosa] (54 2£ [ sena] (9=
Llyl(s) = L [e‘x cosz + 2e~* sen :E] (s)
y = e “(cosz+ 2senx)

La transformada de Laplace también se puede utilizar para resolver sistemas
lineales de ecuaciones diferenciales. Esto se ve en la proxima seccion.

13. Meétodo de Transformada de Laplace para Sistemas

Partamos por un ejemplo simple. Si al sistema formado por (25) y (26)
del capitulo anterior lo consideramos definido para t > 0, le aplicamos trans-
formada de Laplace, resulta:

sLxy — x? = ap1Lx1 + arolxs + Lb
sLxo — xg = a91Lx1 + ageLxs + Lbo.
Asi tenemos el sistema:
(s —ap)Lxy —applas = Lb +2V /(s —a)
—ag1 Lx1 + (s —ag)Lxy = Lby+25 Jais,
sumando la ecuaciones resulta:
(s—a11)(s—a)Lr—aipa9 L1 = (5—a)Lby+(5—ag)x) +a12Lbr+ai02).
Simplificando:
(s? = (a11 + a2)s + arrase — apan) L1 = ¢(s)

P(s)L(x1) = ¢(s),
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donde ¢(s) = (s — ag) (L1 + V) + ar2(L2 +29) y P(s) = s> — (a11 + az)s +
a11G22 — @12021.
De esta forma la solucién general del sistema sera:
(S — agg)(ﬁbl + x(l)) + alg(ﬁbg + xg)
52 — (a11 + ag2)s + arrax — ajza

Ea:l =

(S — all)(ﬁbg + xg) + agl(ﬁbl + x(l))

£2E2 = .
s2 — (a11 + a22)s + ar1a22 — ajza

EJEMPLO 13.1 (continuacién polucién en dos estanques). Volviendo al
ejemplo de los estanques del Capitulo anterior (Ejemplo 2.1), si reemplaza-
mos los valores que teniamos en ese sistema, se obtiene:

<32+b(1+A)(1 ! 3+M> La) = <3+M> <b§+x?>+bx8)‘.

vy V2 % v

Resolvamos la ecuacién cuadratica del lado izquierdo:

B N) L b1+ ) 1
= + 1——
y % v V1w

N—— —
0

ycomo A>0=12>62>0,y por tanto resulta:

slzw(l—i—@ <0 siA>0
szzwu—m <0 siA>0.
Si introducimos los parametros
b1+ N) _bA
a - V 9 ﬁ - V7
se tiene:
Lo — bo + ozl + Bzl . sy . abo
L (s+a(l+0)(s+a(l—0)) (s+a(l+0)(s+a(l—10)) s(s+a(l+0))(s+a(l—20))
Loy — oz + 29) s abo

Gral+0)+a(l—0)  Gral+0)s+al—0) @ s(s+all+0)s+al—0)

Los tres sumandos de cada ecuacién anterior tienen una antitransformada

conocida:
£_1 1 - eat _ ebt
(s—a)(s—b))  a—b

- s e — bebt
(s—a)(s—0b)) a—1b

1 > (c —b)e™ + (a — c)e? + (b — a)eCt'
@ D= de—a)
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Por lo tanto las soluciones son:

—a(14-0)t —a(1-0)t —a(14-0)t —a(1-0)t
= —(ba+am?+ﬂx8)e ( )20496 Y x?(l T f)e” ) 29(1 L
by L= et — (14 g)em U0 4 29
2a260(1 — 62)
—a(14-0)t —a(1-0)t —a(14-0)t —a(1-0)t
T2 = —oz(:z:(f —I—xg)e ( )2a96 Y +:17(2](1 +0)e o 29(1 b)e Y +
abo-(l _ 9)e—a(1+e)t -1+ 9)e—a(1—0)t + 29‘
2a20(1 — 6?)

Luego
xr1 = Cleslt + Cgeslt + Cf,
donde C7, Cy, C3 son constantes dadas de la agrupacién de términos semejan-

tes en la expresién anterior, que por tanto dependen sélo de las condiciones
iniciales y de la geometria del sistema. Para x5 se obtiene andlogamente:

1y = Cre® 4 Ches't + Cf,

con C1,C}, C4 constantes. Es importante notar que estas soluciones son es-
tables, es decir, que cuando t — oo las soluciones convergen a una solucion
determinada, y puesto que s1,s2 < 0, entonces :

, bo

dn o) = =T =V
bo

; _ I _

A T R

por lo que concluimos que después de un tiempo suficientemente largo, la
cantidad de poluente en cada estanque serd muy cercana a oV, independien-
temente del valor de A, es decir, tenemos la misma solucién que si A = 0,
que era como inicialmente estaba el sistema de estanques. En realidad la
situacién es mas compleja, ya que graficando las soluciones para A > 0 y
A = 0 se aprecia que la polucion es menor en el caso A > 0 para un intervalo
de t considerable (aunque el limite es el mismo). Ver figura (6).

O

Veamos ahora el método de la Transformada de Laplace en caso de un
sistema lineal general a coeficientes constantes:

X' = AX+B(t), B,X €R" A€ Mum(R)
X(O) = X(), X() e R"

Analizamos la i-ésima fila del sistema:

n
/ 0
x; = E a;jx; + b, x;(0) = ;.
=1

_l’_



13. METODO DE TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA SISTEMAS

o 10 20 30 40

FiGurA 6. Comportamiento de la polucién en estanque

2 del ejemplo 13.1

Aplicando Transformada de Laplace a cada ecuacion:

n
sLx; — 217? = Z a;;Lxj + Lb;,
j=1

n
S,Cl‘i - Z aijﬁ:nj = Ebz — l‘?, 1= 1,

i=1
O bien, matricialmente:

sCX —ALX = LB+ X
sICX — ALX = LB+ X,

esto es:
(sI — A)L(X) = L(B) + Xo.

1=1,..,n

, M.

123

De esta forma, si (s — A) € M, «x»(R) es invertible (en realidad basta tomar
s > max Ro(A), donde Ro(A) son la parte real de los valores propios de A),

podemos despejar L£(X) y obtener el

TEOREMA 13.1. La solucion del sistema lineal (23), donde A € M, xn(R)

tiene coeficientes constantes, estd dada por

L(X)= (s —A)7HL(B)+ Xp), s> maxRo(A).



124 5. TRANSFORMADA DE LAPLACE

EJEMPLO 13.2 (Masas atmosféricas). El siguiente es un modelo para la
evolucién de las masas atmosféricas en kilotoneladas [kton] de un contami-
nante en el hemisferio norte (c;) y el hemisferio sur (c2) de la Tierra (ver
figura 13.2):

(40) ¢, = fi—alc —c)— B
(41) &y = fo—alca—c1)— Bes.
La constante o > 0 representa inverso del tiempo de intercambio inter-
hemisférico en [1/ano] y la constante 5 > 0 (desconocida) el inverso del
tiempo de vida quimica del contaminante en [1/ano|. Las emisiones del con-

taminante en cada hemisferio son constantes conocidas f; = 30 y fo = 10
en [kton/afio]. Inicialmente ¢ = 84 y ¢J = 60 en [kton).

N

ecuador

F1GURA 7. Masas atmosféricas del ejemplo 13.2

Introduzcamos la masa media entre los dos hemisferios como ¢(t) =
$(c1(t) + c2(t)) y la emisién media como f = 1(f1 + fo). Si derivamos la
expresion de la masa media con respecto al tiempo obtenemos:

_ 1
?(t) = 5(a1(t) + & (1))
Luego, si sumamos las EDO que tenemos para c¢; y ¢z, nos queda:
C/l + 6/2 = 2¢ = (fl + f2) — a(cl —Cy +Cy — Cl) — ﬂ(Cl + Cg)
¢ = f-pe

que es una EDO para ¢, con condicién inicial dada por
1 1
¢(0) = 5(61(0) + c2(0)) = 5(84 + 60)[kton] = 72[kton).

Un método sencillo para resolver la EDO anterior es considerar la ecua-
cién homogénea asociada y la solucién particular, €pq¢ = cte = /8.
La homogénea,
¢+ pe=0,
tiene asociado el polinomio caracteristico A + 3 = 0, de donde:
Chom = Ae_ﬁt, A constante a determinar.

Luego, la solucién final es:

c(t) = Ae Pt 4 %,
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de aqui que (0) =72 = A’ + f/B = A+ f/B.
Luego A=72—f/By

¢(t) = 72e7P + %(1 —e P,

Si se estima que el limite de ¢(t) cuando ¢t — +o00 es de 100 [kton], podemos
encontrar una estimacién para 7!, esto es, para los afios de vida del con-
taminante:

lim ¢(t) = 100[kton| = th’m [72e P! + %(1 —e P =

t—oo

D=l

)

pero f = 20 [kton/afio]. Luego,
_ 100[kton] _
1
=————-=35 .

g 20[kton /afio] [afios]
Por lo tanto, los anos de vida de cada contaminante son 5 anos.
Para resolver el sistema dado por (40) y (41) podemos utilizar el método de
la Transformada de Laplace a sistemas lineales. Si escribimos matricialmente
el sistema de la forma C’ = AC + B, con

_( —a—-p o ([ f
A= L) vos=(1)

entonces, usando el Teorema 13.1

-1 fi 0
. -1 . S"‘Oé"‘ﬁ — ?"_Cl
(S[ A) (£B+X0) = < —a S—l—Oé—Fﬁ) (%—ch)

(fi + Sa+ Qa+AB)p1(s) + AQpa(s) + (fia+ f18 + faa)ps(s)

(fo+ Ao+ Sa + 3B)p1(s) + Spa(s) + (foar + f23 + fra)ps(s)
donde
1 S 1

N = a2 T G ae s Y TG G e )

Para terminar, sélo falta encontrar las antitransformadas de cada compo-
nente del vector, lo que se reduce a encontrar las antitransformadas de ¢,
¢9 v ¢3. Para esto usaremos una buena receta: si

A B C
¢(S)_S—a+s—b+8—c’

con a, b y ¢ distintos, entonces

A= ;%(s —a)p(s), B= 11’11}7(3 —b)p(s), y C = lim(s — ¢)p(s).

S—C

1 A B .
Como ¢1(5) = rgyar2atrs) = 545 T sT2arp> hallamos Ay

s _ _ 11 +8 —_ It 1 _ 1

Jm 61(s)(s +5) = A = M ogyrmngy = M0 smavs = 2a
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De la misma manera, B; = —%, luego,
1 1
s) = — .
91(5) 2a(s+ )  2a(s+2a+f)
Para ¢o,
1
¢2( ) s+5)(8+2a+6) [s—i-ﬁ + s+2a+ﬁ] ﬁ[ﬁ B s+2sa+ﬁ]'
Por ultimo,
A B C
da(s) = As D3 3

+ )
s  s+0 s+2a+p
y utilizando la receta,
s 1

A o= T B +2a+h)  Fatd
B; = lm s+0 _ !
s——ps(s+ P)(s+ 2a+ ) 200
) s+2a+ 0 1
C; = lim

——(2a+8) 5(s + B)(s + 2o + ) 2a(2a + )

Aplicando ahora antitransformada a estas funciones, recordando que £7! [SJ%G] =

e~y L [H—a] = §(t) — ae~ %, tenemos que
-1 _ p-1 1 _ 1 _ L 1 Ry R B
[¢1(s)] = L [204(3—1—@ 2a(s+2a+ﬁ)} T 20 L+ﬁ] 2c [S—I—Zoz—l-ﬁ]
R e e o)
Y t 2 ° o
-1 I e B R s _ 1 _ BBt _ —(20+8)
o) = 5@ ] - e | ) = 500 — e = 60 + (2 e
= (20t Be e gett)
-1 _ 1 ot gl 1 b
L7 1gsls)) = B(Za—l—ﬁ)ﬁ |:S:| 2aﬁ£ [S+ﬁ}+2a(2a+ﬁ)£ [84—2@—1—4
_ 1 _ 1 —Bt 1 —(2a+P)t
T Ba+p) 208° +2Oé(204+5)6 .

Finalmente, agrupando constantes, la cantidad de contaminante en cada
hemisferio resulta:

ci(t) pre Pt 4 qreGatOt 4y
ct) = pe P4 qoe” GatDt 4y

donde p1, q1,71, P2, G2, T2, son constantes dependientes sélo de ¢, c3, f1, fa, @

y B.

Es interesante notar que después de un tiempo suficientemente largo, se llega
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a un equilibrio en las cantidades de contaminacién, que para el hemisferio

Norte es:
lim Cl =T1 = (a + 6)fl + af2
t—00 B(2a + p)

y para el hemisferio Sur es:
lim cg =19 = ah +(a +5)f2.
t—o0 B(2a + ()






