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(i) Encuentre la solucién general de la siguientes EDO

1"

Yy =2y

" /

— 8y =e3senz + 14 5e

Primero se resuelve la ecuacién homogénea. Para esto, se escribe la ecuaciéon usando operadores:

(D® —2D* —8D)y =0

El polinomio caracteristico asociado es:
p(A) = AN =22 —=8) = (A —4) (A +2)
Con raices Ay =0, Ay =4, A = —2. Por lo tanto la solucién homogénea viene dada por:

Yy = ¢ + c2e™® + cze™ %,

Para encontrar la forma de la ecuacién particular usamos anuladores. Se tiene que:

A1(D) = D, Anula a la funcién 1
Ag(D) = (D +2), Anula a la funcién 5e>"
Ay(D) = ((D-3)%+1), Anula a la funcién ** sen

Asi, aplicando los anuladores a la ecuacion original obtenemos:

D*(D -3+ 1)(D+2)*D—-4)y=0
De aca vemos que la forma de la solucién general es:

Y =c1 + cox + c3e3T senz + 43 cosz + cse” 2% 4 cgre” 2 4 2,

Reconociendo la solucién de la homogénea, la solucién particular es la siguiente:
o 3z 3x —2x
Yp = C2T + C3€”7 Sen T + c4€”" Cos T + cgre .

Estas ultimas constantes deberan ser determinadas reemplazando esta solucién en la ecuacion original.

(ii) Sabiendo que y;(z) = zlnx es una solucién de la ecuacién homogénea, encuentre la solucién general de:

22y —xy +y=4rlnz, x>0

Usando la férmula de Abel para encontrar la segunda solucion de la ecuacién homogénea, se obtiene:



W(zlnz,ys) = Cel ¥ =Cx
yhrlnz — (Inx + 1)ys = Cx

; (nz+1)  C
Y2 rlnzx v2 = Inz
El factor integrante es
- (Inz+1) 1
e xzlnx =
rlnzx

Multiplicando la ecuacién por el factor integrante se obtiene:
(sh2) = s
rlnz/  x(nz)?

(i) = [ s P

() -

zlnx Inz

yo = —Cx+ Dxlnzx
Luego, la segunda solucién homogénea es ys(z) = x.
Para encontrar la solucién particular se puede usar variacién de parametros o la férmula de Green.
’ vi(t)  y2(t)
_ yi(z) y2(x)
yp - W(

D) Q(t)dt

Usando que W (y1,y2) = —x.

yp=yz(x)/@dt—y1(w)/@dt

—t

4
Yp = —g(ln z)3ys () + 2(In2)y; ()
(iii) Para 8 > 0, considere la siguiente ecuacién diferencial:
2" +3y =2y =0, y(0)=1y(0)=-4

Resuélvala y encuentre el menor valor de 3 tal que la solucién no tenga un minimo.

Resolvemos la ecuacion usando polinomio caracteristico:

2X2 430 —-2=0

Las raices son: )
>\1 = _2) )\2 = 5

Luego la solucién de la homogénea es:

_ 1
yr = cre” " 4 cpe2”

Imponiendo las condiciones iniciales se obtiene ¢; = lt)w , Co = %.
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(ii)

1420 4720 b

y(z) 3 3

Una condicién de no existencia de un minimos es pedir que la derivada no se anule en ningiin punto, dado que
la funcién es continua y diferenciable.

142 2 —
_‘:r)ﬁ672m+ 56€%m20

y'(z) = =2

edo— ol 26

2-p
Para que esta ecuacién no tenga solucién en R, y al ser § > 0, basta imponer que 3 > 2. Luego el menor valor
de (3 para que no tenga minimo es § = 2.

En la industria salmonera compiten tres firmas. El precio de las acciones para la empresa i es ;. Diremos
que el precio de S; es alto si es mayor que un precio esperado p;. Si el precio de S; es alto, las expectativas
positivas hardan que S; suba o, de lo contrario, que baje. Ademds, un precio alto en las acciones de las firmas
competidoras hardn que S; caiga.

De acuerdo al enunciado, plantee un sistema de tres ecuaciones diferenciales de primer orden indicando clara-
mente el signo de los parametros utilizados y escriba su sistema de ecuaciones en forma matricial.

ST =a1(S1 —p1) + B1(S2 —p2) +711(Ss —p3), a1 >0,5<0,m <0

Sy = aa(S1 —p1) 4+ P2(S2 — p2) +72(S3 —p3), a2 <0,82>0,7 <0

S = a3(S1 —p1) + B3(S2 — p2) +73(S3 —p3), a3 <0,335<0,v3>0

!

S1 a1 fiom S o1p1 + Bip2 + 1p3
So| =[a2 B2 72 Sy | — | azp1 + Bap2 + Vo3
S3 as B3 3 S3 a3p1 + PB3p2 + 13p3

Suponiendo que S3 no tiene influencia sobre S5, encuentre el polinomio caracteristico de la EDO de orden 3
que se obtiene para S; al reducir el sistema.
Indicacién: Considere X; = S; — p;.

Definiendo X; = S; — p;, X! = S., tenemos:

X = X1+ (1 X2 + 11 X3
X =Xy + BoXo + 12 X5.
Xé = 043X1 +53X2 + ’)’3X3.

Como 3 no afecta a 2 tenemos que y3 = 0. Usando la notacién de operadores y reordenando queda:

(D—-a1)X1 = (X +mXs.
(D — ﬁg)XQ = 042X1.
(D—7v3)X3 = a3Xi+ 33Xs.

Aplicando los operadores diferenciales para anular, usando la conmutatividad y despejando, se obtiene lo
siguiente:



(iii)

(iv)

(D - 73)(D - 52)(D - al)Xl = 51012(D - ’Y3)X1 + ’Y1C¥3(D - ﬂQ)Xl + 118300 X1,

(D —3)(D = B2)(D — 1) — Braa(D — v3) X1 — y1a3(D — B2) — 11302] X1 = 0.

Finalmente, se debe escribir de esto el polinomio caracteristico.

Suponga ademads que la firma 1 es multinacional mientras que las firmas 2 y 3 son pequenios pescadores. Como
consecuencia, el precio de las acciones de 2 y 3 no afectan a la firma 1. Explique cémo cambia el modelo en
este caso y explique como la forma de la matriz del sistema permite resolver en etapas.

En este caso, el modelo queda:

Si = 041(51 —p1),
S5 az(S1 — p1) + B2(S2 — p2),
Sy a3(S1 —p1) + B3(S2 — p2) + 73(S3 — p3).

Podemos seguir trabjando con las variables X; para evitar las constantes p;. En este caso obtenemos:

/

X1 a1 O 0 X1
Xo| =|laa B2 O Xo
X3 az Pz v3) \X3

La matriz del sistema es triangular inferior, lo que permite ir resolviendo el sistema en etapas.

Suponga que S1(0) = 1, S2(0) = 100, S3(0) = 250 y p; = 0 para ¢ = 1,2,3. Encuentre la solucién del sistema
en funcién de los pardmetros que definid.;Qué pasa con el precio de las acciones de los peque'l'g,%os pescadores
en el largo plazo?

Resolvemos en etapas. Como p; = 0 tenemos que X; = 5.

Para Si:
Sy (t) = e™?t.
Para Ss:
Sh — (255 = age!’
(65 (65
Sy = (100 — e R— L
? < ay — 52) a1 — o
Para S5 :
S — 7353 = azS1 + (3352
B3 fe% a3
Sa. = ¢ 673t + Lemt + 100 — eﬁzt + ealt
i o =7 (B2 —s) (a1 — B2) (a1 — F2) (o1 —73)
donde 8 5
Qg 3 Q2 Q203
co = 250 — - 100 — - ,
0 ar -3 (B2 —73) ( (1 — 52)) (a1 = B2) (a1 —73)
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(a) Counsidere f1, fa,..., fn funciones diferenciables y una matriz constante A de n x n, con det(A) # 0. Se definen
las funciones w1, us, . . ., u, como:
U1 h
() f2
= A .
Unp fn

(i) Calcule W(uq,...,uy,) en términos de W(f1,..., fn).
Se tiene que la derivada n—ésima del vector de funciones u cumple:
(n) (n)

U1 f
Uz P!
:A .
Unp, In
Luego, si se escribe en forma matricial:
woow . ulmY A Y
ug  uh ... u;nfl) fo fh 2("71)
:A . )
Up  ul, ... uE{“l) fn 11 7(Ln71)

Como para dos matrices de n x n, det(CD) = det(C) det(D) y det(CT) =det(C), se obtiene:

W(u1, ... un) =det(A)W(f1,..., fn)-
(i) Utilice lo anterior para calcular W (u,v) con u = 3f1 + fa, v = f1 — fo.

3 1

Simplemente calculamos el determinante de A = (1 1

). det(A) = —4. Luego:

W (u,v) = —4W(f,9)
(b) Considere p, g1, g2 € C([a, b], R).Considere las ecuaciones:
(p(@)u') + gi(zx)u =0, € [a,b] (1)
(p(2)") + ga(w)v =0, € [a,b] (2)
Suponga que p(xz) > 0 para = € [a,b] y que g1(x) < go(x) para z € [x1,22] C [a,b], con 1 y 3 ceros
consecutivos de u solucién de (1). Probar que existe ¢ € (21, 22) tal que v(c) = 0, con v solucién de (2).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que u > 0 en [z, z2] y que «/(z1) > 0,u/(z2) < 0. Supongamos que
Va € (x1,x2), v(x) # 0. En este caso, sin perder generalidad se puede suponer que v > 0 en (x1,x2).
Multiplicando la primera ecuacién por v, la segunda por u, integramos entre 1 y o y luego restamos. Se obtiene:

T2
/ (p()e) v — ()Y u+ (g1 — gaYuv = 0.
T

Integrando por partes:

i (a2)olaz) — pa ) (a)oen) + [ "1~ gy =0

z

De acuerdo a las hipdtesis sobre g1 y g2 y los supuestos sobre el signo de u y v, se tiene:

p(x2) u'(x2) v(22) — pla1) v (x1) v(21) >0
NN AN

>0 <0 >0 >0 >0 >0

<0 >0
Con lo que se llega a una contradiccién.



