CAPi{TULO 3
EDO Lineales de Orden n

1. Introduccién

DEFINICION 1.1. Una EDO lineal de orden n es de la forma
Yy 4+ a1 (2)y" YV 4 a@(x)y =0 (H)
o bien

Y™+ @ ()" @)y =Q  (S)
A coeficientes constantes se tiene que Vi € {0,...n — 1},a;(x) =a; en
R.

Nos interesa encontrar la solucion general, es decir, las condiciones
de existencia, unicidad (bajo condiciones iniciales) y los métodos para
encontrarla. Para la existencia y unicidad, se estudiara el problema de
Cauchy, el cual consiste en encontrar la solucién de una EDO lineal
de orden n en un intervalo I no reducido a un punto, dado que pa-
ra un cierto ro € I, se conocen y(zo),y' (o), .. .,y™ V(w), es decir,
se conocen las condiciones iniciales del problema. La idea es demos-
trar que para cualquier elemento de I y para cualquier eleccién de las
condiciones iniciales, existe una tnica solucién que satisface la EDO.

2. Matriz companera

Se realiza el siguiente cambio de variables:

ar) = yl@)
2(r) = y(z)

() = y" V()
45



46 3. EDO LINEALES DE ORDEN n

Derivando cada nueva variable, se tiene:

(@) =y)= 2
) =y'(z) = z)

2(1) =y(@) = —Tua(2)y" V(@) = —B(x)y(e) + Q
= —Gp_1(x)zp(x) — - —a@g(x)21(x) + Q
Con esto, el sistema queda de la forma:
/ 0 1 0 e 0
- 0 0 1 0 - X
29 o 29 0
: - i
Z‘ —ao(x) —ai(x) —as(z) ... —ap_1(z) Z —
" 0 0 0o ... 1 g @
E,—/ N JH,_/ w_/
#(x) N z(z) b(x)
Ac()
Si se tienen las condiciones iniciales, es decir, y(xy), . ..,y (20) equi-
vale a tener las condiciones iniciales en el sistema z; (o), ..., 2,(To) ¥y
el problema se escribe
Z(x) = Adx)z(x)+ b(x)
2(z0) = (y(xo), v (o), ...,y Y (z0))!(condiciones iniciales)

con z € [ intervalo no reducido a un punto. A.(x) se denomina matriz
COmMpanera.

3. Teorema de Existencia y Unicidad
El siguiente Teorema se demostrara en el Capitulo siguiente.

TEOREMA 3.1 (Existencia y Unicidad). El problema de Cauchy

(S) Y™+ (2)y" Y+t a(r)y = Qx),x € 1

(C.L) y(zo),...,y" Y (xy) dados
donde I es un intervalo real no reducido a un punto, las funciones
a;(z), Q(x) son continuas en I (respectivamente continuas por pedazos
en I), para cada xy € I y para cada vector de condiciones iniciales,
se tiene una solucion vnica y(x) con x € I tal que y,y', ...,y Y son
continuas en I e y(") es continua en I (respectivamente continua por
pedazos en I ).

OBSERVACION. 1. Si Q(x) =0, y(xo) = -+ - = y™ Y(z0) = 0,
entonces y =0
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2. Si y, 2z son soluciones de (S) y y(zo) = 2(w0),...,y" V(xg) =
21 (2), entonces y = z.

4. Espacios Sy H

Vamos a estudiar la estructura de la solucién general de (S). Para
ello comenzamos con la homogénea:

Yy 4@, (o) y" Y+ @(z)y = 0
DEFINICION 4.1. S = {y € C"(I) : y es solucion de (S) }
DEFINICION 4.2. H = {y € C"(I) : y es solucién de (H) }

TEOREMA 4.1. 'H es un subespacio vectorial de C"(I) de dimension

DEMOSTRACION. Claramente 0 € H. Sean y1, v, € H. Como yf") +
Gn_l(z)ygn_l) + -+ +ag(x)y; = 0, ponderando por A € R, se tiene que
Ayn)™ + Gy () (Ay) " 4 -+ To(2) (Ayr) = 0, luego Ayy € H. Al
sumar las evaluaciones de (H) en y; e ys se tiene que (y%n) + yén)) +
G ()" + Y b @ () (yn + ye) = 0, lo que equivale a
(Y1 +y2)™ + @ () (g1 + y2) "D + -+ @(2) (11 + y2) = 0, por lo
tanto y; + y2 € H y H es un subespacio vectorial de C™([).

Vamos a construir una base de H, llamada base candnica, es decir, n

funciones 1.i. y1,...,y, v que generan H. Sea y; una solucion de (H)
con condiciones iniciales e; = (0,...,0,1,0,...,0)" (solo 0 y un 1 en la
posicion i-esima), es decir,

Yi(zo)

yi(zo) = 0

yi V(@) = 1

y"(we) = 0

Probemos que {y1,...,y,} es Li. : para todo x € I se tienen las si-
guientes igualdades

() + -+ apya(z) = 0
ay () + -+t ay,(z) = 0

ay" V(@) oy V(@) = 0
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Matricialmente:
yi(x) ya(x) o () a 0
yi(x) ys(x) o y(@) v 0
: : - : . = .| Veeld
n—1 n—1 n—1 ' :
w' ) @) @) )\ an 0
Para = = z( se tiene que
(03] 0
1 (0%)] 0
1 O, 0
Con lo que a; = g = -+ - =, = 0, por lo tanto son L.i.
Probemos que {yi,...,y,} genera H. Sea y, € H. Demostremos que
existen constantes (31,..., 0, € R no todas nulas tales que para todo

rel,
yn(z) = Buyn(@) + Paya(x) + - + Buyn()

Derivando esa expresion hasta la (n-1)-esima derivada, se obtiene el
sistema

yi(z) ya(z) oo yn(2) B Yn(x)
yi(z) yalz) o yp(2) Ba Yn()
) ) i : : = : NV el
w' @) @) @) )\ B u V(@)
Evaluando en x = xq:
1 B Yn(2o)
B2 B Yn (o)
! ﬂn ?/;(Ln_l)(l"o)

Entonces 3; = y}(j_l)(xo). En principio los (3; dependen de zq, hay que

demostrar que no dependen. Sea z, € H tal que z,(x) = Siyi(z) +
Boya(x) + - -+ + Buyn(z), Vo € I. Como yp, 2, son soluciones de (H) se
tiene que
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Por el teorema de existencia y unicidad, y, = 2. U

Si z es un elemento y A un conjunto, recordemos la notaciéon r+A =
{r+a:a€ A}

TEOREMA 4.2. Siy, es solucion de (S) entonces S =y, + H.

Geométricamente quiere decir que S es un desplazamiento por el
vector y, de H.

FiGurA 1. Representacion de los espacios H y S en 2
dimensiones sobre C?(I).

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que toda solucién de (S) se
puede escribir como suma de y, y una solucion de (H). Sea y solucion
de (S). Se tiene que y™ + @,_1(z)y™ Y 4+ - + Go(x)y = Q y que
s+ (2)ys D -+ (7)y, = Q. Si ambas expresiones se restan
queda (y —4p) ™ + @1 () (y —,) "V + - - - +a(2)(y — y,) = 0, por lo
tantoy—y, € Hy comoy = vy, +(y—v,) , se tiene el resultado. [

S H
€ €

COROLARIO 4.1. La solucion general de S se escribe de la forma
y = Cip+Coya+ -+ Coyn + yp

donde Y1, ...,y, son soluciones li. de (H), y, es solcucion particular
cualquier de (S) y las C; € R son constantes arbitrarias que dependeran
de las n condiciones iniciales. (Las C; no son los (3; calculados con
anterioridad).
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Wronskiano y Féormula de Abel generalizados

5.
s Yn € C™(I), el Wrons-

DEFINICION 5.1. Dadas las funciones yy, . . .
kiano asociado a esas funciones se define como

yi () Yn(2)
(@) Yn(2)
W(x7y17"'7yn) =
y' (@) (@)
Notar que W (z,y1,...,yn) € C*(I)
LEMA 5.1.
i|A(:c)| = i i-esima ﬁl:a derivada
dx N — ,
= Z } ... J-ésima columna derwada ... }
7j=1

La demostracion de este lema puede hacerse facilmente por induc-
cién o utilizando la definicién de derivada f'(z) = limy,_o(f(x + h) —
f(x))/h y utilizando la linealidad por filas o columnas del determinan-

te.
Por lo tanto,

TR R
n\r Yo\ X 7
LW gy = | S|4 @
dx :
(n—1) (n—1)
v (x) yn(x) o V()
+ ..
() e
(o) V(o) n
+ : : + :
: (n—2)
W@ ) yl(n)((f’
S € IO € e
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Si un determinante tiene 2 filas o 2 columnas iguales, su valor es 0, por
lo tanto:

me Yn()
Vi (x) ac:
W = : :
" () ' ()
v ()
yi(z) Yo ()
e v, ()
S € IR e €
~Yi @)y = @)y

LEMA 5.2. El determinante es multilineal por filas y columnas.
Por ejemplo, si det(A) = det(Fy, Fs, ..., F,), con F; la fila i-esima de
A, se tendria que det(Fy,...,a+ Ab,..., F,) =det(Fy,...,a,...,F,)+
)\d6t(F1, ceey b, ey Fn)
Con este lema, la derivada del Wronskiano queda de la forma:

nie) o ) nie) ()
) ... x x) ... y(x
W= () ylf ) ; ynf ) (@) ylf ) : yn( Vo
Fo(e) o (@) | (@) o yl@) |
=0 =0
yi( Yn(T)
y1(x) Yn ()
_an—l(x) .
w' ) (@)
= —En_l(x)W
TEOREMA 5.1 (Férmula de Abel). Si W (x,y1,...,y,) esta formado
POT Y1, . .., Yn Soluciones de (H), entonces
Wi(x,y1,...,yn) = Cexp <— /En_l(:c)dx)
con C' € R.

COROLARIO 5.1. El Wronskiano formado por n soluciones de (H)
o0 bien se anula siempre o bien nunca (mayor o menor a cero).

TEOREMA 5.2. Sean yy,...,y, € C"(I). Se tiene que:
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1. Si W(xo,y1,--.,Yn) # 0 para algin x, € I entonces yi,...,Yn
son l.i. en C"(I).
2. Si W(x,y1,...,yn) = 0 para todo x € I, no implica que
Yty - Yn sean l.d. en C"(I).
3. Siyy...,Yn son soluciones de (H), las siguientes proposiciones
son equivalentes:
a) W(xo,y1,---,Yn) # 0 para algin z, € I.
b) W(x,y1,...,yn) # 0 para todo x € I.
C) Yty -y Yn SON L.

DEMOSTRACION. 1. Propuesto.
2. Un contraejemplo es y; = 23 e yo = |y
3. La equivalencia entre a) y b) es evidente gracias a la féormula
de Abel.
La primera implicacia de la equivalencia entre b) y ¢) es clara
gracias a la proposicion 1). Para la otra implicancia, probe-

3L

mos que si W(xo,y1,...,y,) = 0 para algin xy € I, entonces
Y1, - -+ Yp son Ld.
Como W(xg,y1,...,y,) = 0 para algin xy € I, se tiene que
existen oy ..., a, € R no todos nulos tales que
yi(zo) ... Yn(o) o 0
yi(zo) - yp(2o) Qo 0
n—1 n—1 . :
y' ) e (@o) )\ 0
Definiendo z(x) = ayy1(x) + - - - + o yn (), se tiene que
z(z0) = ary1(zo) + - + anyn(To) = 0
# (o) = ayyi(zo) + -+ omyy(o) = 0

2D (20) = oyl V(o) + -+ anyl N (we) = 0

Como z € 'H, por el teorema de existencia y unicidad, se tiene

que z(x) = 0 para todo = € I, luego existen o ..., a, € R no
todos nulos tales que aqy;(x) + - - - + any,(z) = 0 para todo
x el

U

6. EDO de Orden n a Coeficientes Variables

= Soluciones Homogéneas:
Deben ser n soluciones Li. . No hay un método general para
encontrarlas. Lo tnico que podemos decir es que conociendo
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n — 1 de ellas l.i. | se puede calcular una mas l.i. usando la
férmula de Abel (si n = 2 férmula de Liouville).

= Soluciones Particulares:
Si conocemos a priori yy, . .., Yy, n soluciones Li. de (H) , y, =
Y or Ci(x)y; (variacién de pardmetros). Para simplificar defi-
nimos el operador lineal:

Ly e y(n) + an—l(x)y(n_l) _|_ e _|_ ao(x)y
Con esta notacion se tiene

Ly, = @(S>

Si imponemos
> Cilayy = > Clla)yl ==Y Clla)y"™ =0,
= =1 i=1

obtenemos

n

v = Y Ci(z)y

i=1
Yy = Z Ciz)y; + Z Ci(z)y;
i=1 i=1

=0
n

vy o= > Cila)! + Y Cila)y;
i=1 i=1
=0

g = iy + ) Gl
i=1 i=1

-

g

=0

g = Gl + Y Cia)y Y
=1 i=1

Ponderando la ecuacién correspondiente a la i-ésima derivada
de y, por @;(z) parai € {0,...,n—1} y sumando hacia abajo,
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se tiene que

Ly, =Y Ciw)Ly;+Y0, Cyi" V= Q
i=1

| —
=0(Ly;=0)

Matricialmente el sistema obtenido es:

) o () ! 0

vilm) . @) c 0

RO NREPRE St O I W 0

W @) e (@) Co Q@
M/i(xvyla"'ayn)

De la regla de Cramer, se sabe que C}(z) = :
. W(x>yla"->:yn)
donde W; corresponde a W con la i-ésima columna cambiada

por (0,...,0,Q), por lo tanto

Wi(87y17 s 7yn)
i = d
C (x) / W(‘S? Y1, - - - 7yn) ’

Los C;(x) son tinicos pues como ¥y, . . ., Y son Li., W(x,y1,...,y,) #
0.

6.1. Formula de Green.

Yp = Z Yi(x)Ci()

= ;yi(x)/;?((s’yh”"yn)ds

87y17"'7yn)

n

1
= E A )Wi(s,y1, ... yn)ds
/W(Svylv'”ayn) y( ) ( v y)

i=1

Podemos escribir Wi(s, y1,...,yn) = (=)™ Q(s)Wi(s, Y1, - - -, Yn), don-
de Wi(s,y1,...,yn) es igual a W(s,yi,...,y,) sin la n-ésima fila y sin
la i-esima columna, es decir,

yi(s) s Yima(s) vir1(s) ... Yn($)
VV,-(s,yl,...,yn) = : : . . .

n—2 n—2 n—2 n—2
gy )y s ) ()
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Con esto queda

n

e
S /W(S,yl,.,,,yn)zyi(x)(_l) Wi(s, 91, - Yn)ds

=1

0 o o
— (s Yn(s

[ 20 :

W(s, Y1, Un) | (s .
W) )
w@ . o) |
:R‘(;,s)
Definiendo la Funcién de Green como G(zx,s) = Rz, 5) , se
W(Sv Yis - - - 7yn)

tiene que

TEOREMA 6.1 (Teorema de representacion de Green).
Yp = /G(x, s)Q(s)ds.

7. EDO de Orden n a Coeficientes Constantes

7.1. Solucién Homogénea. La EDO y™ + @,y Y 4+ ... +
Gpy = 0 se escribird de la forma P(D)y = 0, donde P(D) es el operador
diferencial P(D) = D"+ a,_1D" ' +---+a@D+ay =Y., , @D’ con
a, = 1.

P(D) esta asociado al polinomio caracteristico p(A) = A" +@,,_1 A" +
<o-+ WA+ ag, con A € R. Como se trata de un polinomio de grado n,
tendra n raices o valores caracteristicos: p(A;) = 0, \; € C raices. Como
a; € R, si hay raices complejas, etas apareceran en pares conjugados.

Supondremos que hay [ raices distintas con multiplicidades algebraicas
m; resprectivamente. El polinomio se puede descomponer de la forma:

p(A) = A=A)™MA=X)™ . (A=X\)™

= JJx=r)m™

i=1

conn=>3"_ m.
Es facil probar que la factorizacién de p(A) induce una andloga en
P(D), donde el producto corresponde a una composicion:

P(D) = (D—=X\)o---o(D—=X)o--o(D—=XN)o---0(D—=2X)

(. ~/ 7
-~ -~~~

my veces my veces
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Lo primero que se aprecia es que
PD)yy=0 & (D=X)™o...(D=X)"y=0
Se pueden definir nuevas variables z; de la forma:
(D=X)o(D—=X)o---o(D=XN)o(D=XN)y = 0
NI

Zn—1
~ _

Zn—2
A - -
Vo

21
Lo que genera un sistema en cascada de n EDQO’s lineales de orden 1:
(D — >\1)Zl = 0
(D - )\1)2’2 = Z1

(D—=X)zZmy = Zmi-1

(D_)\l>y = Zp-1

En principio es un método véalido para resolver la EDO (incluso la
no-homogénea) pero es solo 1til como concepto.

PROPIEDADES 7.1. (Traslacion)
1. P(D+ X\)1=p(A)
2. P(D)e = X P(D + \) = eMp(N)
3. P(D)(f(2)e") = M P(D + \) f ()

DEMOSTRACION. 1. Recordemos que
(D) = (D). (D40 7o) = Sy (§) e
k veces
luego, si f(z) = 1, para todo i > 0, f@(z) = 0, con lo
que se obtiene (D + A\)*1 = A\¢ por lo tanto P(D 4+ \)1 =
A"+ S @A = p(N).

2. De 1) y 3) con f(z) = 1 se tiene el resultado.
3. Se sabe que DJ(f(z)e?) = 301, ( ‘lyf ) D*(f(x)) DI~k (err) =

S ( ) F(f(z))NF = (D + N f(x).

Ahora, P(D)(f(x)e*) = 321, @; DI(f(z)e*) = 320 [@e’ (D + AV f(z)] =
e 3 0G(D+ A f(x) = eMP(D + A)f(x). -
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Con ayuda de la propiedad 2) se pueden encontrar [ soluciones de
la ecuacién homogénea. Si A; es una raiz del polinomio p(A), se tiene
que:

P(D)eM* = T p(\;)

——
=0
Lo que quiere decir que eM®, e*2* ... eM® son soluciones de (H). Vea-
mos que son l.i.:
6)\1x . eAlm
>\1€)\1x >\l6)\1x
Az Nz T
Wz, e ... eM") :
-1 _ M\ -1 Xz
Al e oA e
1 ... 1
! Al N
= exp E A ) .
— : : :
-1 -1
AN

!
i=1 i#j
Como \; # Aj sii # j, el Wronskiano es distinto de cero y las funciones
son l.i.
Para formar la base necesitamos n funciones Li., por lo tanto hay que
encontrar n — [ més. De la propiedad 3), se tiene que (); es una raiz
del polinomio p(A)):
P(D)(z"eM*) = *P(D + A"
= (D=XM+XN)™ ... (D=X\—=X\)"...(D—=XN—\)"z"

(D — )\1 + >\Z)m1 C (D - )\i—l - >\Z‘)mi71 (D — >\i+1 — )\i)mi+1

oo (D = N = N\)™M D™k
Como D™izk =0 < 1 <k <m,; — 1, se encuentran m; — 1 soluciones
de (H):

i 2 iz m;—1 _\ix
R

ret, xée T e
Repitiendo este procedimiento para cada m;, se encuentran n — [ solu-
!

ciones, ya que S0 (m; —1) =S m; —l=n—1.
EjemMPLO 7.1.
(D —1)*(D+3)°D% =0
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En este caso n = 10. Veamos todas las soluciones que se encuentran
con este método:
M=1m =2 = {e" ze"}
A=-3my=5 = {e ™ ze”
A3=0,m3=3 = {1,127}

3x -3z x3€—3x

2 4 -3z
,rie ", ,xte >t}

Veamos si son l.i. Para todo x € I se debe cumplir:

ag € + oy gre’+
042716_332 + 042721’6_3% -+ Oég,ll’ze_sx —+ 04471.]736_3% -+ Oé5,1LU4€_3m+

2
31 + Q32T + Q33T =0

Aplicando (D — 1)3(D + 3)°D? a esta expresién, se transforma en

20&3’3 =0
Aplicando (D —1)*(D + 3)°D, se obtiene
Q3o = 0

Y sucesivamente, se obtiene que «; j;, = 0 para todo i € {1,2,3},j €
{1,2,3,4,5}, por lo tanto, son L.i.

En general, las n soluciones encontradas son l.i., pues dada la ecua-
cién
a1716)\1x S Oé17m1113'm1_16)\1x+
052716)\2:0 +-ot O‘27m2xm2_16)\2x+

Oél,le)\lx + -+ al,mlxml_le)\lm =0

Al aplicar el operador (D — A\)™ ... (D — \)™~1... (D — \)™, se
obtiene
ai,mi—l(D - )\1)m1 e (D — )\l)ml(D —_ )\i)mi_l(l.mi—le)\ix) —
-1 (D = M+ X)™ (D= N+ )M DM =

-

'

B(As) (m;—1)!
e)‘”ozi,mi_l(mi— 1)']5()\2) = 0
Se verifica que p(X\;) # 0y (m; — 1)! # 0, por lo tanto a;m,—1 =

0. Repitiendo la aplicacion progresivamente, se verifica que todos los
@ m,—1 SO iguales a cero, con lo cual las n funciones son l.i..
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EJEMPLO 7.2.
(D= (1+)XD~(1-4))°y=0
n = 6:
M=14im =3 = {eT)7 geltie ;2,040
A=-3my=5 = {e(l_i)x,xe(l_i)x, xQe(l_i)x}

Si {b1,bs...,b,} es una base, entonces {b; — by, by + by, b3, ..., b, } tam-
bien es una base, luego, sumando y restando cada‘par de soluciones

correspondientes (es decir, e1+97 41797 = 2 cos 1 y e+ (10 —
ie” senx ), se obtiene una base real de la forma
{e” cos x, ze” cos x, x°e” cos , e” sen x, re” sen x, x%e” sen x'}

Este ultimo ejemplo permite generalizar la nocién de la base obte-
nida. El siguiente teorema engloba lo estudiado en esta parte:

TEOREMA 7.1. La ecuacion homogénea
(D= )™ ...(D=X\)"y=0

con A, ..., A\, soluciones de p(A) = 0 (valores caracteristicos), tiene
por soluciones combinaciones lineales de la base
{et® peti® . amiTleNiT)

para cada A\; € R, unida con

mj—leojx

{e7" coswjz, ..., x™ %" coswix} U{e”ﬂ Senw;e, ..., sen w;x}

para cada \; = o; £ tw; (complejos conjugados).
7.2. Solucion Particular. Si se tiene la EDO
P(D)y = qy(z)e™”
con \g € C y qx,e*® una funcion que puede ser un polinomio por
una exponencial, un polinomio por seno o coseno por una exponencial
o cualquier combinacién lineal de estos, donde gr(qx,) < ko en caso
de ser un polinomio. Estas formas especiales se deben a los tipos de

forzamientos que aparecen en la naturaleza.
El operador diferencial que anula el lado derecho es (D — \g)**1 pues

(D =20/ P(D)y = (D~ M) g, ()"
e)xo:cho-l—lko (l’)

= 0
Si Ag € R, la ecuacién se transforma una homogénea de orden n—+ky+1

que sabemos resolver. _
Si \¢ € C, se aplica ademés el operador (D — \g)**! a ambos lados de

xT
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la ecuacién, con lo que se obtiene (D — Xg)*0+(D — X)L P(D)y = 0,
que es una homogénea de orden n + 2(kg + 1). Hay dos casos que se
estudiaran:

7.2.1.  Caso no resonante. \g # \; para todo j € {1,...,1}

1. Ay eR:

P(D)y = g, (2)e™™ = y=yn+y,
(D= X)*MPD)j=0 = §=70

La idea es obtener y, comparando gy, e y,, mas precisamente,
como combinacion lineal de aquellas funciones que aparezcan
en gy, y que sean l.i. con las que aparezcan en yy,.

Se sabe que y;, es combinacion linel de funciones pertenecientes

a
M = U {eM® petiT . a™TleMTY U
A ER
U {e7" coswjzx, ..., a" el coswix} U
Aj=0jFiw;
{e7" senwjx, ..., 2™ 'e%" senw;z}

E g5, es combinacion lineal de elementos pertenecientes a
M = Mu{e¥® zeM, ... ghoeror}

Luego, y, = (Ao + Ajz + -+ - + Ap,k0)e?® con A; constantes
en R a determinar.
Reemplazando y, en P(D)y :
P(D)(Ag+ Ajx + -+ Akoxko)e)‘ox = qko(x)e)‘ox
M P(D + No)(Ag + Arx + -+ + A @™) = gy ()"
Tko(x> = qko(x)v

donde 74, (x) es un polinomio cuyos coeficientes dependen de
A; para i € {0,...,ko}. Igualando coeficientes se obtiene un
sistema lineal de (ko + 1) x (ko + 1), de donde se calculan los
coeficientes.

EJjEMPLO 7.3.
(D—-1)(D -2y = zc*

Se sabe que ¥y, = C1e® 4+ C2e*®, para \; = 1,\y, = 2. Con
esto, se deduce que y, = (Ag + xA1)e*, y = A1e® + 3(Ag +
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Aiz)e® = (A1 +3Ag+ Az)e® y i = (6A; + 94+ 9A ).
Con esto, la EDO evaluada en y, es de la forma:
(D* —=3D +2)y, = ze**
Yo = 3yp 42y, = xe”
(6A1 + 9140 + 9A1£L’ - 3A1 - 9A0 - 91415(7 + 2A0 + 2A15L’)€3m = $€3m
3A1 + 2A0 + 2A1!I§' = T

-3 1
Lo que implica que Ay = R A = 5 ¥ por lo tanto y, =
1 3
(3= 39"
2. \peC

P(D)y = qiy(2)e™ = y=uyr+y,
(D —Xo)tH(D = X) M P(D)j=0 = §=7p

Comparando ¥, con ¥, se tiene que

Yy = (Ag+Aix+---+ Akoa?ko)e‘m coS Wy +
(Bo+ Bix+---+ Bkoxko)e” sen wox

Al reemplazar y, en la EDO se obtienen 2k + 2 ecuaciones.
EJEMPLO 7.4.
(D—-1)(D—-2)y = ze* cosx

En este caso Ay = 3 = ¢, y la solucion homogénea es y, =
C1e” + Cre® | luego

Yy, = (Ag+ Ajz)e* cosz + (By + Biz)e* senx
Yy, = (Ag 4+ Ayz)e® cos x4 (By + Byz)e* sen z (verificar)

Yy = (;10 + jlx)e?’”” cosx + (éo + élx)e?’”” sen x (verificar)

donde 1210, B(), 1211, Bl, /:10, éo, 14:11, él estan en funcion de AQ, B(), Al, Bl-

Reemplazando y, en la EDO, se tiene que

(Ag+ Ayz)e*® cosz + (By + Biz)e¥ senz = e cosa

De donde se deduce que f:lo = O,fil =1, é() =0y él =0, lo
que permite encontrar Ag, By, A1 v Bj.
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7.2.2.  Caso resonante. \g = A\; para algin j € {1,... 1}
1. My eR:
P(D)y = gy (2)e" = y=yn+yp
(D=X)""P(D)g=0 = §=40n
La segunda ecuacion se puede escribir de la forma
(D= X)™ ...(D = X)™ ot (D—X)™§ = 0

Es decir, \y aumento su multiplicidad, luego, comparando gy,
e yp, se tiene que y, es combinacion lineal de elementos de
{gmoelox gmotledow — gmothogrory “eg decir,

yp = " (Ag+ Az 4+ Akoxko)e’\ox

Al factor 2™ se le llama factor de resonancia.
2. Ao € C Repitiendo el proceso, se observa que y, es de la forma

y = ™ (Ag+ A+ + Akozko)e"ox COS WoT

+2™ (By + Biz + - - - 4+ By, 2")e*® sen woz.



