CAP{TULO 1

Ecuaciones Elementales

1. Introduccién

Dos medios A y B se encuentran separados por una membrana im-
permeable en t = 0 con concentraciones C% y C% con CY < C%. En un
instante ¢ > 0 la membrana que los separaba se vuelve semipermea-
ble y permite el paso del agua, pero no de las moléculas disueltas (ver
Figura 1). A medida que el tiempo transcurre, el agua se desplaza a

1
o 00 o °r, o
o © .
o o o o 1 o o
° 6% o I o
°© o o —= © ©
]
o]
c? colo, Y C) °ic Cy).
1
o A 9} BOO o A o [ OB
(9] ! 0]
o] 1
o o o 1o °
o o e
© o o o, o o
o ol o o o © e o
1
o o o © \
t=0 t>0

FiGuRrA 1. Osmosis por una membrana semipermeable.

través de la membrana desde la solucion de baja concentracién A hacia
la de alta concentracion B hasta alcanzar asintéticamente un valor de
equilibrio como se muestra en el grafico de la Figura 2. Se sabe que
el promedio M de concentraciones es conservado a través del tiempo
de modo que se puede obtener en cada instante la concentracion en B
conociendo la de A y viceversa. Si se hace un grafico semilogaritmico de
In(M — C4(t)) en funcién del tiempo, experimentalmente resulta una
recta de pendiente negativa —o. Una hipdtesis razonable es entonces
un ajuste exponencial de Cy(t) a la asintota de abscisa M, esto es,

(1) In(M —Cyu(t)=—-0t+C = Cut)=M-Ke ™,
donde K es una constante que se obtiene imponiendo la condicion
inicial:
(2) Ca(0)=0C% = K=M-0Y.
1
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t

Ficura 2. Evolucién de las concentraciones durante la

osmosis. La asintota es el promedio de las concentracio-
. CY%+CY
nes de ambos medios M = —4—£.

Esto nos provee de la féormula explicita:
(3) Ca(t) =M — (M — C4(0))e ",

. Pero hay alguna ley o principio que explique este fenémeno? La idea
fundamental consiste en estudiar si existe una relacion simple entre la
concentracion Cy(t) y su aumento C'y(t). Veamos:

Ch(t) = oKe
= ocKe%'"+oM—0M
= oM — (M- Ke™ ")

esto es
(4) Cu(t) = o(M — Ca(t)).

Tenemos entonces una relacion diferencial simple que podemos enunciar
como sigue:

“El aumento de concentracion en A es proporcional en
cada instante a la diferencia de concentracion entre el
promedio asintotico de concentraciones y la concentra-
cion en A. La constante de proporcionalidad es o cuyo
valor numérico cuantifica la permeabilidad de la mem-
brana.” (Ley de Osmosis)
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2. Entonces, ;Por Qué Plantear Ecuaciones Diferenciales?

El conocimiento de la ley (4) provee una interpretacién mas intui-
tiva de la solucién (3), ley que puede por analogia servir para modelar
otros problemas similares!. Muchos fenémenos de la naturaleza pue-
den modelarse a través de relaciones entre cantidades y sus variaciones
y variaciones de sus variaciones®. En términos matematicos, estamos
hablando de identidades que relacionan una funcién y sus derivadas®.

Otro ejemplo emblematico es el de la segunda ley de Newton. Re-
cordemos que luego de que Kepler encontrara leyes empiricas a partir
de la tablas de Tycho Brahe y estableciera que las érbitas de los plane-
tas eran elipticas, todo ello seria deducible de la segunda ley de Newton
combinada con la ley de gravitacién universal®.

Sorprendentemente, el movimiento de los planetas hace parte de
los fenémenos en los que se conoce una ecuacién diferencial que se cree
los representa bien, pero no se logra comprender completamente su
solucién °.

EJERCICIO PROPUESTO 2.1. Si en el gréafico del experimento de la
Figura 2, el aumento de la concentracién en A hubiese resultado con
una forma sigmoide (esto es estrictamente creciente hacia la asintota
pero con un punto de inflexién) ;Qué modelo diferencial propondria
usted para este fenémeno?

3. Definiciones Basicas

DEFINICION 3.1. Una ecuacion diferencial ordinaria (abrevia-
da EDO) es una identidad de la forma

Fw,y(),y'(2),y"(@),...,y" () = 0

Wer por ejemplo més adelante la ley de enfriamiento o los modelos de poblacion.

2Idea revolucionaria para la ciencia introducida en el siglo XVII entre otros por
Fermat, Newton y Leibniz

3fluziones en la terminologia original de Newton que da ademés la idea de
continuo.

4La aceleracién de un planeta es proporcional a la fuerza que sobre él ejerce
el sol, cuya magnitud es inversa al cuadrado de la distancia que los separa. Esta
ecuacién con dos derivadas del siglo XVII tiene como solucion elipses. En realidad
también ejercen fuerza sobre él los demas planetas, lo que lleva a érbitas muchisi-
mo mas complicadas y al estudio posterior de érbitas cadticas en el siglo XX por
Poincaré entre otros.

5Es el caso también de las ecuaciones de Navier-Stokes que modelan el mo-
vimiento de un fluido tridimensional, y no se sabe si dan lugar o no a una unica
solucién o el de la ecuacién de Schrédinger, que modela la dualidad onda-particu-
la de la realidad de manera increiblemente simple, pero no se sabe si pueden dar
alguna luz sobre el mecanismo del pensamiento.
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donde x es la variable independiente e y es la funcion incognita. La
funcion F representa la relacion que liga las derivadas® de y. Se dice
que la ecuacion es ordinaria pues se deriva con respecto a una Sola
variable”.

DEFINICION 3.2. El orden de una ecuacion diferencial es el grado
de derivacion mdximo que aparece en la ecuacion que en este caso es
el niimero natural n.

EjeEMPLO 3.1. y(1 + (v')?) = 4. EDO no lineal, de orden 1°.
DEFINICION 3.3. Una EDO lineal de orden n es de la forma
(5)  an(@)y"™ + any" TV + -+ ar@)y +ag(x)y = Q(a),

con a;(x) € R, Vi € {1,...,n} llamados coeficientes. Si Q(z) = 0, la
EDO lineal se dice homogénea. Si Q(z) # 0, la EDO lineal se dice
no homogénea. Si los coeficientes a;(x) no dependen de x, se dice
que la EDO lineal es a coeficientes constantes. De lo contrario se
dice que ella es a coeficientes variables.

DEFINICION 3.4. En el caso que a,(x) # 0 se puede dividir la EDO
(5) por a,(x). La EDO que asi se obtiene con

an(e) =1, ae) = 28— ol Q=AY
an(l') — 1’ Z( ) an(x), 0,..., 1> Q( ) an(x)

es llamada EDO normalizada ™.

EJEMPLO 3.2. 2y’ + csen(z)y = tan(x). EDO lineal de orden 1 a
coeficientes variables, no homogéna ni normalizada.

EJEMPLO 3.3. v — 2y = 0. EDO lineal de orden 2 a coeficientes
constantes, homogénea y normalizada.

4. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Elementales

Empecemos resolviendo cuatro tipos de EDO que son elementales:
» Integracién directa: y' = f(x).
» Variables separables: ' = f(z)g(y).

6En lo sucesivo las primas (", ", " etc.) indicardn derivadas asi como los su-
perindices entre paréntesis.

7Si se deriva con respecto a varias variables, se habla de Ecuacién Diferencial
Parcial (EDP).

8Existen ecuaciones en las que esto no se cumple! se llaman Ecuaciones Pseudo
Diferenciales (E¥D)

9EDO de la curva braquistéerona, ver Capitulo 1.

10g; q,, (z) = 0 para valores discretos de z, se puede normalizar por intervalos.



5. INTEGRACION DIRECTA 5

n orden de la EDO
Qz)=0 homogénea
Q(x) #0 no homogénea

Vi, a; = cte | coeficientes constantes

i, a; = a;(x) | coeficientes variables

a, =1 normalizada

CuaDRO 1. Clasificacién de la EDO lineal Y a;y® = Q.

= EDO lineal de orden 1 homogénea: y' +ao(z)y =0.
» EDO lineal de orden 1 no homogénea: y' + Go(z)y = Q(x).

En este capitulo que tiene como objetivo familiarizarse con ciertas EDO
bésicas y resolver problemas clasicos, no nos preocuparemos de la regu-
laridad requerida para hacer los calculos ni de aspectos muy detallado
de existencia y unicidad de soluciones. Esto sera tratado con més pro-
fundidad en los siguientes capitulos. No obstante, es bueno recordar las
dos identidades (6) y (7) del Teorema Fundamental del Calculo (TFC)
que se utilizaran a menudo y que se suelen confundir.

TEOREMA 4.1 (TFC). Sea f integrable en [a,b], entonces, dado
xo € [a,b] ey € R, la funcion
y(x) =1y +/ f(s)ds, Yz € [a,b]
Zo

asi definida es continua en |a,b] y se tiene y(xo) = yo. Si ademds f es
continua en [a,b] entonces la funcion y(x) es derivable'* en [a,b] con
derivada continua f(x), esto es, se tiene que

(6) ) =ytan) + [ y(s)ds, Voo
7) = [ s =) v o
5. Integracion Directa
Para la EDO
(8) Y = 1)

HDerivable en el cerrado [a,b] significa derivable en el abierto (a,b) y con
derivadas laterales en a™ y b
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se obtiene por calculo de primitivas que

(9) y= / f(x)dz + C,

donde C' € R es una constante arbitraria. Se suele denotar por C' genéri-
camente a una constante arbitraria sin importar demasiado las even-
tuales transformaciones biyectivas que la mantienen arbitraria (ponde-
raciones por escalar no nulo, cambios de signo, suma de otra constante).
En este sentido C, 2C, C'/v/2, —C, C 44 pueden ser representadas por
una misma constante genérica C. Sin embargo, si la transformacion no
es biyectiva, por ejemplo C?, entonces se pierde la arbitrariedad y es
mejor escribir C? o reemplazar C? por una constante arbitraria K > 0.

EJEMPLO 5.1. ¢ = sen(x) :

y = /sen(:)s)d:)s+0
= —cos(x)+C

EJEMPLO 5.2. ¢/ =z :

y = /:L’d:c+C

1'2

- 74‘0

1
EJEMPLO 5.3. v/ = —, 2 #0:
s

d
y = Yo

x
= In(lz]) +C
= In(|z]) + In(k), (k > 0)
= In(k|x|)
Notar que la constante arbitraria C' también puede escribirse como
In(k) para k > 0. Esto se tiene porque In(R;) = R. Notar también
el médulo en el logaritmo, que es la primitiva correcta de 1/z cuando

x < 0. Como |x| no es derivable en cero, se considera la resolucién de
la EDO separadamente en cada intervalo R_ y R,.

Resolvamos ahora por integracién definida la EDO 3’ = f(z) con
x € I, donde I es un intervalo real no vacio. Escogemos primero un
xo € I cualquiera e integramos la ecuacion entre zy y :

/: y'(s)ds = /: f(s)ds, Vrel.
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Del TEC (ver identidad (6)), se tiene que

(10 o) = [ s + (o)

Detengamonos aqui para comparar (9) y (10). Esté claro que la funcién
F(z) = f;f) f(s)ds en (10) es una primitiva bien particular de f: aquella
tal que F'(zo) = 0. Entonces la constante C' en (9) deja de ser arbitraria
y se cumple C' = y(xg). Esto seréd recurrente en la resolucién de EDO.
Siempre podremos determinar la constante arbitraria si conocemos el
valor de la funcién en un punto del intervalo, este valor corresponde
a una condicion inicial o a una condicion de borde dependiendo si la
variable z se interpreta como tiempo o como espacio respectivamente.

1
EJEMPLO 5.4. ¢ = —;20=1,2 > 0 :
s

xr xX d
/ y'(x)dz = =
1

1 X

y(x) —y(1) = In(z)

y(x) = In(z)+y(1).
Sizg=-1,-1<x<0:

x , _1dl'
/_ly(x)dx —/m g

y(x) —y(=1) = In(|z[) »

y(r) = In(=z) +y(=1).

Hagamos ahora un comentario sobre la unicidad por intervalos. Si
se tienen dos soluciones:

y(z) = f(z), Vel
yolz) = flx), Vzel,
entonces restando ambas ecuaciones, se obtiene!?

(11 —12) =0
yi—y2 =C
yi=y2+C

2Recordar que se usa el Teorema del Valor Medio para probar que si =0
en un intervalo entonces f es constante en dicho intervalo.
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luego las dos soluciones son iguales salvo una constante C' € R en el
intervalo I. Porque esta constante puede cambiar al cambiar el intervalo
donde se comparan las soluciones, como se ilustra en el ejemplo de la
Figura 3.

0 1 2 3 4 5 0 1 23 4 5

FicUrA 3. Las funciones del grafico de la izquierda y
de la derecha son soluciones de la misma EDO 3’ = 0
en cada intervalo abierto (7,7 + 1), i = 0,1,2,3,4. Ellas
difieren no en una constante tinica sino en una constante
distinta en cada intervalo.

6. Variables Separables

Una EDO a variables separables tiene la forma:

(11) y' = f(x)g(y).
La solucion esta vez se obtiene como sigue
y/
= f(x
e (z)
Y dx

/ = /f(:z)da:+C’
(12) /&

con C € R constante.

= /f(:r)da:+C’
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EJEMPLO 6.1. ¢/ =2y : f(x) =2,9(y) =y,y #0

@ = /xdx—l—C
Yy
1.2
In(ly|]) = 5+C
2
ly| = exp (x——l—C')
2
1'2
il = elC)-ex0 (%)
x2
ly| = k-exp (;)%Zexp(C)

Por lo tanto, eliminando el médulo, la solucion es y = k exp ( ) , con

22
2
72
k # 0. Si agregamos la solucién y = 0, se tendra y = kexp (7), con
ke R.
El método de separacién de variables asume que g(y) # 0. A veces,

se estdan eliminando posibles soluciones constantes de la EDO (3" = 0)
que no hay que despreciar.

EJEMPLO 6.2. v = cos®(y) : f(z) =1,9(y) = cos?(y),y # g &
dy
[ast = Jee
/sec2(y)dy = z+C
tan(y) = o +C
y = arctan(zx 4+ C),C € R

. . ™
Finalmente, hay que agregar las soluciones constantes y = 5 + k7 para

las cuales cos?(y) = 0.

Veamos ahora cémo funciona el método con integrales definidas. Si
se integra entre xg € I y x € I a ambos lados de (11), se tiene que

[ = [ s



10 1. ECUACIONES ELEMENTALES

considerando ahora el cambio de variables s = y(z) = ds = y/(x)dxz,
y(@) g x
/ R / f(z)dx.
y(zo) g(S) 0

1
Si G(s) es primitiva de 96) y F(z) es primitiva de f(x), se tiene que
g(s

G(y(z)) = F(z) — F(zo) + G(y(x0))
= F(x)+C

con C' = F(xg) + G(y(zo)) constante. Compare (12) y (13) como se
hizo antes entre (9) y (10).

Las condiciones para que el método funcione son que ﬁ sea inte-
grable con respecto a y y que f(x) sea integrable con respecto a x (y si
queremos una solucién analitica, que podamos calcular sus primitivas).
Recuerde siempre que valores de y constante para los que g(y) = 0 son
también soluciones.

El siguiente ejemplo muestra que con este método la soluciéon puede

quedar implicitamente o paramétricamente definida.

EJEMPLO 6.3 (Braquistécrona). Se denomina asi a la forma que
debe tener un alambre para que una argolla que se desliza por él sin
roce bajo la accién de la gravedad de un punto a otro de menor altura
y no en la misma vertical, lo haga en el menor tiempo posible.

La EDO que describe la forma de la curva es'® (con k > 0):

y1+ ()Y = K

utilizando el método de separacion de variables, se tiene

2 _ .\ 3
J = (k y) 1
Yy ~~
—_—— f(z)
9(y)
3
_yrdy /ng
VE2—y

13Jean de Bernouilli encontré esta EDO conjeturando una forma continua de
la ley de Snell.
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haciendo el cambio de variable y = k%sen?d = dy = 2k? sen 6 cos 6d6,

/ k sen 02k? sen 6 cos 0df
kcosf

ka/senzﬁdﬁ = z+C

ka/wde — 2+C

= z+C

2
NE <§_sen29) _ s4cC

2 4
6 sen26
_ 2 (2 _ _
r = 2k (2 1 ) C

por lo tanto, se tiene que x = z(0) e y = y(0) :

/{32
r = 3(29—sen29) - C

/{32
y = ?(1—COSQ¢9)

siw=20,weR,

]{72

xr = ?(w—senw)—C’
]{72

y = ?(l—cosw)

la solucion es una familia biparamétrica de curvas (cicloides). Ver Fi-
gura 6.3.

EJEMPLO 6.4 (El problema de la gota de lluvia). Consideremos una
gota de masa inicial mgy y de densidad constante que cae del reposo y
calculemos su masa en funcién del tiempo usando el siguiente principio:

“Una gota de lluvia que cae por efecto de su peso va

aumentando su volumen conforme que cae, a medidad

que captura gotas mds pequenas en su superficie inferior.

Esto es, a una tasa que es proporcional a su velocidad de

caida y a su superficie inferior.
Supondremos que i) la gota es esférica, ii) la gota alcanza una acelera-
cién constante, iii) esta aceleraciéon limite es menor que la de gravedad.
Si el radio de la esfera es r(t) entonces su volumen es proporcional a
r3 v su superficie media a r2. Si la densidad es constante, entonces la
masa es m(t) es proporcional a 73 de donde despejando 7(t) resulta pro-
porcional a m'/3. Con esto, suponiendo que y es la distancia recorrida
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-0.21-

-0.4f

-0.6

-0.81-

FI1GURA 4. Curva Braquistécrona con = € [0,5], y €
[—1,0] , pardmetro k = 1 y constante C' = 0.

verticalmente hacia abajo por la gota, la EDO queda:
m/(t) = Km*?y', K > 0 constante.
Ademas, la segunda ley de Newton (atencién que la masa es variable)
es
(my')" = myg.
Los siguientes calculos hacen dos veces el reemplazo de la primera EDO,

algunos despejes y una derivacién (notar que en el camino se nos va la
constante K):

m/y/+my// — mg
Km2/3(y')2+my” = myg
Km—1/3(y/)2_|_y// = g
mi/3 — K(y')
9=y
1 —-2/3,.,/ K(y/)2 /
gm /m = ( o
9g—-y
W)Y
y = 3< S
9=y
J = J20 =y + YY)
(9—y")?
y'(g—y")? = 6(g—y"y'y" +3y" ()

3"y = (9—v)g—y" —6y")=(9—y")(g—Ty")
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de donde suponiendo que y” < g y que la aceleracién es constante
(y" = 0) se obtiene que

Ahora integrando una vez (y suponiendo que la gota parte del reposo)
se obtiene la velocidad

,_ gt
Z.

Reemplazando este valor en la EDO original de la masa se obtiene

Y

m' = %t m?/3,

que es una EDO a variables separables. Resolviendo se obtiene

Kt
/m_2/3dm =92 40

7 2
esto es
m—2/3+1 gK
= 3m'P=Z— 4.
—2/3+1 " uht

. o . 1/3
Si suponemos que la masa inicial era mg, se obtiene C' = 3m0/ de

donde finalemente
3
gK 1/3

EJERCICIO PROPUESTO 6.1. ;Es razonable pensar que la masa
crece de manera no acotada con el tiempo? ;Qué se podria considerar
adicionalmente en el modelo para mejorarlo?

7. EDO Lineal de Primer Orden Homogénea
Se tiene la EDO:

(13) ar(x)y" + ag(z)y = 0.
. . . _ ao(x
Normalizando los coeficientes, es decir, con @y(x) = ( ),al(x) # 0
ap\xr
se obtiene:
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Se puede aplicar el método de variables separables con f(x) = ag(z) y

9(y)=y:
In(ly|) = —/Go(x)dx+C'

lyl = kexp (—/Eo(:c)d:c) k>0
y = kexp (—/ao(x)dx) keR

1
EJEMPLO 7.1. y/cosz + —y=0:2 # T + km
COS T

2
1
y+—-y =0
cos? x
y +ysectz = 0
y = —ysec’x
d
Yo —/seczxdx—l—C’
Y
In(ly|]) = —tanz+C

y = kexp(tanz), k€ R

después de considerar también la solucién constante nula.

8. EDO Lineal de Primer Orden no Homogénea

Se tiene la ecuacion:

(14) ai(z2)y’ + ao(2)y = Q(x)
Normalizando ( o(z) = E ;,Q( ) = al((z)),al(x) +# 0):
y' +ao(2)y = Q)

En este caso se puede utilizar el método del factor integrante, que
consiste en multiplicar a ambos lados de la ecuaciéon por el factor

@

exp ( / Eo(x)dx), de manera que en el miembro izquierdo aparezca

una expresion que resulta de derivar y exp ( / do(x)dx) con respecto
a T

y' exp ([ @o(z d:)s)+ya0()exp(f o(z)dz) = Q(z) exp ([ o(z)dx)

)d
(yexp ([ @o(x )) ( )exp ([ @o()dx)
yexp ([ ao(z dz): exp ([ @o(s)ds) dz + C
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Multiplicando por exp <— / Go(x)dx), la soluciéon queda de la forma:
y =

\C’exp (—/ao(x)dl')l—l— exp (—/ao(x)dx) /@(x) exp (/ao(s)ds) dai

Yn Yp
donde yj, se llama solucién homogénea* (que se obtiene si Q(z) = 0) e
y, se llama solucion particular*® (que se obtiene si C' = 0).

EJEMPLO 8.1 (Ley de osmosis). Retomamos el ejemplo de la Intro-
duccion donde estudiamos basicamente el movimiento de agua desde
una solucién con baja concentracién de soluto (solucién A) a través
de una membrana semipermeable hacia una soluciéon con alta concen-
traciéon de soluto (solucion B). Si C4(t) es la concentracién de soluto
que hay en la solucién A en funcién del tiempo, C9 es la concentracion
inicial de soluto en A y si C'% es la concentracién inicial de soluto en
B, una EDO que modela este fenémeno es:

0 0
L) = o (% _ C’A(t)) =0

CY + CY%

Introduciendo la concentracién promedio = M, se tiene

CA—FO’C’A = oM

C'y exp (/ adt) + oCyexp (/ adt) = oM exp (/ adt)

Che” +0Cyue” = oMe™

(C’Ae"t), = oMe
Cue’t = /aMe"tdt—i-C'

Cy = Ce‘”t+aMe_”t/e"tdt

1
y COmo / e’tdt = —e”" | se tiene que
o
CA(t) =Ce %"+ M

14Ge habla de la solucién homogénea, pero es una familia uniparamétrica de
soluciones.

15G¢ habla de la solucién particular, pero depende aqui de la primitiva que se
tome.
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con C' € R. El resultado es una familia uniparamétrica de curvas (
parametro C ). Si evaluamos en el tiempo inicial ¢ = 0, se puede encon-
trar el valor de la constante C, es decir, C4(0) = C+ M y C4(0) = CY,

c9 — CY
luego C' =CY — M = %. Por lo tanto, la solucién es

0 __ 0 0 0
CA(t) _ (CA 5 CB) e—ot+ CA—;CB

EJEMPLO 8.2 (Ley de enfriamiento de Newton). Los més valientes
hemos experimentado el hecho de que al banarnos en el mar cuando se
acerca la noche el agua se siente tibia.

Apliquemos el siguiente principio, llamado ley de enfriamiento de
Newton, para estudiar las diferencias de temperatura entre el mar y la
atmoésfera por ejemplo:

“Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y
el medio ambiente es pequena, el calor transferido en una
unidad de tiempo entre el cuerpo y la atmdsfera es pro-
porcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo
y el medio ambiente.” (Ley de enfriamiento de Newton)

Sean T'y T4 las temperaturas del mar y del ambiente respectivamente,
la EDO que modela el fenémeno es entonces:

T'(t) = k(Ta(t) = T(1)),
donde k > 0 es una constante'®. Si T(0) = T es la temperatura inicial
del mar, suponiendo primero que 7'y es constante, se tiene que
T +kI' = kTa
T'e* + kTe = kTye
(TeH) = KTyt

Tek = k / Taekdt + C

T = Ce™+Ty

de donde evaluando en t = 0 se obtiene C' = Ty — T'4. Con esto se tiene
finalmente

T(t) = (Ty — Ta)e ™  + Ty,
La temperatura del mar pues, tiende exponencialmente a la temperatu-
ra ambiente. Més rapidamente a mayores valores de k. Ver Figura 8.2.

16L,a constante k o coeficiente de transferencia térmica, depende localmente de
la superficie de contacto, calor especifico y masas involucradas.
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FicuraA 5. Comportamiento de la temperatura del mar
T'(t) frente a una temperatura ambiente constante Ty =
0 partiendo de una temperatura inicial 7(0) = 10 para
distintos valores de la constante k.

Si Ty estd ahora en funcion del tiempo y es una funcién periddica
de la forma Ts(t) = T} + Asen(wt), con frecuencia w = 27 /24h por
ejemplo, la solucion se obtiene de la forma:

(15) T(t)=Ce ™ + TS + ke / Asen(wt)erdt
Desarrollando / Asen(wt)eMdt se obtiene

/Asen(wt)ektdt = A/sen(wt)ektdt

-1 1
= A (? w cos(wt)edt + z sen(wt)ekt)

—uw? kt w ke, L kt
= Al —5 [ sen(wt)e™dt — 2 cos(wt)e™ + z sen(wt)e

lo que implica que

W2 y oht w
<1 + ﬁ) /sen(wt)e dt = - (sen(wt) % cos(wt))
Ak
k? 4+ w?

tanto (15) queda de la forma

luego, /Asen(wt)ektdt = e <sen(wt) - %cos(wt)). Por lo
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= =3 P= = 10 1>

FIGURA 6. Variacién de la temperatura del mar T'(t)
inicialmente con 7'(0) = 15 frente a una temperatura
ambiente T4(t) = 20 + sen(2t) (linea gruesa). Asintéti-
camente, T'(t) tiene un desfase positivo y una amplitud
menor respecto de T'a(t).

Ak? w
_ —kt 0 _
Tt) = Ce™+T4+ E (sen(wt) T cos(wt))
Ak k w
TH) = Ce ™ 4+79 + ( sen(wt) — ———— cos(wt )
®) 4 VE2 + w2 \VE2 + w2 (w?) k2 + w? (wt)

Si consideramos sen ¢ = se tiene

w k
—— YOS = —————,
VR s VE2 + w2

o

K

FIGURA 7. Relacion entre ¢, k y w.
T(t) = Ce ™k +T9 + (sen(wt) cos(¢p) — cos(wt) sen(¢))

son(:)rt—gb)

k2 4+ w?

Finalmente, T(t) = Ce ™™ +T9% + 2 4
~—— w

Yn ~ -
Yp
variaciones de la temperatura del mar se encuentran asintéticamente

retrasadas o con desfase positivo con respecto a las del ambiente (ver

- sen(wt — ¢), esto es, las
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Figura 6). Ademas, notar que la amplitud asintética de la temperatura
del cuerpo es menor que la amplitud de variacién de la temperatura

ambiente ya que k/vk? + w? < 1.

EJERcICIO PROPUESTO 8.1. Explique como se puede estimar el
coeficiente k£ a partir del tiempo que separa dos maximos sucesivos de
la temperatura ambiente y de la temperatura del mar.

9. Ecuaciones Reductibles a Casos Elementales

9.1. Ecuaciones homogéneas. Son del tipo

,_ f(,y)
9(z,y)
donde f(A\x,\y) = £Xf(z,y) v g\, \y) = £\ g(x,y). Se dice que

f v g son homogéneas de grado k. Para resolverlas, se procede de la
siguiente manera:

()
)

Haciendo el cambio de variable z = Y =y=axz=y =x2 + 2 se
x
tiene que

zZ +z = h(z)
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EJeEMPLO 9.1 (Curva de persecusién). Sobre un rio, en la posicién
P = (¢,0), un bote trata de alcanzar la orilla situada en la posicién
O = (0,0) como se muestra en la Figura 9.1. Se quiere caracterizar la
posicién en el eje OY con respecto a la posicién en el eje OX. La rapidez
de la corriente del rio es a en direccién (0, —1). La rapidez del bote es b
en direccién (— cos 6, senf) apuntando hacia O. Si las coordenadas del
bote en un tiempo dado son B = (z, —y), la rapidez en cada eje esta
dada por

dz

dy
E-—bcos@, a-bsen@—a.

d
Aplicando regla de la cadena a —y, y recordando que cos f = <

dx VY +a?
f\Y \L \l/ 0=(0,0)
X P=(c,0)

FiGUurA 8. Bote con rapidez b cruzando un rio cuya
corriente tiene rapidez a.

_ Y :
y senf) = ———— | se tiene que
/y2 +$2
dydzr dy
drdt —  dt

-y
Cab | —Y
dy (—bcos@ )_ ( y2+$2>  —aat+y?—by

dz bsenf — a o a —bx
b —=
y2 +$2
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esta ultima ecuacién es homogénea de grado 1, por lo tanto ( recordando
el cambio de variable z = ¥ = 22’ + 2 =y )

, —av1+ 22— bz

y = _b

2 +z = %\/1+z2+z
2 _a
Vitz2 bz
dz a
——— = —ha+C
V14 22 b

In(z +vV1+22) = %lnx+%lnk,k>0

In(z +V1+22) = In(kx)b
2+ V1422

—~
o
8

~

o

1+2° = (l{::c)zTa—22’(1€1’)%+z2
1 a _a
z = 5[(k:1:)b—(k::c) b}
Yoo k)t~ (ko)
y = 5[kt = (ko) 7]

la constante k se puede obtener de la condicién de borde y(c) = 0 de

1
donde se obtiene k = — .
c

9.2. Bernoulli. La ecuacién de Bernoulli es de la forma (n # 0)

n

v +py = ql@)y

con p, g funciones de z. Se realiza el cambio de variable z = y!™ = 2/ =
(1 — n)y~™y'. Multiplicando (1 —n)y~" a ambos lados de la ecuacién,

queda
(1-n)y™y +p@)1-n)y'™ = (1-n)q(x)
Z+p@)(l-n)z = (1-n)g(z)
que resulta ser una ecuacién lineal no homogénea de primer orden nor-

malizada.

EJEMPLO 9.2 (Modelo Logistico de poblacién). El modelo logistico
se basa en el siguiente principio:
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“El aumento de una poblacion es proporcional al producto
entre la poblacion misma y su diferencia respecto a un
valor mdzimo que es funcion de los recursos disponibles
limitados. Es asi como al sobrepasar dichos recursos, la
poblacion decrece.” (Ley logistica)

Esto traducido a una EDO queda como:
(16) P'=oP(M — P)

donde 0 > 0 es constante (por ejemplo la diferencia entre tasas de
natalidad y mortalidad) y M > 0 es una carga maxima alcanzable.
Notar que si P sobrepasa M entonces P’ es negativo. En esta ecuaciéon
tipo Bernouilli, hacemos el cambio de variables z = % con 2/ = _PI; y
obtenemos

7 =—-Moz+ o,
de donde:

= exp <— /0 t Ma(s)ds) (%0 + /0 exp ( /0 s Ma(s)ds) a(s)ds) .

Reordenando se obtiene:
Py M
P = )
PQ + (M — P()) exp(—MUt)

Notar que P(0) = Py y que P — M sit — oo.

(17)

9.3. Riccati. La ecuacion de Riccati es de la forma
(18) y' = pl@)y* + q(z)y + r(z)

1
con p, q,r funciones de z. Se realiza el cambio de variable y = y; + —,
z

donde y; es alguna solucién conocida (por ejemplo fécil de calcular) de
(18) (esto es se cumple que y; = p(z)y? + q(x)y; + r(x)). Derivando

/
. z

con respecto a x se tiene y' =y — — y reemplazando en (18),
2

=% = o) (nr 1) e (- 5) 4o

Y1 — j—; = p(x)y; + 2p(x)% + ]g +q(@)y + @ +r(z)

Y1 — j—; = [p(@)yi + q(z)yr + ()] + 2p(x)% + @ + @
2= =2p(x)yz —p(z) — q(z)2

= 2+ 2p(x)yr +q(x))z = —p(x),
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que resulta ser una EDO lineal de primer orden no homogénea en la
variable z.

9.4. EDO de segundo orden sin variable dependiente. En
la ecuacién

G(z,yy") = 0

no aparece la variable y explicitamente. En estos casos se realiza el
cambio de variable p = ¢/, con lo cual la ecuacién se transforma en

G(z,p,p') = 0

que es una EDO de primer orden. Por lo tanto, la transformacion es la
siguiente:

G(z,p,p') =0

Gz,y,y)=0 <
(yy) {y/:p

9.5. EDO de segundo orden sin variable independiente.
En la ecuacién

H(y,y,y") = 0

no aparece la variable x explicitamente. Se realiza el cambio de variable

p=1y = dy e @ = dp = dp dy = @p con lo cual la ecuacion se
dv ~ da? dx dydr dy’

transforma en
dp
H(%ﬂpj) =0
Yy

que es una EDO de primer orden en la variable p con variable indepen-
diente y.

EJEMPLO 9.3 (Ley de Hooke). Se tiene el sistema indicado en la
Figura 9.3, siendo k£ > 0 constante de elasticidad del resorte y m la
masa del cuerpo. La ley de Hooke establece que:

“Para pequenos desplazamientos en torno a la posicion
de equilibrio, la fuerza de restitucion del resorte es pro-
porcional al desplazamiento”. (Ley de Hooke)

Esto es:

"

k
my" = —ky 0 y" + Y= 0.

[k
Definiendo w = 1/ —, se tiene la EDO " +w?y = 0. Siz =9 = 2/ =
m
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>y

F1GURA 9. Sistema mecénico de un resorte y una masa.

dz , . .
—1' y reemplazando en la ecuacion se obtiene:

dy
d
d—;z+w2y =0
%Z = —w?
dy~ Y
/zdz = —wQ/ydy+C
2 2
< 2y
- i
2 vyt
(y/)Z _ _w2y2+20

Yy = 20 —w?y2

Usando separacion de variables:

L

V20 — w?y? B e

[ Y
1 — 5592

arc sen (ﬂ) = V2Ct+ ¢

V20
ek —
ool (V2Ct + ¢)
y = msen(@—l—cﬁ)

w
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lg

con C, ¢ € R constantes.

ly

FiGURA 10. Sistema mecanico de una cadena bajo el
efecto de g con un extremo cayendo.

EJEMPLO 9.4 (Cadena cayendo). Para el sistema de la segunda
figura, el largo de la cadena es L y su densidad es p [masa / largo], por
lo tanto la EDO que lo describe es

pLy" = pgy
y// _ %y — O

definiendo o = 4 / % se tiene la EDO y” — 0%y = 0. Utilizando el mismo

cambio de variable, se obtiene que

dz 9
el - 0
Zdy oy
dz 9
z— = O
dy y
2 2
< 2l
ol 2 40
2 7yt

z = yory?+20
2C
y = \/y2+a2cona:?

g
dy
/m:“/dt
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haciendo el cambio de variable y = asenh # en el lado izquierdo,

acosh @
/acoshﬁd(9 = ot+¢
0 = ot+¢

por lo tanto, y = asenh(ot + ¢), con ¢ € R constante.

10. Ecuaciones Exactas
Consideremos la familia uniparametrica de curvas
flx,y) = C, CeR.
Suponiendo que y = y(x), se tiene que
flz,y(z)) = € CeR

y derivando esta expresion con respecto a x se obtiene

of oxr  Of dy
8x8x+8yd:c 0
of [ of , _
%%—a—yy =0
of
P _Ox
Y g
Ay

Que es una ecuacién de primer orden en la variable y.

DEFINICION 10.1. En wvista de lo anterior, diremos que una ecua-
cion diferencial es exacta si es de la forma

, M
V=-y
donde M y N son tales que existe una funcion'” f(x,y) € C? tal que
M = 8_f y N = 8_f
ox oy

Se tiene directamente entonces que

PROPIEDAD 10.1. Si la ecuacion es exacta, la solucion es la familia

flz,y)=C, C €R.

Hay que buscar criterios para ver si una ecuacién es exacta. Uno es

17 f, sus derivadas parciales y sus segundas derivadas parciales existen y son
continuas
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M
PROPIEDAD 10.2. Sean M, N de clase C*. La ecuacién y' = -~
, . oM  ON
a —.
es exacta si y solo si — oy~ or
DEMOSTRACION. Si ¢y = — exacta, existe f(x,y) tal que
of of oM O*f 8]\7 0?f
M = y N = lo tanto, — = . C
ar T T gy PO B T 5or Y Br ooy o
o *r o f ) 2
f € C?, se tiene que = . Reciprocamente, busquemos f € C
Oydx  Ox0y
of of .
tal que (a) M = P y (b) N = 0 Integrando (a) se tiene que
T Y

fx,y) = /M(x,y)dw+0(y)

donde C(y) es una funcién arbitraria de y independiente de x. Luego,
derivando con respecto a y se tiene usando (b) que

=N= /—dx—l—C’ )

de donde se puede obtener C(y) (y por lo tanto f) integrando con
respecto a y siempre que
N — / —dx

no dependa de z, esto es, siempre que

0 oM ON OM
%(N /a—ydx)—%‘@—o'

EJEMPLO 10.1. Resolver e¥ + (ze¥ +2y)y' =0 :

M = €Y

N = xe¥+2y
oM,

dy

N _

ox
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es exacta, se puede aplicar el método de la demostracion anterior:

flz,y) = /MdeJrC(y)

flz,y) = ze’ +C(y)
or = wze¥ + C'(y)
N = ze!+C'(y)

xe! +2y = ze¥ + C'(y)

C'ly) = 2y

Cly) = v

Por lo tanto, f(z,y) = ze? +y?> = C, C' € R es la familia solucién de
la ecuacién.

M

En algunos casos, la ecuacién y' = N no necesariamente es exac-

ta, sin embargo, puede existir una funcién u(z,y) de clase C* tal que

'= —M si lo sea. Esto sucedera si y sélo si O M) = 8(,uN)'
pu(z,y)N y oz

EJEMPLO 10.2. y + (2%y — )y = 0:

M =y
N = 2%°y—=z
oM _
dy

ON

= 2y -1
ox “y

no es exacta, sin embargo, multiplicando la ecuacién por p(z,y) = —
x

se tiene que
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con lo cual
Yy
uM = ﬁ
2y — o
pN = 2
ouM) 1
dy a2
OuN) 1
ox o x?

29

Para simplificar, tratemos de encontrar p = u(x) que haga exacta

laaecuaciéral Yy = —M/N.aComo o oy + ua—y y
Iz N Lo ,
&BN + p o y ademas 3y 0, se tiene que
oM O ON
"oy T ) THor
oM  ON
Ny —— ) =
s ( B 83:) 0
oM _ ON
W 9y ox
wo N

1 fOM ON

v = e ().

con k € R. Andlogamente, si u = p(y), se tendria
1

o = e (B},

opM) _ op,,  OM O(uN)




