P3, semana 11. Sean A = RS, B = SR, con S invertible.

(a) Sea v tal que Av = Av. Entonces SAv = ASv, es decir SRSv = ASv lo que se puede escribir como
BSv = ASv. Reciprocamente, sea v tal que B(Sv) = A(Sv). Entonces S~1BSv = \v, y basta con ver
S~1BS = RS = A.

Con esto hemos concluido que A es valor propio de A ssi es valor propio de B, y entonces A y B tienen
los mismos valores propios

(b) Sea A un valor propio. Sea z1, ...,z una base de W (A). Entonces z1, ..., z) son vectores propios
de A asociados a A. Por la parte (a), entonces Szq,..., Sz son vectores propios de B asociados a A y
por lo tanto estdn en Wy (B). Es fdcil mostrar que {Sz1,...,Sz;} es Li., y entonces dim Wy (B) > k =
dim W) (A). Anélogamente, tomando yi, ...,y una base de Wy(B), vemos que {S~ty1,..., S 1y} es un
conjunto l.i. en W (A), y entonces se concluye la otra desigualdad.

(c) Notar que M es diagonalizable ssi } ¢, ) dim Wi (M) = n, donde vp(M) = {A : A es valor propio de M}
(esto es equivalente a decir que existe una base de R™ formada por vectores propios de M). Como en la
parte (a) mostramos que vp(A) = vp(B) y en la parte (b) que para cualquier A, dim W (A) = dim W (B),
concluimos que
> dimWi(A) = > dimWx(B)

A€vp(A) AEvp(B)

y por lo tanto el lado izquierdo vale n ssi el lado derecho vale n, es decir A diagonalizable ssi B diagona-
lizable.
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