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Recordemos que ya hemos visto los conceptos de continuidad tanto en un
punto, como en un intervalo; teoremas de continuidad en un intervalo; y la con-
tinuidad uniforme.

Definicién: Sea f : A C R — R una funcién real de variable real. Diremos que
f es continua en el punto xg € A si:

Ve>030>0tqVe e Alx —xo| <d=|f(z) — f(zo)] <e

Del mismo modo diremos que f es continua en A si es continua en cada xg € A

Teorema:(del Valor Intermedio) Si f es continua en [a,b] y A es un nimero
real tq f(a) < A < f(b) entonces Iz € [a,b] tq f(xg) = A

Corolario:(del Grafo cerrado) Si f es continua en [a,b] entonces f([a,b]) es
un intervalo cerrado. De esto se puede desprender que f alcanza su maximo y
su minimo en el intervalo

Corolario:(Weierstrass-Nullstellensatz) Si f es continua en [a,b] v f(a)- f(b) <
0, es decir, toma valores de signos contrarios en los extremos del intervalo; en-
tonces Jxg € [a,b] tq f(zo) =0

Corolario:(del Punto Fijo) Si f : [0,1] — [0, 1] es una funcién continua, en-
tonces existe ¢ € [0,1] tq f(c) =c¢

Teorema: Si f :[0,1] — [0, 1] es una funcién continua, entonces 3z € [a,b] y
37 € [a, b] tales que Vz € [a, b] se tiene que f(z) < f(z) < f(T)

Definicién: Sea f: A C R — R una funcién real de variable real. Diremos que
/ es uniformemente continua en A si:

Ve>035>0tqVe,yc Alr -yl <d=|f(z) - fly) <e

para entender bien la diferencia entre continuidad y continuidad uniforme basta
que notemos las diferencia en el orden de los cuantificadores. Esto se traduce en
que el § encontrado en la continuidad depende tanto de € como de z; mientras
que en caso uniforme queda totalmente determinado conociendo €

Teorema: Si una funcién es continua en [a, b] entonces es uniformemente con-
tinua en ese intervalo



Ahora procederemos a hacer problemas relacionados con la diferenciacion de
funciones en un punto, en un intervalo y a la aplicacién de las reglas generales
de derivacién. El dnico gran Teorema que tenemos que tener en mente es que
una funcién diferenciable necesariamente debe ser continua.

Definicién: Sea f : (a,b) — R una funcién continua. Diremos que es derivable
en el punto xy € (a,b), y lo denotaremos por f’(zq) si el siguiente limite existe:
fx)—f(z0)

f(xo) = limg oz, pra———

también lo escribiremos como %(mo).

Como antes diremos que f es diferenciable en el intervalo (a,b) si es derivable
en cada punto del intervalo

Proposicién: Sean f,g : (a,b) — R funciones derivables en zy € (a,b). En-
tonces:

(i) f £ g es derivable en g y (f £ g)'(z0) = f/(z0) £ ¢’ (z0)

(ii) f - g es derivable en xg con (f - g)'(z0) = f'(x0) - g(xo) + f(z0) - ¢’ (x0)

(iii) Sig(zo) # 0, entonces 5 es derivable con (5)/(%) = f/(wo)'g(w;();)ggwo)'g/(m)
Teorema:(Regla de la Cadena) Sea f : (a,b) — R derivable en z¢ € (a,b), y
g : Rec(f) — R derivable en f(xg). Entonces (g o f) es derivable en zy y se
tiene que:

(g0 f) (x0) = g'(f(z0)) - f'(x0)

Ejemplo: Calcule la derivada de la siguiente funcién f(z) = —

a~/pq

-arctg( %e‘”)

Solucién: Primero calculemos la derivada de arctg(-).
Sea y = arctg(x) = = = tg(y) utilizando la regla de derivacién implicita, que

vimos en clases, tendremos que 1 = dtZ—;y)g—Z, recordando que la derivada de
tangente es tg'(t) = ﬁz(t) y usando la conocida férmula cos?(t) = tgzé)—kl se
tiene que arctg’(xz) = Tlﬁ

Ahora usando la regla de la cadena tendremos que:

1 1
f/(-T) = avmT TRl . \/% a - e
1 1 1
f/(x) = 7 7562”4_1 . \/;, T

f/(x) % pez‘}"«l»l eax
= f(2) = —Sorsg



Veamos un par de problemas relacionados conel célculo de derivadas:

Problema: Sea h : R — R una funcién definida por

202 +3zx+1 siz<l1
)= {

axr +b six>1

Encuentre los valores de a y b para los cuales la funcién h(-) es derivable en
todo R

Solucién:

Lo primero que debemos imponer es que la funcién sea continua en todo su
dominio. Para z # 1 la funcién cumple con esta propiedad pues estara definida
como un polinimio.

Solo debemos preocuparnos por el valor de la funcién para x = 1. Para esto
calculemos los limites laterales:

limy_+h(z) =limy_1+rax +b=a+b
limy_1-h(x) =lim,_,-222+3x+1=6

deducimos que una condicién necesaria (pero no suficiente para que la funcién
sea derivable en todo R) es que (x) a + b =6.
Por otro lado, Vz € R\{1} se cumple que h(z) es derivable pues toda recta y/o
polinomio lo son. Calculemos su derivada por definicién en 1:
Enz=1F

(1) = limy o+t Hb—(atd) _ ,

- ¢

Enz=1"

h'(l) — lims_o 2(1+t)2+3(1-i;t)+1—2—3—1 = limy_,

244t42t24343t—5 _
0 t - 7

Luego, dado que si existe la derivada, debe ser tinica tendremos que a = 7 y de
la condicién (*) deducimos que b= —1

. .z a2 —r2
Problema: Considere la funcién f(x) = %Ln(%) — Va? — 2?2 para
a > 0. Demuestre que
a7

(a) La funcién derivada de f viene dada por f'(z) = —

(b) La longitud del trazo PT donde P(zg,%0) es un punto cualquiera de la
curva f(z) =y y T es el punto donde la recta L, tangente a la curva en
el punto P, corta al eje OY es constante independiente del punto P antes
escogido

Solucion:

(a) Notemos que racionalizando y usando las propiedades del logaritmo pode-
mos reescribir la funcion, esto es:

at+va2—22  at+vaZ—z2 _ (a++va?—z2)?
= 2

a—+va?2—z2 a+vaZ—z2



Ln(SELEE)  pp(@H/EZ 2 oy (/)

asi la funcién queda f(x) = aLn(a + va? — 22) — aLn(z) — Va? — z2.

Ahora derivando esta expresién tendremos:

flx)=a- a+\/i2_£2 57— (2z) - & - Nﬁ - (—2z)

i _ —ax _a _x
f (LL') T (a+Va2—22)(VaZ—z2?) T + Vaz—z2

y racionalizando el primer término

—ax a—+va2—z2 —az(a—va?—z2) —a?
(a+va2—z2)(Va2—z2) ' a—+/a?—x2 = z2(Va2—z2) = zva2—x2 +

8le

usando esto en la expresién de la derivada y sumando se llega a la expresién
deseada:

2_.,.2 /2 _ .2
f/(l‘) = _mf/azfmz == ag; “

No es dificil darse cuenta que la ecuacién de la recta tangente a la curva
y = f(z) en el punto P(zg,yo) es de la forma L(z) = y'(zo)(x — o) + %o
ademds yo = f(zo) juntando todo esto se tiene que

52
Lo

a

. \/m a a++/a?—x?
L(w) = =350 (o — wo) + §Ln(T2Y2=2) -

Para tener las coordenadas del punto 7' basta notar que es de la forma

T(0, L(0)) asf evaluando la expresién anterior en el origen obtenemos que
_a a++/a?—x32 . . Eo%al

L(0) = 2L?”L(i(k\/m). Finalmente la longitud del trazo PT se reduce

a calcular la distancia entre P(xg,yo) y T(0, L(0)) lo cual es:

4% = (z0 — 0)2 + (yo — L(0))?
a aty/a?—a? o at++/a?—z2
@ = o+ (3In(C20m=2) = Va? —af - §In(C0m=0))

a (EO
= d®> =23+ a? — 23 = a®

lo cual es claramente una constante independiente del punto P(zg, yo) que
escogimos.



1—cos™ (z)

Problema: Dada la funcién f(r) = == —= para x # 0; y como f(0) =0,
para x = 0. Pruebe que Vn € N, Vz € R

(i)
(i)
(i)

f(x) es continua
f(z) es derivable

f'(z) es continua

Solucion:

(i)

(iii)

Es claro que para todo z # 0 la funcién es continua por ser composicién y

cuociente de funciones continuas, debemos mostrar que lim,_of(xz) = 0.
1—cos(x)
x

Esto se puede hacer por induccién: paran = 1, lim,_.g = 0 limite
conocido.
Asumiendo la hipdtesis de induccién, veamos que lim,_.qg

en efecto

1—cos™ ! (x)
T = 0’

1—cos™ T (z)  1—cos™ T (x)+cos™(x)—cos™(z) _ 1—cos™(x) cos™ (z)—cos" 1 (x)
T - T - T + T

el primer sumando tiende a cero por hipdtesis de induccién y el segundo
factorizando por cos™(x) se tiene que

cos™(x)—cos" T (x) _ COSn({E) 1—cos(x)
T T

el cual también se va a cero pues es un limite conocido, es decir f(z) — 0
si z — 0 para todo n € N con lo cual deducimos que la funcién es continua.

Nuevamente para x # 0 la funcién es claramente derivable, y su derivada

es f/(x) _ naxzcos" !(x)sen(x)—1+cos™ ()
= ", .
Si calculamos por definicién la derivada en x = 0

f’(O) = l’l:mh—>0 f(OJrh})L*f(O) = li?’fm-@@ - limh—»O (176282”(’1))
evaluando para n = 2 el limite queda 1; para n = 3 queda 3/2; y para
n = 4 queda 2.

Deducimos que el limite debe valer n/2, asumiendo que limp, o
5, lo probamos para n + 1

(1—cos™(h))
7

(1—cos™ 1 (h)) _ (1—cos™ T (h)+cos™ (h)—cos™(h)) _
2 "2

(1—0282"@)) + cos™(h) (1—6’;);(@)

lo cual por hipétesis de induccién y limites conocidos se deduce que tiende
a(n+1)/2si h— 0 que era lo que querfamos probar.

. nxcos™ ! (x)sen(x)—14+cos™(x) _ nxzcos" !(x)sen(xz) 1—cos™(x)
Finalmente como ’ — = —= -
n — 4§ = g, concluimos que f’(x) es continua



Problema: Sea y = arcsen(x),
(a) Comprobar que y”(z? — 1) + 2y =0

(b) Obtener una relacién de recurrencia entre las derivadas y() y(n=1) 4 (n=2)
enx =0

(c) Mediante esta relacién de recurrencia, calcular 4™ (0)

Solucion:

(a) Sesabe que y' = (arcsen(z))’ = \/11_7, de donde deducimos que y"(z) =

= — ez V ast y'(z? —1) = — = = —y lo que
prueba lo que queriamos

/

((arcsen(z)")

(b) Aplicamos la Férmula de Leibinz a la relacién y” (22 — 1) + zy = 0,

Yyt (22 — 1) + ny™ 2z + n(n — Dy + ¢yt Dz 4y =0
(22 — 1)y™+2) 4+ (2n + D)y +D 4 n2y(™ =0

y para z = 0 se reduce a —y(0)"+2) 4+ n2y(0)(™) = 0, o mejor y(n) =
(n — 2)?y("=2) depende si n es par o impar.

(¢) Tenemos que

y(0)©) = 429 4(0)5) = 324(3)
y(0)® =229 4(0)®) = 124D

pero y(0)® = 0 e y(0)M) = 1, multiplicando hacia abajo en ambas colum-
nas, para n par y(0)™ = (n — 2)(n — 4)...624222y(2(0) y para n im-
par y(0)™ = (n — 2)(n — 4)...52321%y(1)(0), finalmente y(0)*™ =0y
y(0)2n~1 = 123252 . (2n — 1)?



