Capitulo 3

Integrales impropias

3.1. Introduccion

Extenderemos la nocion de integral a casos en los cdigheede no ser acotada Enb] y a integrales
sobre intervalos infinitos

Definicion 3.1.1( Integral impropia de primera especi§ea f. [a,0) — R, diremos que f es una
funcion integrable efa, ») s

» f esintegrable ema, b],a < b.

» El siguiente limite existe

lim f
b—)OO a

Ejemplo 3.1.2.
w b
/ e Xdx= lim | e Xdx= I|m — *on—l
0

b—o 0 b—o

Definicion 3.1.3(Integral impropia de segunda especiSga f. [a,b) — R una funcién no acotada,
diremos que f es una funcion integrablejarb) si:

» f esintegrable effa, x|, para todo a< x < b.

= El siguiente limite existe

lim f
X—b~

Ejemplo 3.1.4.
/Inxdx_ I|m Inxdx 1.

Definicion 3.1.5(Integral impropia de tercera especie o mixtg) [a,) — R se dice de tercera especie
si es de primera y de segunda especie.

Ejemplo 3.1.6.
X
d Im/
0 \ﬂ( = o x+im J, &
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3.1.1. Criterios de convergencia para integrales inpropiga

Teorema 3.1.7(Criterio de comparacion)Sean fg continuas erja, «) y supongamos que
0<f(x)<g(x) Vxe[a)

entonces si

(o] [ee]
1. [gconverge, entonceg,f converge
0 0

2. [ f diverge, entonced,g diverge
0 0
Un resultado analogo se obtiene para integrales inpropiasgunda especie.

Teorema 3.1.8Criterio del cuociente)Sean f y g funciones continuas y no negativagen) y tal que
lim f& — | = 0 entonces las integrales

X—00 g(X)
a a

Convergen ambas o divergen ambas.

Obs: Analogamente podemos aplicar el resultado anteritegriales de segunda especie.

Ejemplos Importantes

Ejemplo 3.1.9. Analizar la convergencia de

© 1
/a ﬁdx
paraa >0,a>0

Solucién:
Notemos que sit < 0 la integral es trivialmente convergente.
Sia = 1tenemos -
/a dx= im Inx? = oo
Por otra parte para # 1 una primitiva del integrando correspondééé;, de esta forma se tiene lo

siguiente
b

00 l led
—dx= lim
/a X b—eo 1—0

a
En resumen se tiene lo siguiente

/°° 1dX' converge a>1
a X0 |diverge o<1
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Ejemplo 3.1.10. Analizar la convergencia de

/abﬁdx

paraa >0,a<b

Sia =1 tenemos y

= +00.
a

b—l d li In(b
/a b—x X_yLrQ*_ n( _y>

1—
Por otra parte para # 1 una primitiva del integrando correspond&@’?l—u, de esta forma se tiene lo

siguiente
b1 _ (b—x)l-
/a bowa = M T

y

a
En resumen se tiene lo siguiente

/b 1 converge a <1
———dx: ]
a (b—x)¢ diverge a>1

Los ejemplos anteriores son muy importantes pues cada eegupramos saber si una integral es con-
vergente podemos utilizar el teorema 3.1.8 junto con lasifune@s anteriores para obtener utiles criterios
de convergencia, de hecho se tiene el siguiente corolaym @emostracion se deja como ejercicio pro-
puesto al estudiante.

Corolario 3.1.11. (Reglas de convergencia)

» (Primera especie)
Si lim x® f(x) = L entonces
X—00

1. [ f converge stt > 1y L es finito
a

2. [fdivergesio <1yL#0
a

» (Segunda especie) (Suponemos djt{)e f(X) = 0 0 —)
x—b~
Si Iing (b—x)?f(x) = L entonces
X—0"
b
1. [ f converge stt < 1y L es finito
a

b
2. [fdivergesio >1yL#0
a
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Convergencia absoluta y condicional

[oe] 00
1. Si[|f| converge entonces se dir4 g(ié¢ es absolutamente convergente.
a a

2. Si[|f|diverge y[ f converge se dira qugf es condicionalmente convergente
a a a

3. Analogamente se define la convergencia absoluta y comdigbara integrales inpropias de segun-
da especie.

Problemas

Problema 3.1. 1. Considere la funcion definida pofxX) = y calcule, si existe, el &rea com-

1
Vv X(2—X)

prendida entre la curva, el eje OX y sus asintotas.

—<

2. Seax el punto minimo local de f. Calcule, si existe, el volumeregielucion en torno al eje O
de la regién comprendida entre la curva, el eje OX y las regtasD y x = X.

Solucién:

1. Notemos que

/Ozf( )dx:/olf(x dx+/ (x

@ @
1
V2

Estudiemog1). Es claro que Igrpxl/zf(x) = -1 yluego comafy x~1/?dxes convergente se tiene
X—
que(1) converge.

Para(2) se cumple que ligp,,- v2—xf(X) = % comof1 \/fdxes convergente se tiene &
también converge.

2. Es facil verificar qud’(x) = 0 parax= 1, como ademas grrf( X) = Iin; f(x) = +o0 se sigue que
X— X—2Z~

necesariamente= 1 es minimo dd en (0, 2). De esta forma:

este célculo se deja al lector.

Problema 3.2. Determinar los valores de y  para los cuales la integra/;’ e 1+xf3) es con;
vergente.

Ind: Realice el cambio de variable8 x t.
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Solucion:

= Casof} = 0, se tiene que la integral es convergente siy soto’sil

= Casof > 0, Realizando el cambio de variabbds=t se obtienedx—X = %, ademas sx= 1 entonces
t =1y six— o entonces — «. De esta forma:

[ B L
1 X-114+x8) x Bl t%+1(1+t)

como o1
lim 4—=1

-1
t—>ootaT+1(1+t)
la integral converge siy solo ggfl +2>1estoesx+p3> 1.

= Casop < 0, se deja al lector.

Problema 3.3. Considere la integral impropia+ [, e¥dx El proposito de este ejercicio es
calcular | explicitamente. Para ello proceda como sigue.

1. Demuestre que | converge.
2. Calcule, si existe, el valor de la integral obtenida alaola funcién éxz, x> 0en torno al eje OY

3. Muestre, utilizando el método de calculo de areas poriesaes, que el valor obtenido en la pafte
anterior es igual a2y concluya.

Solucién:

. 2 . .
1. Notemos que si > 1 entonces & e < e * como [;” e *dx converge entonces, por el criterio
de comparacion, se sigue queonverge.

2. Calculemos el volumen de revolucion de la cuevd en torno al ejeQY esta dado pov =
liMp_o 2nf§’xe*x2d)g realizando la sustituciom= x® se sigue qut—d-?LJ = xdxobtenemos entonces
que

U

V = 2Tr7 ; =TI

3. Es facil ver que, en el espacio tridimensiofdlY,Z), la superficie definida por el volumen de
revolucion corresponde al grafico de la funcifix,y) = e ¥e Y. En efecto, por definicion del
solido a todos los puntos del plano que esten a la misma diatdel origen le hacemos corres-
ponder igual altura, esto es, dado un punto del plany = (r cosd,r serf) la altura del sélido
en ese punto correspond«*ﬂ;[2 y comor? = x? 4 y° se sigue qué (x,y) describe exactamente la
superficie del volumen en cuestion.
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Por argumentos de simetria el volumen del solido es cuatesvel volumen del octante positivo
(x> 0,y > 0). Parax > 0 fijo el area asociada corresponda(@&) = e* I e‘yzdy: el inte-
grando sobre se obtien®&/ =4 [ A(X)dx=4 [5° e ¥|dx = 412. ComoV = Ttse sigue, despejando
el valor del, que

VT

5
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Capitulo 4

Series numéricas

4.1. Introduccién

n
Definicion 4.1.1.Sea{an }new UNa sucesion de numeros reales, si la sucesips. § a converge dire-
i=1

mos que la serie
Y an=artaxt+--+ant--

converge.
a, se llamaréa término general de la serie.

Ejemplo 4.1.2. Algunas series clasicas

S eoX"/nl =€, donde xc R es un parametro fijo.

52 o(—1)"2*1/(2n+ 1)1 = serx, donde xc R es un parametro fijo.

S o(—1)™2"/(2n)! = cosx, donde x€ R es un parametro fijo.

S neol/n que diverge.

4.2. Series de términos no negativos

4.2.1. criterios de convergencia

Existen diversos criterios para analizar la convergeneiaeaties de términaso negativos los cuales
analizaremos a continuacion.

Teorema 4.2.1( Criterio del cuociente de términos generalé®@an{an }nen Y {bn}nen Sucesiones tales
queVvn € N, by > 0. Si el siguiente limite = lim a“ existe y L> 0 entonces las serieSay y 5 by
convergen ambas o divergen ambas. SiQysiy bn converge entonces se cumple Gua, converge.

Teorema 4.2.2( Criterio del cuociente (Dalambert)pea{an}nen Una sucecion tal quena> 0Vn e N,
Sea R=Iim sup, &1 entonces:
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» SiR< 1laserie converge.
= SiR>1la serie diverge.

Teorema 4.2.3Criterio de la raiz enésimayea{an }nen Una sucesion, seaRlimsup,|a,|n, entonces:

» SiR< 1laserie converge.

= SiR>1la serie diverge.

Observacion Si el criterio del cuociente o de la raiz da como resultade R no es posible asegurar la
convergencia o divergencia de la serie y, por lo tanto, egsaiio utilizar otro tipo de argumentos para
el analisis, como por ejemplo el criterio de la integral iropra que veremos a continuacion.

Teorema 4.2.4( Criterio de la integral impropia.)Sea f. [1,0) — R™ una una funciordecreciente.
Entoncesy,, f(n) converge siy solo sf;° f(x)dx converge.

4.3. Series generales
Definicion 4.3.1.Sea{an }nen Una sucecion de nimeros reales. Diremos que la Sgfa, es absoluta-
mente convergente Siy|an| €s convergente.

Definicion 4.3.2. Si la seriey ,a, es convergente perp,|a| no lo es entonces decimos que la serie es
condicionalmente convergente.

Teorema 4.3.3.Si la seriey ,|an| €s convergente entoncggan converge.

Teorema 4.3.4(Criterio de Leibnitz) Si{as} es una sucesion decreciente y convergente a cero (y por lo
tanto se cumple trivialmente qug & O)entonces la seri§ ,(—1)"a, es convergente.
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Problemas

Problema 4.1. Estudie la convergencia de las siguientes series:

2

13 (5h)"
n=1

2. i% paraa > 1.

3. E arctan( 1+n+n2) (Ind: demuestre quarctarix) < x V¥x>0)
4.§ /21,

5 3,

6. 5 (-1)"(VA+1-yA).

n=0

Solucién:

1. Utilizando elCriterio de la Raiz enésimse obtiene

. n \" 1
L = r!l‘l,(nH) _lLoo(lJr 0"
1

e

ComoL < 1 se tiene que la serie converge.

2. Utilizando elCriterio del Cuocientese obtiene

L — lim 2™ _ jim M- +0v7) -/ (n-1)lyn
oo ap newm NT_s(1+ay))-(1+avnt1)
= lim N
"I aviT 1
1
T«

ComoL = 1/a < 1 se tiene que la serie es convergente.

3. Mostremos que arctax) < x Vx> 0. En efecto, sea > 0, aplicando el teorema del valor medio
a la funcioént — arctarit) en el intervald0, x|, se demuestra la existencia&le (0, x) tal que

arctar{x) —arctar{f0) 1 <1
X 1482~

94



de donde se obtiene el resultado pedido. (paraD la propiedad se cumple trivialmente).
Utilizando lo anterior es claro que

1
<
1+n+n2) ~ 14+n+n?

o< arctan(

como la seriez 1+n71+nz es convergente (¢ por qué?), por el criterio de compardeiéerie

S arctan( ) también lo es.

1+n+n?

4. Usemos el criterio de la raiz n-ésima,

. 2—-1)n .

lim { (\/_7> I| V2- —v2-1< 1,
N—oo n2+1 nZ+ 1

en consecuencia la serie es convergente.

5. Como la sucesioa, = W%](nﬂ)

la integral, segun el cual,

es claramente decreciente y no negativa usaremos el@ueri

l 1 1
n;(n—i—Z)ln(m—Z) (X+2)In(x+2)

Para estudiar la integral usemos un cambio de variable,

converge <— / dx converge
1

U=X+2 = du=dx

® 1 ® 1
dx:/ du—In Inu)(, =0,
/1 (X+2)In(x+2) 2 ulnu ( )’
luego como la integral no converge, la serie en estudlo elsiéanmo convergente.

6. Racionalizando el término general de la serie obtenemos,

ni(—l)” (VAT vA) - ni(—l)”—VWL v

vale decir, es una serie alternante donde el término ceaatﬁzllﬁ[ es claramente decreciente

a cero. En consecuencia, se cumplen todas las hipotesistdabade Leibniz y, por ende, la serie
es convergente.

n
Problema 4.2. Considere la serlez an donde @ = Z

1
n=1 1n\/R.
1. Calculellm f/an

00
2. Deduzca sila seri€y an converge o diverge.
n=1

95



Solucion:

1. Calculemos el limite propuesto,

1 1
. n . n .
lim Y — |im = lim
N—oo0 an N—o0 1 N—oo z |_( . l
k&1 vk kg vnon

Notemos que el denominador del limite anterior correspangtga suma de Riemann. En efecto,

NIw
5w
N
S
IR

n k1 1 2
l 2o =
|mk§l = /O\/>_<dx 3 X

N—oo

(o]
2. Usando el criterio de division de téerminos generalescclanserie S % es divergente y el limite
n=1

de la parte i) fue finito, concluimos que la sefje a, diverge.
n=1
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Capitulo 5

Series de potencias y sucesiones de funciones

5.1. Series de potencias

Definicion 5.1.1. Diremos que la serie de potencigg an(x — Xo)" es convergente en x si el limite
limy SN anx" existe.

Al real R tal que pardx—Xg| < R, Shan(Xx—Xo)" es convergente y divergente pgra— x| > R se le
llama radio de convergencia y al intervalx | 3 ,an(X— Xo)"es convergentese le denomina intervalo
de convergencia.

Los criterios de convergencia utilizados para el estuditasiseries de potencias son anélogos a los de
las series numeéricas.

Teorema 5.1.2( Criterio del cuociente)Sea{an}nen UNa sucesion tal quepaz 0 Vn € N, Sea%{ =
limsup, ’% entonces la serie de potencifig,(x— Xo)" es convergente en el intervale R+ X, R+

Xo) Yy divergente efi—oo, —R+Xg) U (R+Xg, ).

Teorema 5.1.3Criterio de la raiz enésima$ea{ an jnen Una sucesion, seg = lim suman\%, entonces
la serie de potencia§ an(x — Xo)" es convergente en el intervale-R+ xg,R+ Xo) y divergente en
(—o00, —R+Xp) U (R+ Xg, ).

Observacion en cualquier caso siempre es necesario analizar la canaegen los extremos del inter-
valo, pues los criterios anteriores no funcionan en talesgsu

Con frecuencia es necesario calcular la derivada de ures&iintegral de ella, para ello procedemos
calculando la serie de las derivadas o la serie de las imésg@spectivamente, esto es, intercambiamos
la serie con el operador. Sin embargo, nada nos asegurd gaktaxista o incluso si existe no podemos
determinar a priori si son iguales. Los siguientes teoramasas dan condiciones necesarias y suficientes
para que se tenga la igualdad.

Teorema 5.1.4(Intercambio de la serie con la derivad&onsidere la serie de potencigsan(x —Xo)"
qgue suponemos absolutamente convergente en el intefvadot Xp,R+ xg) donde R es el radio de
convergencia. Entonces la serie es derivable en dichovatery se tiene

d d
— 3 an(x—x0)"= Y —an(x—x0)"= ¥ ann(x—xo)" .
an;J nZO dx ngl

Ademas la serie derivada posee el mismo radio de conve@enei la serie original.
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Teorema 5.1.5(Intercambio de la serie con la integrajonsidere la serie de potencigsan(x —xo)"
que suponemos absolutamente convergente en el intefvdtor xo, R+ Xg) donde R es el radio de
convergencia. Entonces la serie es integrablé-eR-+ xo, R+ Xg) y se tiene la igualdad:

Xo)n+1 b

[ aux=x0 =[x = yag 20

donde ab € (—R+Xp, R+ Xp).

a

Problemas

Problema 5.1. Considere la serie de potencias:

2T

Determine su radio de convergencia e intervalo de conveigen

Solucién:

Resulta sencillo verificar (utilizando el criterio del cimtte o de la raiz) que el radio de convergencia es

2. En efecto,
im In(n+1)n 2" 1
n (n+1)Inn 20+l 2

por lo tanto la serie es convergente en el interyald, 2). Analizemos los extremos de dicho intervalo:

Al evaluar enx = —2 resulta la serie numericg, '”T” la cual es divergente, esta conclusion es directa de
la aplicacion del criterio de comparacion de series nuragrien efecto, pama> 3 se cumplé% > % y
como la seri€ - L diverge entonces la serie en cuestién debe diverger.

Evaluando erx = 2 obtenemos la serign(—l)”'”T”. Notemos que la sucesidﬁD es decreciente y po-
sitiva. En efecto, si consideremd$x) = In(x) /x calculando la derivada deobtenemod’(x) = 1‘)(#‘
como f’(x) < 0 parax > e se sigue que la sucesidrin) = '“” es decreciente para> 3. De lo ante-

rior se deduce que la serjg,(— )”"}]” es convergente por eI criterio de Leibnitz para series nigaer
alternadas.

Concluimos entonces que el intervalo de convergencia d&iade potencias en estudio(es2, 2].

Problema 5.2. Calcular f(x) = ¢ mx"con—1< x< 1.
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Solucién: Es claro que la serie es absolutamente convergente{iatax < 1 y por lo tanto es valido:

Concluya el lector.

Problema 5.3. 1. Sed < a< 1, un parametro fijo. Demuestre que

2n

1 1 * a
= dt= S (-1)" .
/o 1+ a?t? nZO( ) 2n+1

. 1 il
Hint: Recuerde que— = Z)(—
1+x &

2. Concluya que
arctar(a

LY

Solucion:

1. Utilizando la indicacion se tie% =3y o(—1)"(a’t?)" la cual es absolutamente convergente
paraat? < 1.

Integrando la serie se obtiene

1
o t2n+1 o a2n

1 1 ol
— ann/ N4+ _1n2n — —1)n )
/o 1—i—a2tZOIt nZO( ) 0 tat= 3 (-1'a 2n+1) nZ< ) 2n+1

n=0 0

2. Para concluir es necesario calcuﬁé e 2t2dt lo cual se deja al lector.

5.2. Sucesiones de funciones

Definicion 5.2.1.Diremos que la sucesion de funciofdg}nen: AC R — R converge puntualmente a
una funcion f si para cada x (fijo) se tietigp, fn(X) = f(X)

Definicion 5.2.2. Diremos que la sucesion de funcioddg}nen: A C R — R converge uniformemente
a una funcion f slimpsup|fa(x) — f| =0
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