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Recordemos que una curvaBA o R3 es un conjunta que puede ser generado por alguna funciofa, b] — R" (donde
n= 2 6 3 segun corresponda) continua que satisface la condiciéri([a, b]). Es decir

c=A{r(t):te[ab]}

Sobre este tema de curvas hemos visto varias propiedadésjos&que se pueden realizar a partir del conocimiento de la
funcionr. En esta guia queremos ilustrar como para ciertas curvaseske gncontrar una funcidrgue cumpla lo anterior.
Este proceso se conoce como la parametrizacion de la curva.

1. Curvas planas

1.1. Circunferencia

Esta es una de las mas conocidas, se puede describir poaki@od + y* = R? y se puede parametrizar por la formula
Rcos6
r(0) = ( Rserd ), 6 € [0, 211

1.2. Astroide

Hay toda una familia de curvas que se obtienen como pertiorescde la parametrizacién de la circunferencia del modo

Rcog'e
7(0) = ( Reerl0 >, 6 € [0, 21

donden es un nimero natural. La astroide es la que correspondecahea8 y su grafico, parR = 1, es el siguiente:
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1.3. Cicloides

Estas curvas se obtienen al seguir la trayectoria que Besani punto solidario a un circulo que rueda sin resbalaesaie
recta horizontal.

Parametrizaciones de estas curvas han sido vistas eredstallases y son

RO — aserp
F’(G)z( R— acod ), 6 € 0,217

1.4. Cardioide

Estas curvas se obtienen al seguir la trayectoria que Beaani punto solidario a un circulo que rueda sin resbalaesatbo
circulo. Consideremos la figura siguiente:

Las coordenadas del purfison las siguientes:
X = (R+a)cosh+ acos(0+ )
y = (R+a)serb+ asen0+ @)

La condicién de rodar sin resbalar se escribe
RO = ag

ya que los angulo8y @ describen el giro de cada circulo respecto de la recta quidsicentros.
Con esta condicién, la parametrizacion de la curva resulta

(R+a)cosH + acos(6+ R6/a)

?(9):( (R+a)serd + asen(6 + RO/a) ) 8¢ [0.2r

Un caso particular interesante es cuaadoR. En este caso se obtiepe= 6y por lo tanto la parametrizacion es

7(0) ( 2Rcos0 + Rcos(26)

2Rserd + Rser(26) ) , 8€[0.2m

Usando las identidades trigopnométricas: (@) = 2serfcosd y cog208) = 2cog(0)-1, la parametrizacion anterior se rees-
cribe
2Rserf(1+ cod)

El término—Ren la coordenadasugiere tomar el origen en el punftmle la figura (extremo izquierdo del circulo fijo). Con
este origen, el factorR 1+ cod) corresponde a la distangiedesdeO a P. Esto sugiere usar coordenadas polares, dado que
la distancia es funcién del angulo, asi la curva tiene la@éna

p = 2R(1+ co9d).

F(O) = ( 2RcosB(1+ cod) —R )7 0 & [0,2m.



1.5. Curvas en coordenadas polares

Cada vez que se tenga una curva descrita en la fprmd (8) en coordenadas polares, su parametrizacion mas directa es

f(8)cosd
r(e)=< fgeiggm ) 6 [0,2m.

1.6. Curvas dadas por funciones reales de variable real

El gréfico,y = f(x), de una funcidn continua en el intervaéob] es una curva plana. Su parametrizacion mas directa es

F’(t)_( fzt) ) tefabl.

Ejercicio
Encontrar una expresion para la curvatura de la curva antstiponiendo qué € ¢2.

Solucién: Usando la parametrizacion anterior, se tiene

F”(t)_( f,%t) ) P = 1+ F ()2

Por lo tanto, el vector tangente a la curva es

f—ﬁmz(f%))'

De este modo, su curvatura es

1 H-’Il/H: |f//(t)|
VIHT? (1+ 10"

2. Heélices con diferentes perfiles

La hélice vista en clases es la que se parametriza

Rco9
F(6)=| Rser® |, 8 € [0,2m.

ng

21
Ella corresponde a un alambre que se enrolla sobre un @liveitical de radidR, subiendo una alturk en una vuelta
completa. Se pueden obtener otras hélices, si el alaml@aa@rge enrolla sobre otras figuras.
Ejercicio
Un alambre se enrolla sobre el manto de un cono de radio Basalturah de modo que su altura en funcién del angilo

esta dado por la relaciaif) = h(1— e ®). Encontrar una parametrizacion de la curva descrita pdeeitare y calcular su
largo cuand® € [0, +).

Solucién: Asistir a clase auxiliar. Para realizar la parametrizadi@sta con conocer el radio del cono en funcion de la altura.
Si dicho radio ep(z) entonces la parametrizacion directa de la curva es

(z(8)) coB
0

P(z(8))
r@)=| p(z(0)ser® |, B¢€[0,m).
Z(8)

Ejercicio



Una particula se mueve sobre el manto de un paraboloide diican (en torno al ej&) de ecuacionr = — (x* +y?). Se
sabe que la alturg6) de la particula satisface las relaciones

dz
— =constante z(0)=0
e e z0)
y es tal que en una vuelta alcanza la clspide del paraboBideientre una paramerizacion de la curva, y calcule suwvecto
tangente.
Solucién: De las condiciones dadas parse obtiene(8) = 16. En el paraboloide se puede calcular su rgun términos
dez(6) imponiendo

z=T1—p°

De aqui se deduce qu¢6) = /11— z(8). Por lo tanto, la parametrizacion directa de esta curva es
\/TI—08/2cod

re)=| /m—6/2se® |, 6¢€0,2m.
6/2

El vector tangente se obtiene usando las formulas vistamsesc(hagalo usted mismo).

3. Curvas planas en el espacio que resultan de intersecci@e

Ejemplo: Encontrar una parametrizacion de la intersectiia esfera® + y? + 72 = R? con el planax+y+z=0.

Solucién: En muy facil convencerse que la interseccion esaimtunferencia de radiB. Lo interesante es que ella vive
en un plano inclinado. Para escribir una parametrizaciéestie curva conviene trabajar sobre el plano inclinado, ysen e
plano, intentar escribir la parametrizacion clasica dértaioferencia. Como en las circunferencias planas, lanpetriézacion
mas directa eéRco®, Rse), se puede decir que vectorialmerite Rco®i + Rsey. Esta tltima ecuacion se puede llevar
al plano inclinado cambiando los roles de los vectoggsor dos vectores unitarios perpendiculares contenido$ glargo
inclinado.

Por ejemplo los vectores pueden ékr—1,0)/v/2 y (1,1,—2)/2. Con esto se obtiene
Rco$/v/2+ Rserd/2

7(@)=| —Rco®/v2+Rse®/2 |, 6¢€0,2m
—Rserd

Ejemplo 2: Encontrar una parametrizacion de la interseadéola esferers? +y? + 22 = R? con el cilindro de radi®®/2 y eje
verticalx = R/2,y = 0, cuya ecuacion g — R/2)? +y? = R?/4.

Solucion: Es un buen ejercicio intentarimaginarse la crgsaltante de esta interseccion haciendo un buen dibujpéoaase
gue tiene la forma de un 8 sobre la esfera). Sin embargo, edikema se puede resolver exclusivamente usando herr@sien
analiticas, mas un manejo de las simetrias.

Si se buscan los puntds, y,z) € R® que satisfacen simultaneamente ambas ecuaciones reselta q
Z+Rx=PR,

de donde se obtieneen funcion dez. Ahora usamos cualquiera de las ecuaciones (por ejempéléaatfera) para encontrar
y en funcion dez. Se obtiene

2
y—t|R_p B2 AVR-Z
R2 R
Estas ecuaciones se resumen en las parametrizacionégencomo siempre llamamuossiguientes
(RR-t?) /R (R-t?) /R
rt)=| tvRE-t2/R |, 2(t)=| —tvRZ—-t2/R |, te[-RR.
t t

En estas parametrizacionésges una mitad del 8 §» el complemento.



4. Ejercicios Adicionales

1. Determinar la parametrizacion de una curva plana tal fipeoelucto de las distancias a dos focos en la abscisa es
constante (Lemniscata).

2. Una circunferencia de ecuacifx— 2a)? +y? = a? es utilizada para construir el Cissoide de Diocles. Se tiema
recta de ecuacion= 2a, y otra de longitud variable que parte del origencorta a la circunferencia e\ pasa por el
puntoP quien describe la trayectoria, y termina en el punto B m@bks la recta. La condicion geométrica que define
al Cissoide, es que los traz@% y PB son iguales, a medida que se mueve el pisobre la recta.

. ., 2 3
a) Encontrar la parametrizacion. Resyit) = (£, 22,

b) Demuestre que el 0 es el Unico punto no regular (derivada pujjue la distancia horizontal a la recte- 2a
tiende a O st — .

3. Demostrar que la longitud de la curva plana definidayftor= (t,tser({)) cont € [0,1] es infinita. Indicacién. Acote
la integral por una suma, fijandose en la geometria de losmuéxile esta curva.

4. Para la curva definida pgr=x°, z= @xz, encontrar la longitud de la curva.
5.
a) Seao(s) € C3 la parametrizacion en longitud de arco de una curva. Dearogtie una expresion para la torsion
1(s) es

T(S) - [0/(5) X 0//(5)] i 0///(3) ||O'//(S)||2,

dondeg—g(s) =1()h.

b) Calcular la torsion de la héliag(s) = %(cost,sert,t), cont € [0,4m.

Nota. La parametrizacion no esta en longitud de arco.

6. Sear” una curva planay : R> — Runa funcién diferenciable tal quér, 8) = 0 sobre la curv@l. Probar que el vector

af» , 19fAQ
ol + F%G es normal a la curvA.

7. Seay(t) = (Re 3 cod,Re asert,t), cont € [0,47]. Determinar la parametrizacion en longitud de arco, la@umna y
la binormal en cada punto de la curva.

8. Siu,v: R— R3, son dos funciones diferenciables tales que
ut) = Aut)+Bwvt)
V() = Cu(t)—Avt),

conA,B,C € R, constantes, probar quét) x v(t) es constantes para totlo

Si desea hacer mas ejercicios, se puede dirigir a la pagibade/g@ublicaciones del DIM y bajar las numerosas listas de
ejercicios y problemas de controles.

http://ww. di muchile.cl/index.php?option=articl esdocé&t ask=viewarticl e& dpublic=6



