Auxiliar #9 MA12A

Miguel Angel Carrasco.

1 Resumen

1.1 La Integral de Riemann

b b
Diremos que f es Riemann-integrable en [a,b] ssi [ f = [ f. en tal caso el valor comin se llamard in-
a a

b

tegral de f en [a,b] y lo notaremos simplemente [ f
a

Teorema 1.1 (Condicién de Riemann) Sea f: [a,b] = R acotada, f es integrable ssi

(Ve>0)(3 PePpy) (S(f,P)—s(f,P)) <e

Propiedades de la Integral. Si f y g son integrables en el intervalo [a, b] entonces:

b b b
4 [(f(2) £ g9(@))dz = [ f(z)dz £ [ g(z)dz



1.2 Teorema del valor medio para integrales

Definicién 1.1 Se llama valor medio de f sobre [a,b] al numero real
~ 1 b
=k

Teorema 1.2 (Teorema del valor medio para integrales) Si f es continua en [a,b] entonces

b
3¢ € fab] tal que fQ)b-0) = [ 1

Teorema 1.3 (Teorema del valor medio generalizado para integrales) Si f es continua en [a, b]
y g es continua en [a,b] que no cambia de signo entonces

b b
3¢ € [a,] tal que / f-g—f(f)/g

1.3 Teorema Fundamental del Calculo

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental del Cédlculo)

T

e Sea G(z) = [f donde f es una funcion continua (luego integrable) en I. (a € I, x € 1)

Entonces G es diferenciable sobre I y ademas G'(z) = f(xz)
e Si f integrable en [a,b] y existe F tal que F' = f en [a,b] entonces

b

a

'/abf — F(b) — F(a) notacidn '/abf = F(z)



2 Problemas

b
P1l. Sea f(z) =2™ m <1. Calcular [, [ cona=1.
a

SIS

n—1

Ind: Considere P = 1,b=,...,b"% b

)

b

P2. Calcule [e®* con a < b usando una particién equiespaciada.
a

P3. Dada la particién P = {zg, z1,...zn} del intervalo [1,e] con z; = en y la funcién f(z) = In(z).
Calcular:

1. S(f,P)y s(f,P).

1—a 1—a

n
1 1-q"
Ind: Zkak: {1(n+1)a”+u}
k=1

e
2. Usando 1. concluya que f es integrable en [1,e] y calcule [In(z)dz.
1

P4 1. Seaa, =2 Z[ln(n +1i) — In(n)].
i=1

(a) Identifique a, como una suma de Riemann determinando la funcién y la particién
involucradas.

(b) Calcule lim a, usando la integral apropiada.
n—0o0

2. Demuestre que

1.1 1 o, 1 1
(—+ )< Ty < (1 4+ —
2(\4/E+e)—,/09 T—2(+<yé)

Ind: Considere la particién P = {0,1/2,1}.

n
P5. Considere la sucesion a, = [ ¢“dz, con 0 < ¢ < 1.
0

1. Explique porqué (a,) estd bien definida, es decir, porqué ¢" es Riemann integrable en [0, n],
y muestre que es estrictamente creciente.

2. Calcule las sumas de Riemann inferior y superior para ¢" y la particiéon P = {0,1,...,n}.

3. Utilice las sumas anteriores para obtener las siguientes cotas para (ay):

L—q" (" 1
VneN g¢q a </q“’d.7;<—
1 0 l—q

4. Concluya que (a,) converge y que a = lima,, satisface



P6. 1. Sea f(z), dada por:f(z) = [(z — t)2f(t)dt, demostrar que se cumple:

Ot—s5

&’ f (x)

o5 = 2f(2)

2. Calcular el siguiente limite:

s {0 (1))

Ind: Considere una suma de Riemann en el intervalo [0, 7].
P7. Sea f una funcién derivable en [a,b] y tal que |f'(z)| < K Vz € [a,b].
1. Use el teorema del valor medio para deducir que:
VP € Py S(f,P) = s(f,P) < K|Pll(b—a)

2. Demuestre a partir de 1. que f es integrable en [a, b].

3. Verifique que VP € P[a,b}

b
Fla)da — LS(P) + s(7.P)] < SKIPI(b - a)

P8. 1. Sean f(z)y g(z) funciones continuas en [a,b] y f'(z) continua y de signo constante en [a, b].
demuestre que

b 13 b
3 € (a.b) tal ave [ f(@)g(o)dn = f(@) [ gla)ds + £0) /f g()da.

T
Para esto considere la funcién G(z) = [ g(t)dt y proceda como sigue:
a

b
(a) Integre por partes [ f(z)g(z)dz y recuerde que G(z) es primitiva de g(z).
a

(b) Aplique el Teorema del Valor Medio Generalizado (TVMG) para integrales a la integral
resultante de la integracién por partes.
(c) Concluya

2. Pruebe que f’r@ sen(z))dz = 5 [ ®(sen(z))dz. Ind: use y = m — )
T xsen(x
Ocupe este resultado para encontrar el valor de / 7(2)
o 14 cos?(z)

T
P9. Analice la funcién g(z) = [(t — 1) et dt
0

P10. 1. Calcule lim — fet dt

s—0 1

2
2. Sea G: R, — R definida por G(y) = ]f sentw) g, Caleule G'(y)
Ind: considere el cambio de variables u =t -y



3 Soluciones

b b
P1l. Sea f(z) =2™ m <1. Calcular [, [ cona=1.
a a

Ind: Considere P = {1,bn,...,b"% ,b}
Sol: s(f,P) = > m;-Azx; con Ax; = z; — ;1. Notando que m; = inf{f(z)|z € [z;,_1,z;]} = 2",

se obtiene
n

s(f,P) = Z it Az

=1

analogamente
n
S(f,P) =Y Az
i=1

n

Calculemos S(f,P) con P = {1,b%,___,b Zl,b}

D im (i GoD)
s(LP) = S (bz' —bT>
i=1
n
im 1 -1
- b be (1 _ 57)
=1
-1 - i(m+1)
- (1 - bT) ZbT
=1
noo. n—1 1—g m+1
recordemos que >, ¢" =¢q Y, ¢' = q( lqu ) en este caso ¢ = b » luego
i=1 i=0
i\t (1 —pmH
S(f,P) = (1 - bT])” " <7m+1>
1—b"n
1—bw

n —

= (1) I

finalmente tomando limite

5
1—b=  pmH—1
lim S = lim (b —1 = :/
Jim 5(f,P) = lim ( ) om T Ta T f



b
P2. Calcule [e®* con a < b usando una particién equiespaciada.

a
Sol: Como f(z) = e** es continua luego integrable, basta calcular s(f,P) o S(f, P) y luego tomar
limite.

b

P eqiespaciada = 19 = a, T, = by 7y = a+ ~*k de esta forma se tiene que Azy = 2 — 251 =

’“T“. Como f es creciente entonces M; = sup{f(z)|z € [xx_1, 2]} = f(zk)

n n

S(f,P) =Y e Ary =Y el TR b—a
k=1 P n
b~ aa S ab-a
= (b;a‘)eaa > (e(yb—a)k

n—1 n b—a

n . .
recordemos que >, ¢"=q Y, ¢' = q(lli"q ) en este caso g = e* = luego
i=1 i=0
b—a b—a (1 — e(b—a)
S(f.P) = ( )e(m(ea 0 (717))
n 1 — ea n

b—a bt
— (eoz(bfa) o 1) n}i
|

finalmente tomando limite

ueab;a
lim S(f,P) = lim e* (ea(bfa) -1 <”f>
|P|—0 n—00 e w —1
= e (e(’(bfa) 1) lim ( uey )
u—0 \ e?% — 1
— 0o (Pa(bfa) 1)(1/
_ aeab — e
P3. Dada la particién P = {zg, z1,...zn} del intervalo [1,e] con z; = en y la funcién f(z) = In(z).

Calcular:

1. S(f,P)y s(f,P).

- 1 1—a"
Ind: Y ka = {1—(n+1)a”+u}
k=1

1—a 1—a

e
2. Usando 1. concluya que f es integrable en [1,¢] y calcule [ In(z)dz.
1

Sol:



1. Sea f(z) = In(z) usando la particién P = {1, e%, ...,e} se obtiene

T = en kE=0,....n Az —en —em = (e% —1)
k
M; = sup{f(z)|z € [zx—1, 2]} = In(zy) =~
, k-1
m; = inf{f(z)|z € [zx_1,2k]} = In(zx_1) = -

por lo tanto

N e D
S(f,P) = (‘ﬁnl)zke%

Calculemos S(f,P) utilizando la indicacién (con a = e%) se obtiene

S(£,P) = %{1(n+1)e+e%1(i7€;)}
i)

2. Notando que n(e% —1) = 1 tomando lim S(f,P) se obtiene:
n—oo
lim S(f,P) =1
n—oo

analogamente se tiene que

lim s(f,P) =1
n—00
llamando P, = {1, e%, ...,e}, entonces dado € > 0 se tiene que In; € N tq.
€
‘S(fapnl) - 1| < 5
analogamente dny € N tq
€
|S(faPn2) - 1‘ < 5
para n > max{ni,ny} se tiene que
€ €
|S(fapn) - S(fapn)‘ < ‘S(fapnl) - 1‘ + |S(faPn2) - 1‘ < 5 + 5 =&

luego f es Riemann integrable y por lo tanto

/1 “In(w)dz — 1

(Notemos que si usdmos el hecho que f es continua el resultado es directo).



1. Sea a, = 2 > [In(n + i) — In(n)].
=1

(a) Identifique a, como una suma de Riemann determinando la funcién y la particién
involucradas.

(b) Calcule lim a, usando la integral apropiada.
n—0o0

2. Demuestre que

1,1 1 b e 1 1
—(—=+-) < "V dr < (14 —=
2(\%*6)—/@? r5t )
Ind: Considere la particién P = {0,1/2,1}.
Sol:
1. . .
1 1 n+1

NI ) —In(n)] = =S 1

o = 5 D lntn+9) = o) = a5

n 4

luego a, = > In(1 + %)% que representa una suma de Riemann de una particién equiespa-
i=1

ciada del intervalo [1, 2].

2. por ser a, suma de Riemann entonces

2
lim ay, :/ In(z)dz
n—oQ 1
integrando por partes se obtiene que:

lim a, = z(lnz — 1)

2

1

3. Calculemos s(f,P) y S(f,P) para P = {0, 5,1}.
Notemos que f es decreciente luego

inf{f(z)|z € [z1,zi41]} = f(ziz1)

sup{f(z) |z € [v1,Ziy1]} = f(7:)
por lo tanto
s(f,P) = %ef(%)z +-e =

por otra parte:

1 1
S B )
(1P) = g6+ e = 50+ 52)
finalmente notemos que VP particiéon s(f,P) < [f < S(f,P) lo que permite concluir



n
P5. Considere la sucesién a,, = [ ¢“dz, con 0 < ¢ < 1.
0

1. Explique porqué (a,) estd bien definida, es decir, porqué ¢" es Riemann integrable en [0, n],
y muestre que es estrictamente creciente.
2. Calcule las sumas de Riemann inferior y superior para ¢" y la particiéon P = {0,1,...,n}.

3. Utilice las sumas anteriores para obtener las siguientes cotas para (an):

1—q" (" 1
VneN gq a </qmdx<—
l—q Jo l—gq

4. Concluya que (a,) converge y que a = lima, satisface

Sol:

1. a, estd bien definida pues para ¢ > 0 la funcién f(z) = ¢* es continua en R luego integrable
en [0,n] V n € N. Veamos qu a, es creciente, en efecto

n+1
an+1an:/ q"dr >0
n

luego a, es creciente estricta.

2. Notemos que como 0 < g < 1 entonces la funcién f(z) = ¢” es decreciente luego usando la
particion P = {0,1,...,n} se obtiene z; =4 i=0,...,n Az; =1

M; = sup{f(z) |z €[i—1,i]} = ¢
=inf{f(z) |z €fi—1,i}=¢

por lo tanto

®
=
)
SN—

Il

E:q—qE:q—q

=1

S(f,P) = §:¢;“=§:¢=
=1 =0

n
3. notando que s(f,P) < [¢" S(f,P) se obtiene
0
1— g™ n 1 g"
q qﬁ/fms a
l—gq 0 l—q

lo cual permite concluir.



4. a, es una sucesién creciente y acotada luego converge, aplicando limite a la desigualdad
anterior se obtiene el resultado.

T
P6. 1. Sea f(z), dada por:f(z) = [(z — t)2f(t) dt, demostrar que se cumple:
0
d*f
I of(w)
b

2. Calcular el siguiente limite:

i {1100+ (+5)°)

Ind: Considere una suma de Riemann en el intervalo [0, 7].

Sol:

x
L f(z)=a2%[ f(t)dt— 2Tfff df—l—fo t) dt , utilizando el teorema fundamental del cdlculo
0

se obtiene
fl(z) = 2x/f(t)dt+x2f(x)—2/tf(t)dt—Q:ch(ac)—l—:ch(x)
0 0
= 2z [ f(t)dt —2 [ tf(t)dt
[rom=2]
o) = 2 [ f0dt+ 20(s) - 2040
0
= 2/ ft)dt
f

Esta es una suma de Riemann para una particién equiespaciada de la funcién In(1 + 22) la
cual es continua en [0, 7] luego integrable entonces la suma converge

1 o Exzym—0 1 [7
= lim =Y In (1+ (71'—) )” ——/ In(1 + 22)dz
oo T £~ n n 7 Jo

10



Una primitiva de In(1 + 22) es 2 In(1 + 2?) — 22 + 2arctan z + C luego por T.F.C se tiene
m
/ In(1 + 2?)dz = wln(1 + 7%) — 27 + 2arctan
Jo

entonces

1 o EN2\ 7 9 2
lim —Zln(l—i— (w—) )—zln(l—i—w ) — 2+ —arctanm
oo T £~ n/ /n 7r

P7. Sea f una funcién derivable en [a,b] y tal que |f'(z)| < K Vz € [a,b].

1. Use el teorema del valor medio para deducir que:
VP € Py S(f,P)—s(f,P) < KIP|(b—a)

2. Demuestre a partir de 1. que f es integrable en [a, b].

3. Verifique que VP € P,y

b
[ 1@ JIS(.P)+ (P < GKIPIG - a)

Sol:

1. Sea P una particién de [a,b] (P = {x0,z1,...,%Zn}) se tiene

S(f.P) = s(f,P) =D Mi(f)- Az — Y mi(f) - Az = Y (M; —m;) - Az

Como f es continua (pues f es diferenciable) en cada subintervalo [1;_1, x;] existirdn puntos
z,y 2 (x) # V) tal que f(x}) = M, y f(z]!) = m,; luego aplicando el T.V.M (Para la
derivada) se tiene que existe §; entre z y z tal que

Mi(f) = mi(f) = f(@3) = f(ai) = £ (&)l 2} — =

sumando sobre todos estos subintervalos

n

S(f,P) = s(f,P) =Y _ | (&)llw} — o | A

=1

como |f'(z;)| < K, |z} — z!'| < ||P|| se obtiene

S(P)—s(,P) < S K|P|Ax;
i=1

= K|P|>_ Az
=1
= K|P|(b—a)

2. la propiedad 1. prueba que f es integrable en [a, b] ya que podemos elegir P tq. K||P||(b—a) < e
y con esto se tiene que f satisface la condicién de Riemann

11



P8. 1.

Sol:

m
. Pruebe que [z®(sen(z))dz = 7§
0

. Sabemos que

b
S(f,P) < / f<5(f.P)

sumando —2(S(f, P) + s(f,P)) a esta inecuacién

b
33UP) = 3SUP) < [ £ 5(SUP) s(1.P) < 3S(.P) - sl P)
finalmente
b1 1
[7-5650P =P < 5(S6P) - s4P)
< SKIPIG-a)

Sean f(z) y g(z) funciones continuas en [a,b] y f'(z) continua y de signo constante en [a, b].
demuestre que

b ¢ b
3¢ € [a, b] tal que / f(x)g(x)dz = f(a)/ g(z)dz + f(b)/£ g(z)dz.

€T
Para esto considere la funcién G(z) = [ g(t)dt y proceda como sigue:
a

b
(a) Integre por partes [ f(z)g(z)dz y recuerde que G(z) es primitiva de g(z).
a

(b) Aplique el Teorema del Valor Medio Generalizado (TVMG) para integrales a la integral
resultante de la integracién por partes.

(¢) Concluya.

O (sen(z))dz. (Ind: use y =7 — )

Ot—x

x sen(zx)
1 + cos?(z)

e
Ocupe este resultado para encontrar el valor de /
0
(a) Integrando por partes

u=f(z) = du= f'(z)dz, dv=g(z)de = v= ;g(x) dx = G(z)dz luego

a

/abf(x)g(:c)d:c = f(z) /:g(x) dz Z - /ab F(2)G(z) do

(b) Consideremos f; f'(2)G(z) dxz Como f' no cambia de signo y f, g son continuas entonces
aplicando el teorema del valor medio generalizado para integrales se obtiene

b b
3¢ € [a,b] tal que / f'(2)G(x) da = G(¢) / £'() dz = GE)(F(b) - f(a))

12



(c) utilizando las partes anteriores se obtiene

b b
_/fwmwmmzﬂm/gWWmmou@fm»
b £

, b
Notando que [ g(z)dz = [ g(z)dz + [ g(z)dz se tiene el resultado pedido
4

a

b | 13 b
/f@M@M-—ﬂw/ﬂ@M+ﬂwlﬂ@m—G@U@—ﬂm
3 b I3
= b x) dzx b x)dxr — b) — f(a z)dz
ﬂ)Aﬂ) +ﬂ)£¢) (f(b) ﬂ»ﬂgu

¢ b
= a z)dz b x) dzx
fUﬂgU +ﬂ)£¢)

2. Seay=m—xluego —dy =dz, ademassiz =0=>y=nyz=n=>y =10

T 0
I:/O x®(sen(z))dz = /7r (m — y)P(sen(mw — y))dy
)
)

= 7r/ d(sen(z d’I’/ y®(sen(y))dy
0 0
= 7r/ O(sen(x))de — T
0
luego
m T ™
21 = 7r/ =1= —/
0 2 Jo
Calculemos

Vi
1—/ g Senz
Jo ~14cos?z

sen x
1+cos? z

/ e - E/ d(sen(x))dx
Jo 2 Jo

xr
1+ cos?z
T
T senx
= 3] Treosza™
2 Jo 1+cos*zx

Consideremos ahora el cambio de variables u = cos z dz, —du = sen x dx ademas si x = 7 =
u=—-1lyrz=0=u=1

t

Consideremos ®(t) = 55

Claramente ®(sen(z)) =

luego ocupando lo anterior




T

P9. Analice la funcién g(z) = [(t — 1)e “*dt 2 > 0 nota: lim fe Pt = ‘/_

o

Sol: Sea f(t) = (t — 1)e

T—00 0

— Dominio: Ry U {0} pues f es continua (luego integrable) en [0, z]

— Asintotas:

*x Verticales: g no posee asintotas verticales.

* Horizontales:

235, 9%)

— Ceros: g(x) =0enz =0

— Crecimiento: Célculo de ¢'(z)
Utilizando el T.F.C

T

lim [ (t—1)e “at

:EA)OO' 0

x 2 z 2
lim tet dt/ e Udt
:EA)OO' 0 . 0

1 e r

lim - — —lim [ e dt
z—00 2 2 z—o0 Jq
1 _

2ﬁ <0

> 0 z€(1,00)
= 0 enz=1
< 0 z€(0,1)

— Concavidad y puntos de inflexién:Calculo de ¢"(z)

q"(z) = e’ (1-22(zx-1)) = eme(l + 2z — 22?)

1+3

0 ze(0,

S

2
1
0 enzx= +

2
1+V3
2 b)

0 ze(

o0)

14



— Gréafico:

0] (.1 ! (1,555) | 98 | (155, o0)
T
g(z) |0 - [(t—1)e " dt - -
0
/ <0 0 >0 >0
g'(z) N min / /!
>0 >0 0 <0
g"(z) Convexa, Convexa | Infl. | Concava
Y
1 2 X
1~ ‘
LA ———

— Recorrido: Rec(g(z)) = [0, [(t —1)e " dt]

x b
P10. 1. Calcule lim — fetzdt
0

r—0 1—e

2
2. Sea G: Ry — R definida por G(y) = 1f sen) gt Caleule G (y)
Ind: considere el cambio de variables u =t -y

Sol:

1. Notemos que este limite es de la forma % luego podemos aplicar la regla de L’Hopital, para derivar
la integral utilizamos el Teorema Fundamental del Célculo (T.F.C.)

xr
z [ e dt + ze™
L = lim _r /etzdt I hop lim —2

=01 — e?’ z—0 2rer’

ok

2 2

I'hop 2e*” 4 2g%e”

2e7* 4 4x2et”
= -1

2. Sea u =ty luego du = ydt ademas t =1 = u =y y t =2 = u = 2y se tiene que

%Y senwu
G(y) :/ L du
y




Ahora derivando y aplicando el teorema fundamental del calculo

sen 2y — seny
Y

G'(y) =

16



4 Problemas Propuestos

"1
e Defina la funcién F(z) paraxz € P ={x € R: z > 0} por F(x) —/ 7dt.
Jit

1. Demuestre que F' estd bien definida, que es derivable en P y que su derivada es .

3.

1

. Muestre que Vz,y > 0, F(zy) = F(z)+ F(y). (Compruebe que la funcién H(zy) = F(zy)

es primitiva de % y utilice el Teo. Fundamental del Célculo).

Pruebe que Vn € N,n > 1 se tiene que: %—l—%—l—...—i—%SF(n)Sl—l—%—l—%—l—...—l—L

n—1

e Sea f :]0,400[— [0, +00[ una funcién biyectiva y derivable en [0, co[. Muestre que

x f(z)
glw) = / F(t)dt + / @t

satisface que ¢'(z) = f(z) + f'(z)z. Concluya que g(z) = zf(z).

e Sea f :[1,4+00] = R una funcién no negativa y decreciente. Se definen las sucesiones:

Sn:Zf(k) T, = /nf(t)dt Ap =5, Ty
k=1 1

1. Pruebe que 0 < f(n+1) < A, <A, < f(1), Vn € N. Deduzca que A,, converge.

. Demuestre usando 1. que la sucesion:

Up =

1 1 1 M (M)

21n2+3ln3+”'+(n+1)1n(n+1) In2

converge.

. Dado un rectangulo de base a y altura b, se incribe un arco de pardbola pasando por los

vértices superiores del rectangulo y el punto medio de la base opuesta. Se pide demostrar
que el area encerrada por la pardbola y la base superior del rectangulo dividido por el &rea
del rectangulo es constante.

. Calcule el siguiente limite

" T45 42 i1
li = 2024 )| =
fim S| 2z )

. Consideremos la funcién f integrable en un intervalo [a,b] y una funcién g continua en |[a, b]

y derivable en (a,b). Dada la particién uniforme {z;}?" , del intervalo [a, b] se pide demostrar

que
n

b
Jim 3" £(0) - 9lainn) — 9(a) = [ F(o)g (o)
i=0 a

e Demuestre que existe ¢ € (0,1) tal que

1 30

14+ 2 c

S o dr=14 &
/01+m60 r=lta

17



