
Auxiliar #9 MA12AMiguel Angel Carraso.1 Resumen1.1 La Integral de RiemannDiremos que f es Riemann-integrable en [a; b℄ ssi bRa f = bRa f . en tal aso el valor om�un se llamar�a in-tegral de f en [a; b℄ y lo notaremos simplemente bRa fTeorema 1.1 (Condii�on de Riemann) Sea f : [a; b℄! R aotada, f es integrable ssi(8 " > 0)(9 P 2 P [a;b℄) (S(f; P )� s(f; P )) � "Propiedades de la Integral. Si f y g son integrables en el intervalo [a; b℄ entones:1. aRa f(x)dx = 02. bRa f(x)dx = � aRb f(x)dx3. bRa f(x)dx =  bRa f(x)dx4. bRa (f(x)� g(x))dx = bRa f(x)dx� bRa g(x)dx5. Ra f(x)dx+ bR f(x)dx = bRa f(x)dx
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1.2 Teorema del valor medio para integralesDe�nii�on 1.1 Se llama valor medio de f sobre [a; b℄ al n�umero real�f = 1b� a Z ba fTeorema 1.2 (Teorema del valor medio para integrales) Si f es ontinua en [a; b℄ entones9 � 2 [a; b℄ tal que f(�)(b� a) = Z ba fTeorema 1.3 (Teorema del valor medio generalizado para integrales) Si f es ontinua en [a; b℄y g es ontinua en [a; b℄ que no ambia de signo entones9 � 2 [a; b℄ tal que Z ba f � g = f(�)Z ba g1.3 Teorema Fundamental del C�aluloTeorema 1.4 (Teorema Fundamental del C�alulo)� Sea G(x) = xRa f donde f es una funi�on ontinua (luego integrable) en I. (a 2 I, x 2 I)Entones G es difereniable sobre I y ademas G0(x) = f(x)� Si f integrable en [a; b℄ y existe F tal que F 0 = f en [a; b℄ entonesZ ba f = F (b)� F (a) notai�on Z ba f = F (x)���ba

2



2 ProblemasP1. Sea f(x) = xm m � 1. Calular bRa , bRa on a = 1.Ind: Considere P = 1; b 1n ; : : : ; bn�1n ; bP2. Calule bRa e�x on a < b usando una partii�on equiespaiada.P3. Dada la partii�on P = fx0; x1; : : : xng del intervalo [1; e℄ on xk = e kn y la funi�on f(x) = ln(x).Calular:1. S(f;P) y s(f;P). Ind: nXk=1 kak = 11� a �1� (n+ 1)an + a(1� an)1� a �2. Usando 1. onluya que f es integrable en [1; e℄ y alule eR1 ln(x)dx.P4. 1. Sea an = 1n nPi=1[ln(n+ i)� ln(n)℄.(a) Identi�que an omo una suma de Riemann determinando la funi�on y la partii�oninvoluradas.(b) Calule limn!1an usando la integral apropiada.2. Demuestre que 12( 14pe + 1e ) � Z 10 e�x2dx � 12(1 + 14pe )Ind: Considere la partii�on P = f0; 1=2; 1g.P5. Considere la suesi�on an = nR0 qxdx, on 0 < q < 1.1. Explique porqu�e (an) est�a bien de�nida, es deir, porqu�e qn es Riemann integrable en [0; n℄,y muestre que es estritamente reiente.2. Calule las sumas de Riemann inferior y superior para qn y la partii�on P = f0; 1; : : : ; ng.3. Utilie las sumas anteriores para obtener las siguientes otas para (an):8 n 2 N q1� qn1� q < Z n0 qxdx < 11� q4. Conluya que (an) onverge y que a = liman satisfaeq1� q � a � 11� q3



P6. 1. Sea f(x), dada por:f(x) = xR0 (x� t)2f(t)dt, demostrar que se umple:d3f(x)dx3 = 2f(x)2. Calular el siguiente l��mite: limn!1 ln nvuut nYk=1�1 + �� kn�2�Ind: Considere una suma de Riemann en el intervalo [0; �℄.P7. Sea f una funi�on derivable en [a; b℄ y tal que jf 0(x)j � K 8x 2 [a; b℄.1. Use el teorema del valor medio para deduir que:8P 2 P[a;b℄ S(f;P)� s(f;P) � KkPk(b � a)2. Demuestre a partir de 1. que f es integrable en [a; b℄.3. Veri�que que 8P 2 P[a;b℄����Z ba f(x)dx� 12[S(f;P) + s(f;P)℄���� � 12KkPk(b � a)P8. 1. Sean f(x) y g(x) funiones ontinuas en [a; b℄ y f 0(x) ontinua y de signo onstante en [a; b℄.demuestre que9� 2 (a; b) tal que Z ba f(x)g(x)dx = f(a)Z �a g(x)dx + f(b)Z b� g(x)dx:Para esto onsidere la funi�on G(x) = xRa g(t)dt y proeda omo sigue:(a) Integre por partes bRa f(x)g(x)dx y reuerde que G(x) es primitiva de g(x).(b) Aplique el Teorema del Valor Medio Generalizado (TVMG) para integrales a la integralresultante de la integrai�on por partes.() Conluya.2. Pruebe que �R0 x�(sen(x))dx = �2 R �0 �(sen(x))dx. Ind: use y = � � x)Oupe este resultado para enontrar el valor de Z �0 x sen(x)1 + os2(x)P9. Analie la funi�on g(x) = xR0 (t� 1)e�t2dtP10. 1. Calule lims!0 x1�ex2 xR0 et2dt2. Sea G : R+ ! R de�nida por G(y) = 2R1 sen(ty)t dt. Calule G0(y)Ind: onsidere el ambio de variables u = t � y4



3 SoluionesP1. Sea f(x) = xm m � 1. Calular bRa , bRa on a = 1.Ind: Considere P = f1; b 1n ; : : : ; bn�1n ; bgSol: s(f;P) =Pmi ��xi on �xi = xi�xi�1. Notando que mi = infff(x)jx 2 [xi�1; xi℄g = xmi�1se obtiene s(f;P) = nXi=1 xmi�1�xianalogamente S(f;P) = nXi=1 xmi �xiCalulemos S(f;P) on P = f1; b 1n ; : : : ; bn�1n ; bgxi = bi=n s(f;P) = nXi=1 b imn �b in � b (i�1)n �= nXi=1 b imn b in �1� b�1n �= �1� b�1n � nXi=1 b i(m+1)nreordemos que nPi=1 qi = q n�1Pi=0 qi = q�1�qn1�q � en este aso q = bm+1n luegoS(f;P) = �1� b�1n �b (m+1)n �1� bm+11� bm+1n �= �bm+1 � 1� 1� b�1nbm+1n � 1�nalmente tomando l��mitelimjPj!0S(f;P) = limn!1 �bm+1 � 1� 1� b�1nbm+1n � 1 = bm+1 � 1m+ 1 = bZa f
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P2. Calule bRa e�x on a < b usando una partii�on equiespaiada.Sol: Como f(x) = e�x es ontinua luego integrable, basta alular s(f;P) o S(f;P) y luego tomarl��mite.P eqiespaiada) x0 = a, xn = b y xk = a+ b�an k de esta forma se tiene que �xk = xk�xk�1 =b�an . Como f es reiente entones Mi = supff(x)jx 2 [xk�1; xk℄g = f(xk)S(f;P) = nXk=1 e�xk�xk = nXk=1 e�(a+ b�an k) � b� anS(f;P) = �b� an �e�a nXk=1 e� b�an k= �b� an �e�a nXk=1�e� b�an �kreordemos que nPi=1 qi = q n�1Pi=0 qi = q�1�qn1�q � en este aso q = e� b�an luegoS(f;P) = �b� an �e�a�e� b�an �1� e�(b�a)1� e� b�an ��= e�a�e�(b�a) � 1� b�an e� b�ane� b�an � 1!�nalmente tomando l��mitelimjPj!0S(f;P) = limn!1 e�a�e�(b�a) � 1�� b�an e� b�ane� b�an � 1�= e�a�e�(b�a) � 1� limu!0� ue�ue�u � 1�= e�a�e�(b�a) � 1��= �e�b � �e�aP3. Dada la partii�on P = fx0; x1; : : : xng del intervalo [1; e℄ on xk = e kn y la funi�on f(x) = ln(x).Calular:1. S(f;P) y s(f;P). Ind: nXk=1 kak = 11� a �1� (n+ 1)an + a(1� an)1� a �2. Usando 1. onluya que f es integrable en [1; e℄ y alule eR1 ln(x)dx.Sol: 6



1. Sea f(x) = ln(x) usando la partii�on P = f1; e 1n ; : : : ; eg se obtienexk = e kn k = 0; : : : ; n �xk = e kn � e k�1n = e k�1n �e 1n � 1�Mi = supff(x)jx 2 [xk�1; xk℄g = ln(xk) = knmi = infff(x)jx 2 [xk�1; xk℄g = ln(xk�1) = k � 1npor lo tanto s(f;P) = �e 1n � 1n � nXi=1(k � 1)e k�1nS(f;P) = �e 1n � 1n � nXi=1 ke knCalulemos S(f;P) utilizando la indiai�on (on a = e 1n ) se obtieneS(f;P) = � 1n�1� (n+ 1)e + e 1n (1� e)1� e 1n �= �� 1n � (n+ 1)n e� e 1n (1� e)n(e 1n � 1)�2. Notando que n(e 1n � 1)! 1 tomando limn!1S(f;P) se obtiene:limn!1S(f;P) = 1analogamente se tiene que limn!1 s(f;P) = 1llamando Pn = f1; e 1n ; : : : ; eg, entones dado " � 0 se tiene que 9n1 2 N tq.jS(f;Pn1)� 1j � "2analogamente 9n2 2 N tq js(f;Pn2)� 1j � "2para n � maxfn1; n2g se tiene quejS(f;Pn)� s(f;Pn)j � jS(f;Pn1)� 1j+ js(f;Pn2)� 1j � "2 + "2 = "luego f es Riemann integrable y por lo tantoZ e1 ln(x)dx = 1(Notemos que si us�amos el heho que f es ontinua el resultado es direto).7



P4. 1. Sea an = 1n nPi=1[ln(n+ i)� ln(n)℄.(a) Identi�que an omo una suma de Riemann determinando la funi�on y la partii�oninvoluradas.(b) Calule limn!1an usando la integral apropiada.2. Demuestre que 12( 14pe + 1e ) � Z 10 e�x2dx � 12(1 + 14pe )Ind: Considere la partii�on P = f0; 1=2; 1g.Sol:1. an = 1n nXi=1 [ln(n+ i)� ln(n)℄ = 1n nXi=1 ln(n+ in )luego an = nPi=1 ln(1 + in) 1n que representa una suma de Riemann de una partii�on equiespa-iada del intervalo [1; 2℄.2. por ser an suma de Riemann entoneslimn!1an = Z 21 ln(x)dxintegrando por partes se obtiene que:limn!1an = x(lnx� 1)���213. Calulemos s(f;P) y S(f;P) para P = f0; 12 ; 1g.Notemos que f es dereiente luegoinfff(x) jx 2 [x1; xi+1℄g = f(xi+1)y supff(x) jx 2 [x1; xi+1℄g = f(xi)por lo tanto s(f;P) = 12e�( 12 )2 + 12e�1 = 12( 14pe + 1e )por otra parte: S(f;P) = 12e0 + 12e�( 12 )2 = 12(1 + 14pe)�nalmente notemos que 8P partii�on s(f;P) � R f � S(f;P) lo que permite onluir.
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P5. Considere la suesi�on an = nR0 qxdx, on 0 < q < 1.1. Explique porqu�e (an) est�a bien de�nida, es deir, porqu�e qn es Riemann integrable en [0; n℄,y muestre que es estritamente reiente.2. Calule las sumas de Riemann inferior y superior para qn y la partii�on P = f0; 1; : : : ; ng.3. Utilie las sumas anteriores para obtener las siguientes otas para (an):8 n 2 N q1� qn1� q < Z n0 qxdx < 11� q4. Conluya que (an) onverge y que a = liman satisfaeq1� q � a � 11� qSol:1. an est�a bien de�nida pues para q > 0 la funi�on f(x) = qx es ontinua en R luego integrableen [0; n℄ 8 n 2 N. Veamos qu an es reiente, en efetoan+1 � an = Z n+1n qx dx > 0luego an es reiente estrita.2. Notemos que omo 0 < q < 1 entones la funi�on f(x) = qx es dereiente luego usando lapartii�on P = f0; 1; : : : ; ng se obtiene xi = i i = 0; : : : ; n �xi = 1Mi = supff(x) j x 2 [i� 1; i℄g = qi�1mi = infff(x) j x 2 [i� 1; i℄g = qipor lo tanto s(f;P) = nXi=1 qi = q n�1Xi=0 qi = q1� qn1� qS(f;P) = nXi=1 qi�1 = n�1Xi=0 qi = 1� qn1� q3. notando que s(f;P) � nR0 qxdx � S(f;P) se obtieneq1� qn1� q � Z n0 qx dx � 1� qn1� qlo ual permite onluir. 9



4. an es una suesi�on reiente y aotada luego onverge, apliando l��mite a la desigualdadanterior se obtiene el resultado.P6. 1. Sea f(x), dada por:f(x) = xR0 (x� t)2f(t) dt, demostrar que se umple:d3f(x)dx3 = 2f(x)2. Calular el siguiente l��mite: limn!1 ln nvuut nYk=1�1 + �� kn�2�Ind: Considere una suma de Riemann en el intervalo [0; �℄.Sol:1. f(x) = x2 xR0 f(t) dt�2x xR0 tf(t) dt+ xR0 t2f(t) dt , utilizando el teorema fundamental del �alulose obtiene f 0(x) = 2x xZ0 f(t) dt+ x2f(x)� 2 xZ0 tf(t) dt� 2x2f(x) + x2f(x)= 2x xZ0 f(t) dt� 2 xZ0 tf(t) dtf 00(x) = 2 xZ0 f(t) dt+ 2xf(x)� 2xf(x)= 2 xZ0 f(t) dtf 000(x) = 2f(x)2. limn!1 ln nvuut nYk=1�1 + �� kn�2� = limn!1 1n nXk=1 ln�1 + �� kn�2�= 1� �n nXk=1 ln�1 + �� kn�2�Esta es una suma de Riemann para una partii�on equiespaiada de la funi�on ln(1 + x2) laual es ontinua en [0; �℄ luego integrable entones la suma onverge) limn!1 1� nXk=1 ln�1 + �� kn�2�� � 0n = 1� Z �0 ln(1 + x2)dx10



Una primitiva de ln(1 + x2) es x ln(1 + x2)� 2x+ 2artan x+ C luego por T.F.C se tieneZ �0 ln(1 + x2)dx = � ln(1 + �2)� 2� + 2artan �entones limn!1 1� nXk=1 ln�1 + �� kn�2��n = ln(1 + �2)� 2 + 2� artan �P7. Sea f una funi�on derivable en [a; b℄ y tal que jf 0(x)j � K 8x 2 [a; b℄.1. Use el teorema del valor medio para deduir que:8P 2 P[a;b℄ S(f;P) � s(f;P) � KjPj(b � a)2. Demuestre a partir de 1. que f es integrable en [a; b℄.3. Veri�que que 8P 2 P[a;b℄����Z ba f(x)dx� 12[S(f;P) + s(f;P)℄���� � 12KkPk(b � a)Sol:1. Sea P una partii�on de [a; b℄ (P = fx0; x1; : : : ; xng) se tieneS(f;P)� s(f;P) =XMi(f) ��xi �Xmi(f) ��xi =X(Mi �mi) ��xiComo f es ontinua (pues f es difereniable) en ada subintervalo [xi�1; xi℄ existir�an puntosx0i y x00i (x0i 6= x00i ) tal que f(x0i) = Mi y f(x00i ) = mi luego apliando el T.V.M (Para laderivada) se tiene que existe �i entre x0i y x00i tal queMi(f)�mi(f) = f(x0i)� f(x00i ) = jf 0(�i)jjx0i � x00i jsumando sobre todos estos subintervalosS(f;P)� s(f;P) = nXi=1 jf 0(�i)jjx0i � x00i j�xiomo jf 0(�xi)j � K, jx0i � x00i j � kPk se obtieneS(f;P) � s(f;P) � nXi=1 KkPk�xi= KkPk nXi=1 �xi= KkPk(b � a)2. la propiedad 1. prueba que f es integrable en [a; b℄ ya que podemos elegir P tq. KkPk(b � a) � "y on esto se tiene que f satisfae la ondii�on de Riemann11



3. Sabemos que s(f;P) � Z ba f � S(f;P)sumando �12(S(f;P) + s(f;P)) a esta ineuai�on12s(f;P)� 12S(f;P) � Z ba f � 12�S(f;P)� s(f;P)� � 12S(f;P)� 12s(f;P)�nalmente ����Z ba f � 12(S(f;P) + s(f;P))���� � 12�S(f;P) � s(f;P)�� 12KkPk(b � a)P8. 1. Sean f(x) y g(x) funiones ontinuas en [a; b℄ y f 0(x) ontinua y de signo onstante en [a; b℄.demuestre que9� 2 [a; b℄ tal que Z ba f(x)g(x)dx = f(a)Z �a g(x)dx + f(b)Z b� g(x)dx:Para esto onsidere la funi�on G(x) = xRa g(t)dt y proeda omo sigue:(a) Integre por partes bRa f(x)g(x)dx y reuerde que G(x) es primitiva de g(x).(b) Aplique el Teorema del Valor Medio Generalizado (TVMG) para integrales a la integralresultante de la integrai�on por partes.() Conluya.2. Pruebe que �R0 x�(sen(x))dx = �2 �R0 �(sen(x))dx. (Ind: use y = � � x)Oupe este resultado para enontrar el valor de Z �0 x sen(x)1 + os2(x)Sol:1. (a) Integrando por partesu = f(x) ) du = f 0(x)dx, dv = g(x)dx ) v = xRa g(x) dx = G(x)dx luegoZ ba f(x)g(x)dx = f(x)Z xa g(x) dx���ba � Z ba f 0(x)G(x) dx(b) Consideremos R ba f 0(x)G(x) dx Como f 0 no ambia de signo y f; g son ontinuas entonesapliando el teorema del valor medio generalizado para integrales se obtiene9 � 2 [a; b℄ tal que Z ba f 0(x)G(x) dx = G(�)Z ba f 0(x) dx = G(�)(f(b)� f(a))12



() utilizando las partes anteriores se obtieneZ ba f(x)g(x)dx = f(b)Z ba g(x) dx �G(�)(f(b) � f(a))Notando que bRa g(x) dx = �Ra g(x) dx + bR� g(x) dx se tiene el resultado pedidoZ ba f(x)g(x)dx = f(b)Z �a g(x) dx + f(b)Z b� g(x) dx �G(�)(f(b) � f(a))= f(b)Z �a g(x) dx + f(b)Z b� g(x) dx � (f(b)� f(a))Z �a g(x) dx= f(a)Z �a g(x) dx + f(b)Z b� g(x) dx2. Sea y = � � x luego �dy = dx, ademas si x = 0) y = � y x = � ) y = 0I = Z �0 x�(sen(x))dx = �Z 0� (� � y)�(sen(� � y))dy= � Z �0 �(sen(x))dx� Z �0 y�(sen(y))dy= � Z �0 �(sen(x))dx� Iluego 2I = � Z �0 ) I = �2 Z �0Calulemos I = Z �0 x senx1 + os2 xdxConsideremos �(t) = t2�t2 Claramente �(sen(x)) = senx1+os2 x luego oupando lo anteriorZ �0 x senx1 + os2 xdx = �2 Z �0 �(sen(x))dx= �2 Z �0 senx1 + os2 xdxConsideremos ahora el ambio de variables u = os x dx, �du = senx dx ademas si x = � )u = �1 y x = 0) u = 1 I = ��2 Z �11 11 + u2du= �2 Z 1�1 11 + u2du= �2 (artan u)��� 1�1= �2 (�2 ) = �2413



P9. Analie la funi�on g(x) = xR0 (t� 1)e�t2dt x � 0 nota: limx!1 xR0 e�t2dt = p�2Sol: Sea f(t) = (t� 1)e�t2{ Dominio: R+ [ f0g pues f es ontinua (luego integrable) en [0; x℄{ As��ntotas:� Vertiales: g no posee as��ntotas vertiales.� Horizontales: limx!1 g(x) = limx!1Z x0 (t� 1)e�t2 dt= limx!1Z x0 te�t2 dt� Z x0 e�t2dt= limx!1 12 � e�x22 � limx!1Z x0 e�t2dt= 1�p�2 < 0{ Ceros: g(x) = 0 en x = 0{ Creimiento: C�alulo de g0(x)Utilizando el T.F.C g0(x) = (x� 1)e�x2g0(x) > 0 x 2 (1;1)g0(x) = 0 en x = 1g0(x) < 0 x 2 (0; 1){ Conavidad y puntos de inexi�on:C�alulo de g00(x)g00(x) = e�x2�1� 2x(x� 1)� = e�x2(1 + 2x� 2x2)g00(x) > 0 x 2 (0; 1 +p32 )g00(x) = 0 en x = 1 +p32g00(x) < 0 x 2 (1 +p32 ;1)
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{ Gr�a�o: 0 (0; 1) 1 (1; 1+p32 ) 1+p32 (1+p32 ;1)g(x) 0 � 1R0 (t� 1)e�t2 dt � �g0(x) <0& 0min >0% >0%g00(x) >0Convexa >0Convexa 0In: <0Conava
Y

X

2
1− π

1 2

{ Reorrido: Re(g(x)) = [0; 1R0 (t� 1)e�t2dt℄P10. 1. Calule limx!0 x1�ex2 xR0 et2dt2. Sea G : R+ ! R de�nida por G(y) = 2R1 sen(ty)t dt. Calule G0(y)Ind: onsidere el ambio de variables u = t � ySol:1. Notemos que este l��mite es de la forma 00 luego podemos apliar la regla de L'Hopital, para derivarla integral utilizamos el Teorema Fundamental del C�alulo (T.F.C.)L = limx!0 x1� ex2 xZ0 et2dt L0hop= limx!0� xR0 et2dt+ xex22xex2L0hop= �2ex2 + 2x2ex22ex2 + 4x2ex2= �12. Sea u = ty luego du = ydt ademas t = 1) u = y y t = 2) u = 2y se tiene queG(y) = Z 2yy senuu du15



Ahora derivando y apliando el teorema fundamental del �aluloG0(y) = sen 2y � sen yy
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4 Problemas Propuestos� De�na la funi�on F (x) para x 2 P = fx 2 R : x > 0g por F (x) = Z x1 1t dt.1. Demuestre que F est�a bien de�nida, que es derivable en P y que su derivada es 1x .2. Muestre que 8x; y > 0; F (xy) = F (x)+F (y). (Compruebe que la funi�on H(xy) = F (xy)es primitiva de 1t y utilie el Teo. Fundamental del C�alulo).3. Pruebe que 8n 2 N; n � 1 se tiene que: 12 + 13 + : : :+ 1n � F (n) � 1 + 12 + 13 + : : :+ 1n�1� Sea f : [0;+1[! [0;+1[ una funi�on biyetiva y derivable en [0;1[. Muestre queg(x) = Z x0 f(t)dt+ Z f(x)0 f�1(t)dtsatisfae que g0(x) = f(x) + f 0(x)x. Conluya que g(x) = xf(x).� Sea f : [1;+1℄! R una funi�on no negativa y dereiente. Se de�nen las suesiones:Sn = nXk=1 f(k) Tn = Z n1 f(t)dt �n = Sn � Tn1. Pruebe que 0 � f(n+ 1) � �n+1 � �n � f(1); 8n 2 N. Deduza que �n onverge.2. Demuestre usando 1. que la suesi�on:un = 12 ln 2 + 13 ln 3 + : : :+ 1(n+ 1) ln(n+ 1) � ln� ln(n+ 1)ln 2 �onverge.� 1. Dado un ret�angulo de base a y altura b, se inribe un aro de par�abola pasando por losv�erties superiores del retangulo y el punto medio de la base opuesta. Se pide demostrarque el �area enerrada por la par�abola y la base superior del ret�angulo dividido por el �areadel ret�angulo es onstante.2. Calule el siguiente l��mite limn!1 nXi=0 �4in + i2n2 � 2(2 + in)� 1n3. Consideremos la funi�on f integrable en un intervalo [a; b℄ y una funi�on g ontinua en [a; b℄y derivable en (a; b). Dada la partii�on uniforme fxigni=0 del intervalo [a; b℄ se pide demostrarque limn!1 nXi=0 f(xi) � (g(xi+1)� g(xi)) = Z ba f(x)g0(x)dx� Demuestre que existe  2 (0; 1) tal queZ 10 1 + x301 + x60 dx = 1 + 3117


