
Auxiliar #8 MA12AMiguel Angel Carras
o.1 PrimitivasCambio de nota
i�on: Z f := Z f(x)dxDonde x es la variable 
on respe
to a la 
ual estamos integrando.1.1 F�ormula del 
ambio de variablesSea u = g(x) enton
es Z f(u)du = Z (f Æ g)(x)g0(x)dxEjemplo: Cal
ular I = R t sen(t2)dt.Sol: Sea u = t2 por lo tanto du2 = dt, luegoI = 12 Z sen(u)du = �
os u2 = �
os(t2)2 + C1.2 F�ormula de integra
i�on por partes(udv uv vdu) Z udv = uv � Z vduEjemplo: Cal
ular� I = R lnx dxSol: Sea u = lnx luego du = 1xdx, dv = dx luego v = xZ lnxdx = x lnx� Z dx = x(ln(x)� 1) + C� I = R � ett2 � ett � dt 1



1.3 Sustitu
iones Re
omendadas1.3.1 trigonom�etri
asPara expresiones 
omo las que se indi
an se re
omiendan las siguientes sustitu
iones:a2 + x2 : x = a tan(') o bien x = a senh(t) (1)a2 � x2 : x = a 
os(') o bien x = a sen(') (2)x2 � a2 : x = a se
(') o bien x = a 
osh(t) (3)Ejemplo: Cal
ular� I = R x2pa2�x2dx ha
er x = a sen t ) dx = a 
os t dt� I = R 1xpa2+x2dx ha
er x = a tan t1.3.2 Ra
ionalesPara expre
iones 
omo las que se indi
an se re
omiendan las siguientes 
ambios de variables paratransformarlos en fun
iones ra
ionales:npax+ b : ax+ b = zn (4)npx2 + px+ q : x2 + px+ q = (z � x)2 (5)npq + px� x2 = np(�+ x)(� � x) : q + px� x2 = (�+ x)2z2o bien q + px� x2 = (� � x)2z2(6)1.3.3 M�etodo de Fra

iones Par
ialesLa idea es separar los t�erminos de la forma P (x)(ax2+bx+
)m(x��)n en t�erminos de \fa
il" integra
i�on(P (x) es un polinomio de grado menor que el grado del denominador).Cuando en el denominador hay t�erminos de la forma (ax2 + bx+ 
)m enton
es ponemosAx+B(ax2 + bx+ 
)m + Cx+D(ax2 + bx+ 
)m�1 + � � � + Ex+ F(ax2 + bx+ 
)y si hay t�erminos de la forma (x� �)n enton
es ponemosA0(x� �)n + B0(x� �)n�1 + � � �+ C 0(x� �)Por ejemplo: Cal
ular R 2x�5(x2+1)(x�2)22x� 5(x2 + 1)(x � 2)2 = Ax+B(x2 + 1) + C(x� 2)2 + D(x� 2)2



igualando 
oe�
ientes se obtiene el sistema de e
ua
ionesA+D = 0B � 4A+ C � 2D = 04A� 4B +D = 24B + C � 2D = �5este entrega los valores de A;B;C;DFuente: Teor��a y Problemas de C�al
ulo Diferen
ial e Integral.Serie de 
ompendios SCHAUM.p�aginas 129 a 170
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2 ProblemasP1. Cal
ular las siguientes primitivas1. R 
ot xln(senx)dx2. R senx 
osxp1+sen xdx3. R pxp1+pxP2. Demuestre que In = R xnp1+x satisfa
e la re
urren
ia:(1 + 2n)In = (2xnp1 + x)� 2nIn�1P3. Sea In = 
os(nx)(
os x)n1. Cal
ular I1; I22. Cal
ular R senx(
os x)n+1dx3. En
ontrar una rela
i�on de re
urren
ia para In+1 en fun
i�on de InP4. 1. Cal
ule la primitiva Z xq1 + x2 + (p1 + x2)3 dx2. (a) Para Jn = R xn1+x2dx demuestre que Jn+1 + Jn�1 = xnn .(b) usando (a) dedu
ir una rela
i�on de re
urren
ia para In = R xn ar
tan(x)dx:
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3 Solu
ionesP1. Cal
ular las siguientes primitivas1. I = R 
ot xln(sen x)dx Ha
iendo u = ln(senx) ) du = 
ot x dx 
on estoI = Z 1udu = lnu+ Cretornando a las variables originales se obtieneZ 
ot xln(senx)dx = ln(ln(senx))2. I = R senx 
osxp1+sen xdx Ha
iendo u = senx ) du = 
os x dx 
on estoI = Z up1 + uduahora notando que up1 + u = u+ 1p1 + u � 1p1 + u= p1 + u� 1p1 + uluego I = Z p1 + u� Z 1p1 + u = 23(1 + u) 32 + 2p1 + u+ Cretornando a la variable original23(1 + senx) 32 + 2p1 + senx+ C3. I = R pxp1+px Ha
iendo u2 = x ) 2udu = dx 
on estoI = Z u2p1 + uduahora notando que u2p1 + u = u2 � 1p1 + u + 1p1 + u= (u+ 1)(u� 1)p1 + u + 1p1 + u= p1 + u(u� 1) + 1p1 + u= up1 + u�p1 + u+ 1p1 + uintegrando 
ada t�ermino por separado se obtiene el resultado5



P2. Demuestre que In = R xnp1+x satisfa
e la re
urren
ia:(1 + 2n)In = (2xnp1 + x)� 2nIn�1Sol: Integrando por In partes u = xn ) du = nxn�1dx y dv = 1p1+x ) v = 2p1 + x luegoIn = 2xnp1 + x� 2nZ xn�1p1 + xdxpero Z xn�1p1 + xdx = Z xn�1 (1 + x)p1 + x(1 + x) dxreemplazando In = 2xnp1 + x� 2nZ xn�1 + xnp1 + xIn = 2xnp1 + x� 2n(In�1 + In)) (2n+ 1)In = 2xnp1 + x� 2nIn�1P3. Sea In = R 
os(nx)(
osx)n1. Cal
ular I1; I22. Cal
ular R senx(
os x)n+1dx3. En
ontrar una rela
i�on de re
urren
ia para In+1 en fun
i�on de InSol:1. I1 = R dx = x+ C, I2 = R 
os(2x)(
osx)2 ademas 
os 2x = 
os2 x� sen2 x luegoI2 = Z 
os2 x� sen2 x(
os x)2= Z 1� tan2 x dx= x� Z tan2 x dxpara R tan2 x dx tomamos u = tanx ) du = se
2 x dx = (1 + u2)dxI2 = x� Z u21 + u2dx = 2x� tan x+ C2. I = R senx(
os x)n+1 dx sea u = 
os x ) �du = senxdxI = �Z 1(u)n+1dx = 1nun +Cretornando a la variable original I = 1n(
os x)n + C6



3. In+1 = R 
os((n+1)x)(
osx)n+1 pero 
os((n+ 1)x) = 
osnx 
osx� sennx senxIn+1 = Z 
osnx 
osx� sennx senx(
os x)n+1= Z 
osnx 
os x(
os x)n 
os xdx� Z sennx senx(
os x)n+1 dx= In � Z sennx senx(
os x)n+1dx| {z }JJ : por partes u = sennx ) du = n 
osnxdx, dv = sen x(
os x)n+1dx ) v = 1n(
os x)ndx luegoIn+1 = In � J= In � � sennxn(
osx)n � Z 
osnx(
os x)ndx�= 2In � sennxn(
os x)nP4. 1. Cal
ule la primitiva Z xq1 + x2 + (p1 + x2)3 dx2. (a) Para Jn = R xn1+x2dx demuestre que Jn+1 + Jn�1 = xnn .(b) usando (a) dedu
ir una rela
i�on de re
urren
ia para In = R xn ar
tan(x)dx:Sol:1. Reali
emos el 
ambio de variable u2 = 1+x2 
on esto 2udu = 2xdx reemplazando se obtiene:I = Z upu2 + u3 du = Z 1p1 + uduahora ha
iendo s = 1 + u se tiene que ds = du:I = Z s� 12 ds = 2s 12retornando a las variables originales:I = 2(1 + u) 12 = 2q1 +p1 + x22. (a) Jn+1 + Jn�1 = Z xn+11 + x2 + xn�11 + x2dxfa
torizando por xn�1: Jn+1 + Jn�1 = Z xn�1dx = xnn7



(b) Integrando por partes, tomando u = ar
tan(x) y v = xn:In = xn ar
tanx� 1n+ 1 Z xn+11 + x2 dxanalogamente se tiene para In�2:In�2 = xn�2 ar
tan x� 1n� 1 Z xn�11 + x2dx
on esto: nIn + (n� 1)In�2 = (x2 + 1)xn�2 ar
tanx� (Jn+1 + Jn�1)utilizando la parte (a) se 
on
luye.
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4 Problemas Propuestos� Si f(n) = �=4R0 (tanx)ndx, n 2 N Demuestre que1. f(n+ 1) < f(n)2. f(n) + f(n� 2) = 1n�1 8 n 2 N3. 1n+1 < 2f(n) < 1n�1 8 n � 2� 1. Sea A = �R0 
osx(2+x)2 dx. Cal
ule �=2Z0 sen 2x1 + x dxen fun
i�on de A.2. Cal
ule Z x2p1� x2 dx� Cal
ular las siguientes primitivas:1. R ln(1 + x2)2. R px+1�1px+1+13. R � ett2 � ett � dt4. R lnxpx
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