Auxiliar #8 MA12A

Miguel Angel Carrasco.

1 Primitivas

Cambio de notacion:

/f ZZ/f(m)dm

Donde z es la variable con respecto a la cual estamos integrando.

1.1 Férmula del cambio de variables

Sea u = g(z) entonces
[ swdu= [ (1 09y @)ds

Ejemplo: Calcular I = [ tsen(t?)dt.

Sol: Sea u = t? por lo tanto %“ = dt, luego

cosu cos(t?)

1
I = 3 /sen(u)du = — =

C
2 2

1.2 Foérmula de integracion por partes

/udv—uv—/vdu

(udv uv vdu)

Ejemplo: Calcular

e I=[Inzdx
Sol: Sea u = Inz luego du = %dw, dv = dz luego v = =

/lnxdw—xlnx— /dx—x(ln(x) -H+C



1.3 Sustituciones Recomendadas
1.3.1 trigonométricas

Para expresiones como las que se indican se recomiendan las siguientes sustituciones:

a*+ 2% : x=atan(p) o bien x = asenh(t) (1)
a’ —x? : z=acos(p) obien = asen(yp) (2)
22 —a® : 1z =asec(p) obien = acosh(t) (3)

Ejemplo: Calcular

2
— T~ — —
o I={ ——dx hacer x = asent = dz =acostdl

e I= dx hacer z = atant

1
zva2 422

1.3.2 Racionales

Para expreciones como las que se indican se recomiendan las siguientes cambios de variables para
transformarlos en funciones racionales:

Var+b : ar+b=2" (4)
Y2 +pr+q : ' +prtqg= (2 2)? (5)

Vag+pr—a22= Y (a+z)(B-12) : q+pr—z>=(a+x)%2% bien ¢+ pz — 22 = (8 — z)%22(6)

1.3.3 Método de Fracciones Parciales

P(z)
az?+bz+c)™(z—a)m™
(P(z) es un polinomio de grado menor que el grado del denominador).

La idea es separar los términos de la forma ( en términos de “facil” integracién

m

Cuando en el denominador hay términos de la forma (az? + bz + ¢)™ entonces ponemos

Az + B Czr+D P Ex+ F
(ax? + bz +c)™  (ax? + bz + ¢)m~! (ax? + bz + ¢)

y si hay términos de la forma (z — «)” entonces ponemos

A B’ C’
ooy w-ar ' wa)
Por ejemplo: Calcular [ %
2-5  Az+B  C D

@@ 22 @+1) @ 2 (@ 2

2



igualando coeficientes se obtiene el sistema de ecuaciones

A+D =

B—-4A+C-2D =
4A—-4B+D =
AB+C—-2D = -5

este entrega los valores de A, B, C, D

Fuente: Teoria y Problemas de Cdlculo Diferencial e Integral.
Serie de compendios SCHAUM.
paginas 129 a 170



2 Problemas

P1. Calcular las siguientes primitivas

1. [‘ cotx (]’I‘

In(sen )

2. [‘ sen'rcos'r

Vitsens
- f\/m

n . .
P2. Demuestre que I, = [ \/% satisface la recurrencia:

(1+2n)l, = (22"V1+z) — 2nl,_;

P3. Sea I, = Cos(m,z

(cos x)
1. Calcular Iy, I
2. Calcular [ 0L _ dy

(cos z)n+1

3. Encontrar una relacién de recurrencia para I,;1 en funcién de I,

P4. 1. Calcule la primitiva
dx

/¢1+m2+(m)3

"

2. (a) Para J, = [ %dm demuestre que J,41 4+ Jpo1 = L.

(b) usando (a) deducir una relacién de recurrencia para I,, = [ 2" arctan(z)dz.



3 Soluciones

P1. Calcular las siguientes primitivas

L.I=] ln“;’gnTT) dz Haciendo v = In(senz) = du = cot z dz con esto

1
I:/—du:lnu—l-C
U

retornando a las variables originales se obtiene

t
/ 0T gy = In(In(sen x))
J In

(sen )

_ €Nn r COS T _ —
2. 1= f \/mdx Haciendo ©u = senz = du = cos z dx con esto

du

U
Vi+tu
ahora notando que
U u+1 1
1+u Vitu JVitu

= V1+u-—

1
V1+u

luego

I:/\/l—l—u

retornando a la variable original

¢— 3

2
§(1 +senx)§ +2V1+senz+C

3.I=] VZ_ Haciendo u? = # = 2udu = dz con esto

V1+vVT

2
U
du
VvVi+u

ahora notando que

u? _ u? —1 n 1
Vitu  Vi+u Vitu
(u+1)(u—1) 1

+
V14w V14w

1
= Vi4u(u—-1)+
14w

§

= uwl+u—Vi+u+

1+u

integrando cada término por separado se obtiene el resultado

2
Z1+uwr+2V/1+u+C



n . .
P2. Demuestre que I,, = [ \/% satisface la recurrencia:

(1+2n)l, = (22"V1+z) — 2nl,_;

Sol: Integrando por I,, partes u = 2" = du =nz" 'dz y dv = \/114__7, = v =2v/1+4 x luego

I, =22"V1+z — Qn/xnlvl + zdx

pero

/ " V1 + zdz = / x””—(l if:_\/a})ﬂdx

reemplazando

xnfl + "

I, = 22"V1+2—-2n | ———e——
" ) V1+zx

I, = 22"V1+4+z-2n(I,1+ 1)
S (2n+ DI, = 22"V1+42—2nl, 4

P3. Sea I, = [ cos(nz)

(cosz)™
1. Calcular I, I
2. Calcular [ 0L dz

(cos z)n+1

3. Encontrar una relacién de recurrencia para I,41 en funcién de I,

Sol:

2
1. I = f de=x+C, I, = f 500;(52 ademas cos 2z = cos® z — sen’ x luego

cos® z —sen’
L = [Z22 227
(cosx)
_ 2
= 1 — tan” z dx

= I — /taandm

para [tan?zdz tomamos u = tanz = du =sec’ zdx = (1 + u?)dx

2
Ig—x—'/liqﬂdx—?x—tanx—i-C

2. [ = [0 _drseau=cosz = —du=senzds
J (cosz)

1——'/(101 dr— L +cC

n+1 nu™

retornando a la variable original



1
3. Iny1 = f% pero cos((n + 1)z) = cosnz cos z — sennz sen

In—|—1 -

COS NI COS T — SeN NI Sen T
(cos z)n+1

COS Nx COS T sen n sen x
S s P U
(cosx)™ cos x (cos x)"+

sen x
= In/sennm(idm

cos z)"+t1
J
. — _ _ sen x _ 1
J: por partes u =sennz = du = mncosnzdzx, dv = s )T 3E),hngc = V= osaye dx luego
In—l—l == In - J
sen n.x COS T
o (o[ cosnr
n(cos )" (cos )™
sennz
= 2, ——
n(cos z)"

P4. 1. Calcule la primitiva
dx

/ T
¢L+ﬂ4%¢1+m%3

2. (a) Para J, = [ lf_%dx demuestre que J,1 + Jpo1 = L.
(b) usando (a) deducir una relacién de recurrencia para I,, = [ z™ arctan(z)dz.
Sol:

1. Realicemos el cambio de variable u? = 1+22 con esto 2udu = 2zdz reemplazando se obtiene:

Uu 1
[ I /—du
./VU2+U3 J V1+u

ahora haciendo s = 1 + u se tiene que ds = du:

I = /s%ds = 2.9%

retornando a las variables originales:
I=2(14u)? =21+ 1+ a2

xn+1 xnfl

dz
1+m2+1+m2T

Jn—l—l + Jnfl = /

factorizando por 2"

D
Ing1 + JIp—1 = /xnldx =

n



(b) Integrando por partes, tomando u = arctan(z) y v = z™:

I, = 2" arct ! /xnﬂd
= arctanxr —
n= o n+1) 1+ 22 x

analogamente se tiene para I,,_s:

I, 9 =2" ?arctanz — L ! dx
n—1) 1422

con esto:
nl, +(n— DI, 5= (22 +1)z" 2arctanz — (Jp1 + Jy_1)

utilizando la parte (a) se concluye.



4 Problemas Propuestos

w/4

e Si f(n) = [ (tanz)"dz, n € N Demuestre que

0

1. fln+1)< f(n)

2. f(n)+f(n—2)=- VneN
3. = <2f(n)< = Vn>2

1
n+1 n—

e 1.Sead=] (gf;;Q dx. Calcule
0

en funcién de A.
2. Calcule

e Calcular las siguientes primitivas:

1. [In(1 +2?)
_ f\/m—l
) dt

[N

Vr+1+1
et
S E -

Inx
0

w

H.lm”‘




